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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Η αλµατώδης αύξηση της ισχύος των ηλεκτρονικών υπολογιστών τα τελευταία χρόνια κατέστησε εφικτή 

την δηµιουργία κατάλληλων υπολογιστικών «εργαλείων», τα οποία βοηθούν στην περαιτέρω ανάπτυξη της 

επιστήµης του Πολιτικού Μηχανικού. Πολλά από τα προβλήµατα, τα οποία κατά το παρελθόν, αν και σε 

θεωρητικό επίπεδο είχαν λυθεί, ήταν πολύ δύσκολο να αντιµετωπιστούν πρακτικά λόγω των υπερβολικά 

πολλών απαιτούµενων υπολογισµών, αντιµετωπίζονται πλέον πολύ εύκολα, γρήγορα και αξιόπιστα. 

Ειδικότερα, στον τοµέα της ανάλυσης των κτιριακών έργων µεγάλος είναι πλέον ο αριθµός των καταλλήλων 

προγραµµάτων µέσω των οποίων αναλύονται και διαστασιολογούνται κατασκευές οποιασδήποτε 

µορφολογίας και µεγέθους. Η τεράστια βιβλιοθήκη γραµµικών (µονοδιάστατων), επιπέδων και χωρικών, 

πεπερασµένων στοιχείων γραµµικής ή µη συµπεριφοράς, δίνει τη δυνατότητα προσοµοίωσης κάθε πιθανής 

µορφολογίας που µπορεί να συναντήσει κάποιος µελετητής. Ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα 

προσοµοίωσης ενός κτιριακού φορέα, ίσως και λόγω των µεγάλων αβεβαιοτήτων που εµπεριέχει, είναι η 

προσοµοίωση του συµπλέγµατος φορέας θεµελίωσης – έδαφος θεµελίωσης. Είναι γνωστό ότι τα τελευταία 

κυρίως χρόνια, λόγω και της µεγάλης υπολογιστικής δύναµης που είναι πλέον διαθέσιµη, έχουν γίνει µεγάλα 

βήµατα στην κατανόηση και διερεύνηση του πολύπλοκου προβλήµατος που ονοµάζεται «αλληλεπίδραση 

εδάφους – ανωδοµής». Το πρόβληµα αυτό, που είναι άρρηκτα συνδεδεµένο µε το πρόβληµα της δυναµικής 

– σεισµικής απόκρισης των κατασκευών, έδωσε το κίνητρο για την κατάστρωση ισχυρότατων αλγορίθµων 

και µοντέλων προσοµοίωσης του εδάφους, ικανών να αντιµετωπίσουν τα επιµέρους προβλήµατα που 

αναφύονται. Ωστόσο, παρά το γεγονός ότι ο τοµέας της έρευνας του προβλήµατος της προσοµοίωσης του 

συµπλέγµατος εδάφους – ανωδοµής σε δυναµικά προβλήµατα είναι πλέον ευρύτατος, η αντιµετώπιση των 

απλών προβληµάτων προσοµοίωσης θεµελιώσεων σε περιπτώσεις στατικής φόρτισης ή ακόµα και 

δυναµικής φόρτισης µε τη δυναµική φασµατική µέθοδο εξακολουθεί να γίνεται κυρίως µε το «απλοϊκό» για 

τα σηµερινά δεδοµένα προσοµοίωµα των µεµονωµένων µεταφορικών ελατηρίων (προσοµοίωµα Winkler). 

Αξιοσηµείωτο είναι µάλιστα και το γεγονός ότι, αν και από τα τέλη της δεκαετίας του ‘70 και τις αρχές της 

δεκαετίας του ‘80 ήταν διαθέσιµες οι κλειστές αναλυτικές λύσεις για το πρόβληµα της κάµψης της 

ελαστικώς εδραζόµενης δοκού επί υποβάθρου Winkler, η κωδικοποίηση τους σε λογισµικά πακέτα που 

χρησιµοποιούνται στην πράξη δεν κίνησε το ενδιαφέρον των µηχανικών – προγραµµατιστών. 

Οι παραπάνω διαπιστώσεις, καθώς και το γεγονός ότι από την µελέτη της βιβλιογραφίας προέκυψε 

αφενός η αδυναµία – αναξιοπιστία του προσοµοιώµατος του Winkler στην αντιµετώπιση συγκεκριµένων 

περιπτώσεων, αλλά και η ύπαρξη µιας σειράς προσοµοιωµάτων θεωρητικά ακριβέστερων του 

προαναφεροµένου, έδωσε το κίνητρο για την εκπόνηση της παρούσας διδακτορικής διατριβής. Με αυτήν 

επιχειρείται διερεύνηση της αξιοπιστίας και της εφαρµοσιµότητας των εδαφικών προσοµοιωµάτων δυο και 

τριών παραµέτρων σε πρακτικά προβλήµατα προσοµοίωσης, ενώ παράλληλα εισάγεται και ένα νέο 

γενικευµένο πεπερασµένο στοιχείο δοκού µε πολλαπλές δυνατότητες προσοµοίωσης δοµικών στοιχείων 

θεµελίωσης. Για την εκπλήρωση των παραπάνω στόχων πραγµατοποιήθηκε σε πρώτο στάδιο µια 

συστηµατική έρευνα της διεθνούς βιβλιογραφίας προς εντοπισµό των υπαρχόντων προσοµοιωµάτων του 
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εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου. Τα αποτελέσµατα της έρευνας αυτής αξιολογήθηκαν µε στόχο τον 

εντοπισµό των προσοµοιωµάτων εκείνων που εκπληρώνουν κατ’ αρχήν το κριτήριο της εφαρµοσιµότητας 

υπό την έννοια της δυνατότητας απλής αλλά ταυτόχρονα και αξιόπιστης χρήσης τους σε συνήθεις πρακτικές 

εφαρµογές. Η έρευνα είναι κατά κύριο λόγο προσανατολισµένη προς το γνωστικό πεδίο της αριθµητικής 

ανάλυσης των κατασκευών, κάτι που σηµαίνει ότι, χωρίς να παραβλέπεται και η «εδαφοτεχνική» πλευρά 

του προβλήµατος, µεγάλο τµήµα της παρούσας διατριβής έχει ως στόχο την δηµιουργία των κατάλληλων 

υπολογιστικών «εργαλείων» (δηλαδή µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης) για την προσοµοίωση 

του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου. Η διερεύνηση της εφαρµοσιµότητας των προτεινόµενων 

προσοµοιωµάτων θέτει και τον προβληµατισµό του υπολογισµού των παραµέτρων που αυτά εισάγουν. 

Πρόκειται για ένα πολύ σηµαντικό πρόβληµα καταγεγραµµένο σε πολλές βιβλιογραφικές αναφορές επί του 

αντικειµένου, το οποίο δεν µπορεί εξαντληθεί στα πλαίσια της παρούσης. Ωστόσο, µε τις δοκιµαστικές – 

απλές αριθµητικές εφαρµογές που παρατίθενται στο τέλος της διατριβής γίνεται µια προσπάθεια εφαρµογής 

των διαθέσιµων αναλυτικών µεθόδων για τον προσδιορισµό των παραµέτρων αυτών, ενώ γίνεται και µια 

διερεύνηση της ευαισθησίας των αποτελεσµάτων σε συνάρτηση µε τις µεταβολές των εδαφικών 

παραµέτρων. 

Κλείνοντας, θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον επιβλέποντα της διδακτορικής µου διατριβής καθηγητή 

Ιωάννη Ε. Αβραµίδη για το χρόνο που µου αφιέρωσε και τις πολύτιµες συµβουλές και υποδείξεις του σε 

κάθε στάδιο της έρευνας, τους καθηγητές Κυριάκο Αναστασιάδη και ∆ηµοσθένη Ταλασλίδη, οι οποίοι ως 

µέλη της επιβλέπουσας οµάδας ήταν πάντοτε πρόθυµοι να µου παρέχουν τις πολύτιµες συµβουλές τους και 

την εµπειρία τους, την αναπληρώτρια καθηγήτρια Ασηµίνα Αθανατοπούλου – Κυριακού και τον 

αναπληρωτή καθηγητή Ιωάννη ∆ουδούµη για την παροχή οποιασδήποτε πληροφορίας ζητήθηκε από µέρους 

µου, αλλά και για τα χρήσιµα σχόλια τους κατά το τελευταίο στάδιο της έρευνας. Θα ήθελα επίσης να 

ευχαριστήσω τον καθηγητή Ανδρέα Καππό και τον καθηγητή Κυριαζή Πιτιλάκη για τις εποικοδοµητικές 

τους παρατηρήσεις επί της παρούσας ως µέλη της εξεταστικής επιτροπής, αλλά και για το γεγονός ότι οι 

παροτρύνσεις τους κατά το πέρας των προπτυχιακών µου σπουδών ως επιβλέποντες την διπλωµατική µου 

εργασία συνέβαλαν ουσιαστικά στην απόφαση που έλαβα τότε να κατευθυνθώ προς τον τοµέα της έρευνας, 

αποτέλεσµα της οποίας είναι η παρούσα διατριβή. Παράλειψη µου θα ήταν τέλος, αν δεν ευχαριστούσα τον 

υποψήφιο διδάκτορα Πολιτικό Μηχανικό κ. Μανώλη Μπάµπουκα για την πολύτιµη βοήθεια του στην 

ανάπτυξη των αλγορίθµων που χρησιµοποιήθηκαν για την διενέργεια των αριθµητικών εφαρµογών της 

παρούσας διατριβής. 

 

 

 

Θεσσαλονίκη, Νοέµβριος 2003 Κωνσταντίνος Ε. Μορφίδης 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Θέση του προβλήµατος 

Η µελέτη των φορέων θεµελίωσης αποτέλεσε και αποτελεί ένα κεφαλαιώδους σηµασίας τοµέα 

ενασχόλησης του Πολιτικού Μηχανικού, καθώς είναι άρρηκτα συνδεδεµένη και µε την ανάγκη πρόβλεψης 

της συµπεριφοράς του εδάφους, η οποία απαιτεί ειδικές γνώσεις και εµπειρία. Το κάθε µορφής δοµικό έργο 

εδράζεται επί του εδάφους µέσω ενός φορέα θεµελίωσης, ο οποίος θα πρέπει να µεταβιβάζει µε ασφάλεια 

στο έδαφος τις φορτίσεις της ανωδοµής (φορτίσεις στατικού ή δυναµικού τύπου, οριζόντιες ή κατακόρυφες). 

Η πιο γενικής µορφής ταξινόµηση των θεµελιώσεων είναι αυτή που τις διακρίνει σε επιφανειακές, οι οποίες 

µεταβιβάζουν τα φορτία στο έδαφος µόνον δια µέσου της επιφάνειας της βάσης τους (π.χ. θεµελιώσεις 

κτιρίων µε µεµονωµένα πέδιλα και συνδετήριες δοκούς, µε εσχάρες πεδιλοδοκών ή µε γενικές 

κοιτοστρώσεις), και σε βαθιές, οι οποίες µεταβιβάζουν τα φορτία στο έδαφος και µε την πλευρική τους 

επιφάνεια (στην κατηγορία αυτή ανήκουν κυρίως οι πασσαλοθεµελιώσεις).    

Κοινό παρονοµαστή και για τις δυο αυτές κατηγορίες αποτελεί το γεγονός ότι η ανάλυση τους 

εντάσσεται σε µια κατηγορία προβληµάτων, ζητούµενο των οποίων αποτελεί η περιγραφή της 

συµπεριφοράς δοκών ή πλακών που εδράζονται επί ελαστικού και ανελαστικού υποβάθρου. Τα προβλήµατα 

αυτά αποτελούν µε τη σειρά τους ειδική περίπτωση της µεγάλης κατηγορίας «προβληµάτων 

αλληλεπίδρασης µεταξύ παραµορφώσιµων ελαστικών ή όχι σωµάτων». Η πλήρης επίλυση τους απαιτεί τον 

προσδιορισµό των τάσεων και των παραµορφώσεων στο εσωτερικό των σωµάτων αυτών καθώς και τον 

προσδιορισµό των µετακινήσεων (ειδικότερα των κατακορύφων µετακινήσεων – καθιζήσεων στην 

περίπτωση της µελέτης θεµελιώσεων) και των τάσεων σε όλη την επιφάνεια επαφής. Εποµένως, η ανάλυση 

των θεµελιώσεων είναι ένα πρόβληµα µε τρία σκέλη, τα οποία είναι η προσοµοίωση του φορέα θεµελίωσης, 

η προσοµοίωση του εδάφους και η προσοµοίωση της µορφής της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης στην 

διεπιφάνεια επαφής. 

Η προσοµοίωση του φορέα θεµελίωσης ως ενός συµπλέγµατος δοµικών στοιχείων αποτελεί ένα 

πρόβληµα που µπορεί σήµερα να αντιµετωπιστεί εύκολα και αξιόπιστα, καθώς τα απαραίτητα για την λύση 

του υπολογιστικά «εργαλεία» είναι πλέον διαθέσιµα και ενσωµατωµένα σε ένα µεγάλο αριθµό κατάλληλων 

«πακέτων» λογισµικού. Αντίθετα, η προσοµοίωση του εδάφους εξακολουθεί να περιέχει σηµαντικές 

αβεβαιότητες κατά τη διαδικασία επιλογής των παραµέτρων που θα πρέπει να ληφθούν υπόψη για την όσο 

το δυνατόν πιο αξιόπιστη περιγραφή της συµπεριφοράς του. Είναι γνωστό ότι το έδαφος είναι ένα 

ανοµοιογενές, ανισότροπο και µη ελαστικό υλικό. Εποµένως, η προσπάθεια να ληφθούν υπόψη όλες οι 

παραπάνω ιδιότητες οδηγεί σε προσοµοιώµατα εδαφικής συµπεριφοράς που περιγράφονται µε πολύπλοκες 

διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες στην καλύτερη των περιπτώσεων αντιµετωπίζονται µεν αλλά πολύ δύσκολα. 

Στην περίπτωση, βέβαια, ανάλυσης θεµελιώσεων ειδικών έργων µεγάλης σηµασίας, όπως είναι οι γέφυρες 

µεγάλων ανοιγµάτων ή οι εγκαταστάσεις παραγωγής ενέργειας, η προσφυγή σε σύνθετα προσοµοιώµατα 

εδαφικής συµπεριφοράς αλλά και η χρήση δυναµικών µη γραµµικών αναλύσεων µε τη βοήθεια ειδικών 

προγραµµάτων πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί µονόδροµο. Ειδικότερα µάλιστα στις µέρες µας, οι πολύ 
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µεγάλες πλέον δυνατότητες των ηλεκτρονικών υπολογιστών αλλά και ο συνεχώς αυξανόµενος αριθµός των 

διαθέσιµων υπολογιστικών «εργαλείων» καθιστούν τέτοιου τύπου σύνθετες αναλύσεις εφικτές. Ωστόσο, 

στις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές η παραδοχή της ελαστικής συµπεριφοράς του εδάφους, η οποία 

απλοποιεί σε πολύ µεγάλο βαθµό τις εξισώσεις των προσοµοιωµάτων, εξακολουθεί να γνωρίζει ευρύτατη 

εφαρµογή και να οδηγεί σε αποδεκτά για την συµβατική πράξη αποτελέσµατα. Στα πλαίσια της παραδοχής 

ελαστικής συµπεριφοράς για το έδαφος, έχει καταστρωθεί κατά το παρελθόν µια σειρά προσοµοιωµάτων 

από τα οποία στην πράξη έχει επικρατήσει το προσοµοίωµα του Winkler (ή προσοµοίωµα µιας παραµέτρου) 

κυρίως λόγω της απλότητας του σε επίπεδο εφαρµογής αλλά και λόγω του γεγονότος ότι η βασική του 

«σύλληψη» είναι πολύ εποπτική και ανταποκρίνεται στην διαισθητική αντίληψη της έννοιας ενός ελαστικά 

παραµορφώσιµου σώµατος. Ωστόσο, οι καταγεγραµµένες αδυναµίες του προσοµοιώµατος αυτού καθώς και 

η µη επιτυχής αντιµετώπιση µε αυτό ορισµένων περιπτώσεων οδήγησε κατά το παρελθόν σε προσπάθειες 

ανάπτυξης προσοµοιωµάτων αφενός εξίσου – όσο είναι δυνατόν – απλών και αφετέρου πιο αξιόπιστων στην 

περιγραφή της εδαφικής συµπεριφοράς. Οι δυο αυτές απαιτήσεις είναι αλληλοσυγκρουόµενες, διότι όσο 

µεγαλώνει το πλήθος των απλοποιητικών παραδοχών που γίνονται κατά την ανάπτυξη ενός 

προσοµοιώµατος της εδαφικής συµπεριφοράς, τόσο πιο πολύ αποµακρύνεται αυτό από την πραγµατικότητα. 

Εποµένως, η διερεύνηση της εφαρµοσιµότητας και της αξιοπιστίας ορισµένων από τα διαθέσιµα στην 

βιβλιογραφία προσοµοιωµάτων της εδαφικής συµπεριφοράς, αποτελεί ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον πεδίο 

έρευνας, µε απώτερο στόχο την γεφύρωση του χάσµατος µεταξύ του πολύ απλοποιηµένου προσοµοιώµατος 

του Winkler από τη µια πλευρά και των σύνθετων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων από την άλλη, 

τα οποία τοποθετούνται µεν στον αντίποδα όσον αφορά στην προσφερόµενη ακρίβεια, αλλά απαιτούν 

ταυτόχρονα µεγαλύτερο χρόνο και περισσότερες γνώσεις κατά την εισαγωγή των δεδοµένων και την 

επεξεργασία των αποτελεσµάτων. 

Αντικείµενο της παρούσας έρευνας 

Ο προβληµατισµός που εκτέθηκε παραπάνω οριοθετεί και τα βασικά αντικείµενα της παρούσας 

διατριβής που συνίστανται από τα παρακάτω σηµεία: 

α.  ∆ιερεύνηση της βιβλιογραφίας που αφορά το αντικείµενο της προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού 

υποβάθρου, συγκέντρωση όλων των σχετικών προσοµοιωµάτων που έχουν κατά καιρούς προταθεί, και 

ιδιαίτερη µελέτη της βιβλιογραφίας που αφορά το πρόβληµα της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού. 

β.  Με δεδοµένο το γεγονός ότι εδαφικό προσοµοίωµα του Winkler, που λόγω της απλότητάς του έχει 

καθιερωθεί ευρέως στις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές κρίνεται σε πολλές περιπτώσεις ανεπαρκές όπως 

προέκυψε και από την διερεύνηση της βιβλιογραφίας, το επόµενο στάδιο της έρευνας εστιάστηκε στην 

µελέτη και αξιολόγηση των υπολοίπων εδαφικών προσοµοιωµάτων, µε στόχο την διερεύνηση αφενός της 

δυνατότητας εφαρµογής τους στις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές, και αφετέρου της δυνατότητας 

κάλυψης των αδυναµιών του. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε για το σκοπό αυτό είναι η εξής: 

Καταρχήν πραγµατοποιήθηκε η µελέτη των προσοµοιωµάτων και η κατάταξη τους σε κατηγορίες µε 

βάση τη σχέση που συνδέει τις κατακόρυφες δυνάµεις µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις στην επιφάνεια 
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του εδάφους (Σχέση δυνάµεων – µετακινήσεων). Από την διαδικασία αυτή προέκυψε το συµπέρασµα, ότι 

τα εδαφικά προσοµοιώµατα µπορούν να καταταγούν σε κατηγορίες ανάλογα µε των αριθµό των 

παραµέτρων που υπεισέρχονται στην σχέση δυνάµεων – µετακινήσεων τους. Με το κριτήριο αυτό τα 

προσοµοιώµατα διακρίνονται σε προσοµοιώµατα µιας, δυο, τριών ή και περισσοτέρων παραµέτρων. 

Κατά δεύτερο λόγο διερευνήθηκε η δυνατότητα της πρακτικής τους εφαρµογής, µε πρώτο κριτήριο τη 

ευχέρεια που αυτά παρέχουν κατά την κατάστρωση και τον προγραµµατισµό των εξισώσεων τους. Με 

βάση το κριτήριο αυτό κρίθηκε ότι τόσο τα προσοµοιώµατα των δυο όσο και τα αντίστοιχα των τριών 

παραµέτρων είναι αποδεκτά, καθώς διέπονται από εξισώσεις που είναι εφικτό να επιλυθούν σχετικά 

εύκολα µε αναλυτικές διαδικασίες. Όσον αφορά τη δυνατότητα των προσοµοιωµάτων αυτών στην 

κάλυψη των αδυναµιών του προσοµοιώµατος του Winkler, µελετήθηκε καταρχήν το θεωρητικό τους 

υπόβαθρο. Από την µελέτη αυτή προέκυψε το βασικό συµπέρασµα ότι τόσο τα προσοµοιώµατα των δυο 

όσο και τα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων καλύπτουν το βασικό µειονέκτηµα του 

προσοµοιώµατος του Winkler. Το µειονέκτηµα αυτό απορρέει από το γεγονός ότι το εν λόγω 

προσοµοίωµα αποτελείται από ανεξάρτητα µεταξύ τους κατακόρυφα µεταφορικά ελατήρια, κάτι που 

συνεπάγεται ασυνέχεια στις µετακινήσεις της επιφάνειας του εδάφους και επιπροσθέτως οδηγεί σε 

αδυναµία συνυπολογισµού της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του φορέα θεµελίωσης. Επιπλέον, τα 

προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων παρέχουν την ευχέρεια στο χρήστη τους να επιλέξει αυτός τον 

βαθµό συνέχειας των κατακορύφων µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους, προσεγγίζοντας έτσι πιο 

πολύ τα διαγράµµατα τάσεων – παραµορφώσεων διαφόρων κατηγοριών εδάφους. 

Με βάση τα παραπάνω οριοθετήθηκε µε µεγαλύτερη σαφήνεια ο στόχος της περαιτέρω έρευνας στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής που συνίσταται στην µελέτη του προβλήµατος της κάµψης δοκών επί 

ελαστικού υποβάθρου δυο ή τριών παραµέτρων. 

γ.  Από τη διερεύνηση της βιβλιογραφίας που αφορά το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού 

υποβάθρου προσοµοιούµενου µε προσοµοιώµατα µιας, δυο ή και τριών παραµέτρων, προέκυψαν τα 

παρακάτω συµπεράσµατα: 

Το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου µιας παραµέτρου (προσοµοίωµα Winkler ή, 

ορθότερα, προσοµοίωµα Winkler – Zimmermann) τόσο στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης όσο και στα 

πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης είναι πλήρως εξαντληµένο, υπό την έννοια ότι είναι διαθέσιµα όλα τα 

αντίστοιχα µητρώα δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης.  

Το αντίστοιχο πρόβληµα της κάµψης δοκών Euler ή Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου δυο 

παραµέτρων είναι µεν σε µεγάλο βαθµό εξαντληµένο αλλά όχι και πλήρως, καθώς εντοπίστηκαν 

ορισµένα συγκεκριµένα κενά.  

Τέλος, όσον αφορά το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων, η 

έρευνα της βιβλιογραφίας έδειξε µια σχετική έλλειψη αποτελεσµάτων επί του προβλήµατος, καθώς δεν 

εντοπίστηκαν αντίστοιχα µητρώα δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης. Ωστόσο, θα πρέπει να τονιστεί 

ότι το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων έχει αποτελέσει αντικείµενο έρευνας κυρίως από 

εδαφοτεχνικής πλευράς, και µάλιστα υπάρχουν αρκετά πρόσφατες αναφορές µε αξιοσηµείωτα 
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αποτελέσµατα. Το γεγονός αυτό έδωσε το ερέθισµα για ενασχόληση µε το αντικείµενο και από την 

σκοπιά της µητρωϊκής ανάλυσης των κατασκευών, προκειµένου να δοθεί µια ώθηση για περαιτέρω 

έρευνα επί του συγκεκριµένου αντικειµένου. 

Με δεδοµένα τα αποτελέσµατα της παραπάνω βιβλιογραφικής έρευνας, το επόµενο στάδιο της 

ερευνητικής διαδικασίας αποφασίστηκε να είναι η πλήρης επίλυση, µε χρήση της µητρωικής µεθόδου, 

του προβλήµατος της κάµψης δοκών ελαστικώς εδραζόµενων επί υποβάθρου προσοµοιούµενου µε 

προσοµοιώµατα τριών παραµέτρων καθώς και η συµπλήρωση των κενών που εντοπίστηκαν όσον αφορά 

το αντίστοιχο πρόβληµα των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων. Θα πρέπει να τονιστεί ότι για την 

επίλυση του προβλήµατος επελέγη κατά κύριο λόγο η ακριβής αναλυτική διαδικασία. Η επιλογή αυτή 

εξυπηρετεί πλήρως το κριτήριο της απαιτούµενης ακρίβειας αλλά και της απλότητας, καθώς δίνει τη 

δυνατότητα ελαχιστοποίησης του αριθµού των απαιτούµενων πεπερασµένων στοιχείων, αφού για την 

προσοµοίωση κάθε φατνώµατος του δοµικού συµπλέγµατος δοκός – έδαφος αρκεί η χρήση ενός και 

µοναδικού στοιχείου. Με τον τρόπο αυτόν η δυσκολία κατά τη διαδικασία της προσοµοίωσης 

περιορίζεται µόνο στο στάδιο σχηµατισµού των απαραίτητων µητρώων, το οποίο διενεργείται όµως 

µόνον µια φορά. Επειδή όµως η χρήση της ακριβούς επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης του 

προβλήµατος είναι εφικτή ουσιαστικά µόνον σε προβλήµατα στα οποία οι παράµετροι (είτε αυτές 

αναφέρονται στα γεωµετρικά χαρακτηριστικά των διατοµών των δοκών, είτε αναφέρονται στις 

παραµέτρους του εδαφικού προσοµοιώµατος) είναι σταθερές κατά µήκος του στοιχείου, θεωρείται 

απαραίτητη και η αντιµετώπιση του µε αλγεβρικές / προσεγγιστικές συναρτήσεις παρεµβολής. Για το 

λόγο αυτόν, στα πλαίσια της παρούσας διατριβής παρουσιάζεται και αυτή η εκδοχή της διαδικασίας 

επίλυσης, έτσι ώστε να είναι εφικτή και η αντιµετώπιση προβληµάτων δοκών µε µεταβλητή κατά µήκος 

του άξονα τους διατοµή, αλλά και προβληµάτων έδρασης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου µε χωρικά 

µεταβλητές παραµέτρους. Η µεθοδολογία που ακολουθήθηκε προκείµενου να επιτευχθεί ο σχηµατισµός 

των ζητουµένων µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης ξεκινώντας από τις βασικές εξισώσεις 

του εδαφικού προσοµοιώµατος και τις εξισώσεις ισορροπίας της δοκού, είναι συνοπτικά η εξής: 

• Κατάστρωση των εξισώσεων ισορροπίας του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο, για δοκούς 

Euler και Timoshenko τόσο στα πλαίσια της θεωρίας α’ όσο και στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. 

Για το σκοπό αυτό έγινε χρήση της αρχής της στάσιµης τιµής του ελαστικού δυναµικού του 

συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο. Η επιλογή αυτή έγινε, διότι η εφαρµογή της εν λόγω αρχής 

οδηγεί και στον ταυτόχρονο αξιόπιστο σχηµατισµό των συνοριακών συνθηκών του εκάστοτε 

προβλήµατος. 

• Αναλυτική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας. Από την διαδικασία αυτή, προέκυψε ένας σηµαντικός 

αριθµός διαφορετικών περιπτώσεων λύσης, οι οποίες εξαρτώνται από τον συνδυασµό των τιµών που 

µπορούν να λάβουν οι εδαφικές παράµετροι, τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της διατοµής, και οι 

ελαστικές σταθερές του υλικού της δοκού. Προκειµένου να αποκλειστούν οι περιπτώσεις λύσης που 

είναι αδύνατον να εµφανιστούν είτε µαθηµατικώς (µε βάση δηλαδή τα πρόσηµα αλλά και το εύρος 

των τιµών που µπορούν να λάβουν οι διάφορες παράµετροι του προβλήµατος), είτε πρακτικώς (µε 
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βάση τις συνήθεις τιµές των παραµέτρων) διενεργήθηκε µια εκτενής διερεύνηση. Από την διερεύνηση 

αυτή προέκυψαν οι περιπτώσεις λύσης µε τις οποίες πραγµατοποιήθηκαν τα επόµενα στάδια της 

διαδικασίας τα οποία είναι: 

i. Κατάστρωση των µητρώων δυσκαµψίας βάσει δυο µεθόδων: καταρχήν µε χρήση των συναρτήσεων 

που αποτελούν την ακριβή λύση των διαφορικών εξισώσεων που καταστρώθηκαν κατά το προηγούµενο 

στάδιο («ακριβή» µητρώα δυσκαµψίας), και κατά δεύτερο λόγο µε βάση αλγεβρικές / προσεγγιστικές 

συναρτήσεις παρεµβολής. 

ii. Κατάστρωση των αντίστοιχων µητρώων µεταφοράς µε τα οποία είναι δυνατός ο προσδιορισµός είτε 

των εντατικών µεγεθών είτε των µεγεθών µετακίνησης σε κάθε σηµείο του ανοίγµατος της δοκού. 

iii. Κατάστρωση των µητρώων φόρτισης για τραπεζοειδή φόρτιση σε όλο το εύρος ή σε τµήµα του 

ανοίγµατος, για µοναχικό φορτίο και µοναχική ροπή σε τυχούσα θέση, καθώς και για ανοµοιόµορφη 

µεταβολή της θερµοκρασίας µεταξύ της άνω και της κάτω ίνας της δοκού. Για τον σχηµατισµό των 

µητρώων φόρτισης έγινε κατά πρώτο λόγο χρήση της µεθόδου των αρχικών παραµέτρων, στα πλαίσια 

της οποίας γίνεται χρήση των µητρώων µεταφοράς, και κατά δεύτερο χρήση των προσεγγιστικών 

συναρτήσεων παρεµβολής. 

δ.  Εφαρµογή της λύσης της διαφορικής εξίσωσης που διέπει το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού  

υποβάθρου τριών παραµέτρων: 

• Στην επίλυση προβληµάτων κάµψης δοκών «απείρου» µήκους που είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην 

αξιολόγηση των εδαφικών προσοµοιωµάτων, 

• Στην κάλυψη των κενών της βιβλιογραφίας που αφορά το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού 

υποβάθρου δυο παραµέτρων, 

• Στην επίλυση του προβλήµατος κάµψης δοκών επί του διευρυµένου προσοµοιώµατος Vlasov µε την 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του ελαστικού υποβάθρου. Στο σηµείο αυτό 

θα πρέπει να τονιστεί ότι στα πλαίσια της παρούσας διατριβής παρουσιάζεται και µια διαφορετική 

µαθηµατική προσέγγιση – τεκµηρίωση του εν λόγω προσοµοιώµατος. 

ε.  ∆ιερεύνηση µέσω απλών αλλά χαρακτηριστικών παραδειγµάτων της υπεροχής των προσοµοιωµάτων 

τριών αλλά και δυο παραµέτρων έναντι του προσοµοιώµατος του Winkler µέσω της σύγκρισης των 

αποτελεσµάτων τους µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που αντλούνται από προσοµοιώµατα αναφοράς, τα 

οποία κατά περίπτωση είναι είτε προσοµοιώµατα που προκύπτουν µε βάση της εξισώσεις της θεωρίας 

ελαστικότητας είτε, κατά κύριο λόγο, προσοµοιώµατα που προκύπτουν από την χρήση επιφανειακών 

πεπερασµένων στοιχείων. Επιπλέον, κατά το στάδιο των αριθµητικών εφαρµογών ελέγχεται και µια 

σειρά διαφορετικών εκδοχών των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων. Πρόκειται για το προσοµοίωµα 

του Vlasov και τις παραλλαγές του που εµφανίζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς από την εφαρµογή τους 

προκύπτουν οι τιµές των παραµέτρων που υπεισέρχονται στα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων. Η 

πρακτική εφαρµογή µιας από τις παραλλαγές αυτές (τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov, των Jones 

και Xenophontos), η οποία αποτελεί την µοναδική διαθέσιµη στη βιβλιογραφία αναλυτική µέθοδο 

προσδιορισµού των τιµών της δεύτερης παραµέτρου των εδαφικών προσοµοιωµάτων, οδηγεί στις τιµές 
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που χρησιµοποιήθηκαν στα πλαίσια των επιλύσεων των παραδειγµάτων της παρούσας διατριβής. 

Επιπλέον πραγµατοποιείται και µια συστηµατική διερεύνηση του βαθµού συσχέτισης των παραµέτρων 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, και επιχειρείται η εξεύρεση συγκεκριµένων τιµών τους, µε 

τις οποίες επιτυγχάνεται η σύγκλιση των αποτελεσµάτων του προσοµοιώµατος, µε τα αποτελέσµατα που 

θεωρούνται ως αποτελέσµατα αναφοράς. 

Πέραν της παραπάνω ερευνητικής διαδικασίας, στα πλαίσια της παρούσας διατριβής γίνεται και 

συνθετική αντιµετώπιση µιας σειράς πρακτικών προβληµάτων, τα οποία προκύπτουν κατά την 

προσοµοίωση του δοµικού συµπλέγµατος κυρίως της θεµελίωσης αλλά και της ανωδοµής. Με τον όρο 

«συνθετική» αντιµετώπιση εννοείται η κατάστρωση των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης ενός 

γενικευµένου πεπερασµένου στοιχείου δοκού µε τις εξής δυνατότητες: 

• της θεώρησης ή µη των διατµητικών παραµορφώσεων (δοκός Euler ή Timoshenko), 

• της θεώρησης ή µη απολύτως στερεών βραχιόνων στο ένα από τα δυο ή και στα δυο άκρα του, 

• τοποθέτησης των βασικών κόµβων του σε οποιοδήποτε σηµείο εντός του εύρους των απολύτως στερεών 

βραχιόνων, 

• της θεώρησης ή µη στροφικών ελατηρίων στα σηµεία σύνδεσης του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου 

µε τους απολύτως στερεούς βραχίονες του, 

• της θεώρησης ή µη ελαστικού υποβάθρου µιας, δυο ή τριών παραµέτρων, 

• της θεώρησης ή µη της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν (κατά την εγκάρσια και τη διαµήκη 

διεύθυνση) του στοιχείου, 

• της θεώρησης ή µη των αξονικών και στρεπτικών βαθµών ελευθερίας προκειµένου να χρησιµοποιηθεί σε 

προβλήµατα ανάλυσης πασσάλων και εσχάρων πεδιλοδοκών, 

• της ανάλυσης είτε µε βάση την θεωρία β’ τάξης είτε µε βάση τη θεωρία α’ τάξης. 

Με το στοιχείο αυτό µπορεί να αντιµετωπιστεί µια µεγάλη ποικιλία προβληµάτων προσοµοίωσης: 

– Η δυνατότητα της θεώρησης των διατµητικών παραµορφώσεων βοηθάει στην ακριβέστερη προσοµοίωση 

υψίκορµων δοκών που συναντώνται τακτικά σε φορείς θεµελίωσης. 

– Η ενσωµάτωση των απολύτως στερεών και ελαστικώς εδραζόµενων βραχιόνων δίνει τη δυνατότητα 

αυτόµατης προσοµοίωσης των σωµάτων των πεδίλων, αλλά και των κόµβων πεδιλοδοκών όπου το µήκος 

των τµηµάτων που είναι πρακτικώς άκαµπτα είναι µεγάλο και δεν πρέπει να αγνοείται. ∆εν πρέπει 

βέβαια να αγνοείται και η εφαρµογή των απολύτως στερεών βραχιόνων στην προσοµοίωση τοιχωµάτων 

της ανωδοµής µε το διαδεδοµένο πλέον µοντέλο του ισοδυνάµου πλαισίου. 

– Η ταυτόχρονη ενσωµάτωση των απολύτως στερεών βραχιόνων και των στροφικών ελατηρίων δίνει τη 
δυνατότητα λεπτοµερούς προσοµοίωσης κόµβων στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις, οι οποίες 
συναντώνται σε κόµβους µεταλλικών κατασκευών. Επιπλέον, οι ηµιάκαµπτες συνδέσεις αποτελούν ένα 
υπολογιστικό εργαλείο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε µη γραµµικές αναλύσεις, εάν 
χρησιµοποιηθεί µη γραµµικός νόµος συµπεριφοράς για τα στροφικά ελατήρια. 

– Η κατάστρωση των εξισώσεων στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης δίνει τη δυνατότητα επίλυσης 

προβληµάτων ελαστικής ευστάθειας. 
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– Η ενσωµάτωση συνεχώς κατανεµηµένων αξονικών και στρεπτικών ελατηρίων δίνει τη δυνατότητα 

χρήσης του στοιχείου και σε προβλήµατα πασσάλων (έστω προσεγγιστικά) και εσχάρων πεδιλοδοκών 

αντίστοιχα. 

Πέραν των παραπάνω εφαρµογών, θα πρέπει να γίνει µνεία και σε µια σειρά άλλων προβληµάτων, η 

αντιµετώπιση των οποίων επιτυγχάνεται µε την επίλυση του προβλήµατος της ελαστικώς εδραζόµενης 

δοκού, όπως η µελέτη πλωτών γεφυρών και γενικότερα πλωτών κατασκευών, η µελέτη αγωγών 

εδραζόµενων επί ή ενσωµατωµένων εντός του εδάφους, η µελέτη καταστρωµάτων αυτοκινητοδρόµων, η 

µελέτη πλακών Levy, η µελέτη δοκού που εδράζεται επί συστήµατος εγκαρσίων δοκών οµοιόµορφα και 

σχετικά πυκνά τοποθετηµένων (τέτοιου τύπου συστήµατα συναντώνται στις κατασκευές των σιδηροτροχιών 

των σιδηροδρόµων, αλλά και στις κατασκευές των πλοίων). Αξίζει επίσης να σηµειωθεί, ότι οι εξισώσεις 

που προκύπτουν από την υπόθεση του Winkler αποτελούν την ακριβή µαθηµατική διατύπωση και για το 

πρόβληµα των αξονοσυµµετρικά φορτισµένων κυκλικών λεπτότοιχων σωλήνων, και αγωγών. 

∆ιάρθρωση της διατριβής 

Η παρούσα διατριβή, µε βάση του στόχους που τέθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο, διακρίνεται σε τρεις 

ενότητες:  

Η πρώτη ενότητα, η οποία αποτελείται από τα Κεφάλαια 1 και 2, έχει ως αντικείµενο την ιστορική 

αναδροµή και την επισκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά το αντικείµενο της ελαστικώς εδραζόµενης 

δοκού επί υποβάθρου προσοµοιούµενου µε διαθέσιµα µηχανικά προσοµοιώµατα (Κεφάλαιο 1), αλλά και την 

αναλυτική παρουσίαση και περιγραφή των προσοµοιωµάτων αυτών (Κεφάλαιο 2). Πιο συγκεκριµένα, στο 

Κεφάλαιο 2, πέραν της παρουσίασης των µαθηµατικών εκφράσεων των διαφόρων εδαφικών 

προσοµοιωµάτων επιχειρείται  η µεταξύ τους σύγκριση τους βάσει των παραδοχών στις οποίες βασίζονται. 

Επιπλέον, παρουσιάζονται τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα τους, όπως έχουν καταγραφεί σε 

σχετικές δηµοσιεύσεις κατά το παρελθόν. Γίνεται επίσης µια µικρή αναφορά στο πρόβληµα του 

προσδιορισµού των τιµών που θα πρέπει να δίνονται στις διάφορες παραµέτρους των εδαφικών 

προσοµοιωµάτων, και παρουσιάζονται διάφορες προσεγγίσεις επί του προβλήµατος αυτού. Τέλος, σε τµήµα 

της ενότητας αυτής γίνεται µια συνοπτική αναφορά στο πρόβληµα της προσοµοίωσης των στοιχείων δοκού 

µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις, καθώς στόχος της παρούσης διατριβής είναι και η παρουσίαση ενός 

γενικευµένου πεπερασµένου στοιχείου δοκού ικανού να αντιµετωπίσει µε απλό και αξιόπιστο τρόπο 

διάφορα προβλήµατα προσοµοίωσης µιας κατασκευής. 

Η δεύτερη ενότητα αποτελείται από τα Κεφάλαια 3 και 4 που αποτελούν το θεωρητικό τµήµα της 

παρούσας έρευνας. Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται η διαδικασία µε την οποία επιτυγχάνεται η κατάστρωση 

των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκών Euler και Timoshenko επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας α’ και β’ τάξης. Ακολουθεί η 

µαθηµατική διερεύνηση των διαφόρων περιπτώσεων λύσης των εξισώσεων αυτών, από την οποία προκύπτει 

ποιες είναι οι λύσεις που ενδιαφέρουν για τις πρακτικές εφαρµογές και ποιες όχι. Κατόπιν παρουσιάζεται η 

διαδικασία σχηµατισµού των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης (για τις συνήθεις περιπτώσεις φόρτισης), 
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οι τελικές εκφράσεις των οποίων δίνονται στο Παράρτηµα Α. Παρουσιάζεται επίσης η διαδικασία 

σχηµατισµού των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης του προτεινόµενου νέου γενικευµένου στοιχείου 

δοκού, στα πλαίσια της οποίας γίνεται και η κατάστρωση των σχέσεων µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η 

θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου τόσο στη διαµήκη όσο και στην εγκάρσια 

προς τον άξονά του διεύθυνση. Στο τέλος του τρίτου Κεφαλαίου παρατίθεται η διαδικασία της στατικής 

σύµπτυξης των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης των στοιχείων επί ελαστικού υποβάθρου τριών 

παραµέτρων, διαδικασία που είναι απαραίτητη προκειµένου να καταστούν τα στοιχεία αυτά συµβατά µε τα 

κλασικά στοιχεία δοκού κατά την σύνθεση των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης ενός φορέα.  

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται εφαρµογές της επίλυσης των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα της 

κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζονται οι 

εκφράσεις από τις οποίες υπολογίζονται τα εντατικά µεγέθη και τα µεγέθη µετακίνησης δοκών Timoshenko 

και Euler «απείρου» µήκους. Κατόπιν, γίνεται µια αναφορά στα προβλήµατα των δοκών επί ελαστικού 

υποβάθρου δυο παραµέτρων και αποδεικνύεται η σχέση της λύσης των προβληµάτων αυτών µε την λύση 

των αντιστοίχων προβληµάτων των δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. ∆ιενεργείται 

επίσης µια εποπτική διερεύνηση των περιπτώσεων λύσης των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα, και 

εντοπίζονται τα κενά της βιβλιογραφίας όσον αφορά τα µητρώα δυσκαµψίας και φόρτισης. Η κάλυψη των 

κενών αυτών υπό το πρίσµα της συµβατότητας τους µε τις εξισώσεις του προτεινόµενου στοιχείου 

παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Β. Στο τέλος του κεφαλαίου γίνεται µια αναφορά στο πρόβληµα της κάµψης 

δοκών επί ελαστικού υποβάθρου Vlasov µε την θεώρηση και των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό 

του υποβάθρου. Κατ’ αρχήν παρουσιάζεται συνοπτικά η υπάρχουσα προσέγγιση του προβλήµατος. Από 

αυτήν προκύπτει το συµπέρασµα, ότι η αντιµετώπισή του επιτυγχάνεται µε την επίλυση της ίδιας διαφορικής 

εξίσωσης µε την οποία αντιµετωπίζεται και το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών 

παραµέτρων. Κατόπιν παρουσιάζεται αναλυτικά και µια νέα προσέγγιση του ιδίου προβλήµατος από την 

οποία προκύπτουν χρήσιµα συµπεράσµατα που παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου. 

Η τρίτη ενότητα της διατριβής αποτελείται από τα Κεφάλαια 5 και 6, στα οποία παρουσιάζονται οι 

αριθµητικές εφαρµογές και τα τελικά συµπεράσµατα αντίστοιχα. Στο πρώτο τµήµα του Κεφαλαίου 5 

παρουσιάζονται τα προσοµοιώµατα που θα χρησιµοποιηθούν κατά τις αναλύσεις, καθώς και το 

χρησιµοποιούµενο λογισµικό. Κατόπιν παρατίθεται µια συνοπτική παρουσίαση χαρακτηριστικών 

αριθµητικών εφαρµογών της βιβλιογραφίας και των συµπερασµάτων στα οποία αυτές καταλήγουν. Στο 

κυρίως τµήµα του Κεφαλαίου 5 παρατίθενται οι περιγραφές των παραδειγµάτων που επιλύονται στα πλαίσια 

της παρούσας έρευνας και τα αντίστοιχα αποτελέσµατα µε τη µορφή σχηµάτων και πινάκων. Τέλος, στο 

Κεφάλαιο 6 συνοψίζονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από τη συνολική έρευνα επί του αντικειµένου 

της παρούσας διατριβής.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Ιστορική αναδροµή και επισκόπηση της βιβλιογραφίας. 
Στην παράγραφο αυτή θα γίνει µια σύντοµη ιστορική αναδροµή στο πρόβληµα της προσοµοίωσης του 

εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, αλλά και στο πρόβληµα της προσοµοίωσης των ηµιακάµπτων 

συνδέσεων των δοµικών στοιχείων των µεταλλικών πλαισίων. Οι δυο αυτές κατηγορίες προβληµάτων, και 

ιδιαίτερα η περίπτωση της προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, αποτελούν αντικείµενο 

της παρούσας διατριβής. Η προσοµοίωση των ηµιάκαµπτων συνδέσεων µεταλλικών δοµικών στοιχείων δεν 

αποτελεί πεδίο έρευνας της διατριβής από την άποψη πρότασης µιας νέας µεθόδου προσέγγισής του 

προβλήµατος, αλλά γίνεται χρήση της για την ανάπτυξη ενός γενικευµένου πεπερασµένου στοιχείου δοκού 

µε δυνατότητες εφαρµογής σε µια µεγάλη κατηγορία προβληµάτων πλαισιακών φορέων. 

Στην παράγραφο αυτή θα γίνει επίσης µια σύντοµη επισκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά τα δυο 

αυτά πεδία. Ιδιαίτερη προσοχή θα δοθεί στο πρόβληµα της προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού 

υποβάθρου, ενώ η αντίστοιχη επισκόπηση του προβλήµατος της προσοµοίωσης των ηµιακάµπτων 

συνδέσεων θα είναι συνοπτική. 

Περιεχόµενα του Κεφαλαίου 

1.1. Ιστορική αναδροµή 1.2. Επισκόπηση της βιβλιογραφίας 
1.1.1. Το πρόβληµα της προσοµοίωσης του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου 
1.2.1. Το πρόβληµα των  δοκών επί ελαστικού 
υποβάθρου 

1.1.1.1. Το προσοµοίωµα του Winkler 1.2.1.1. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου Winkler 

1.1.1.2. Τα προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων 1.2.1.2. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου δύο παραµέτρων 

1.1.1.3. Τα προσοµοιώµατα τριών και περισσοτέρων 

παραµέτρων 

1.2.1.3. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου περισσοτέρων 

παραµέτρων 

1.1.1.4. Τα προσοµοιώµατα του ελαστικού ηµιχώρου 1.2.1.4. ∆οκοί επί συνεχούς ελαστικού ηµιχώρου 

1.1.1.5. Τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων 
1.2.2. ∆ιερεύνηση και εφαρµογές της προσοµοίωσης των 
ηµιάκαµπτων συνδέσεων 

1.1.2. Η προσοµοίωση των ηµιάκαµπτων συνδέσεων 
των γραµµικών δοµικών στοιχείων. 

 

1.1. Ιστορική Ανάδροµη 

1.1.1. Το πρόβληµα της προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου 

Στην παράγραφο αυτή θα γίνει µια σύντοµη ιστορική αναδροµή στα προσοµοιώµατα του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου. Περισσότερες λεπτοµέρειες για τις παραδοχές και τις µαθηµατικές διατυπώσεις των 

προσοµοιωµάτων αυτών θα δοθούν στο Κεφάλαιο 2. 

1.1.1.1. Το προσοµοίωµα του Winkler 

Η προσπάθεια για την ανάπτυξη απλών προσοµοιωµάτων για την περιγραφή της συµπεριφοράς του 

εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου ξεκινά µε την κλασική εργασία του Winkler το 1867 (σε ορισµένες 

βιβλιογραφικές πηγές η υπόθεση αποδίδεται στον Zimmermann, ο οποίος την πρότεινε ανεξάρτητα από τον 

Winkler το 1888. Στις ακόλουθες αναφορές στην παρούσα διατριβή η υπόθεση αυτή θα αναφέρεται ως 

υπόθεση του Winkler). Το προσοµοίωµα συνίσταται από µια σειρά κατακόρυφων µεταφορικών ελατηρίων 
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απείρως πυκνά τοποθετηµένων αλλά ανεξάρτητων µεταξύ τους (βλέπε Παράγραφο 2.2.1). Το προσοµοίωµα 

του Winkler έγινε µε το πέρασµα του χρόνου η βάση για την εκπόνηση πλήθους εργασιών, ενώ 

χρησιµοποιείται ευρέως ακόµα και σήµερα σε πολλές πρακτικές εφαρµογές.  

1.1.1.2. Τα προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων 

Τα µειονεκτήµατα και τα στενά όρια αξιόπιστης εφαρµογής του προσοµοιώµατος του Winkler οδήγησαν 

στην έρευνα για ανάπτυξη προσοµοιωµάτων, τα οποία λαµβάνουν υπόψη και άλλες παραµέτρους της 

εδαφικής συµπεριφοράς (Παράγραφος 2.2.2). Μια πρώτη επέκταση αποτελούν τα προσοµοιώµατα δυο 

παραµέτρων, τα οποία αναπτύχθηκαν µε διαφορετικές µεθόδους και παραδοχές. Βασικό σηµείο 

διαφοροποίησης των προσοµοιωµάτων που θα παρουσιαστούν παρακάτω αποτελεί ο διαφορετικός τρόπος 

ορισµού της δεύτερης παραµέτρου (Παράγραφοι 2.2.2 και 2.4.3). 

Πρώτος ο Wieghardt (1922), κάνοντας κριτική στην υπόθεση του Winkler και στηριζόµενος σε 

πειραµατικά δεδοµένα του Föppl (1909), πρότεινε µια ολοκληρωµατική σχέση (σχέση 2.37) που συνδέει την 

κατακόρυφη µετακίνηση σε κάθε σηµείο του εδάφους µε την κατανοµή αλλά και τα µεγέθη των τάσεων που 

ασκούνται σε όλη την φορτιζόµενη επιφάνεια του (Παράγραφος 2.2.2.6). Για την εφαρµογή της σχέσης 

αυτής απαιτείται η γνώση δυο εδαφικών παραµέτρων. 

Ο Filonenko – Borodich (1940) εισήγαγε ένα µηχανικό προσοµοίωµα, το οποίο συνίσταται από µια σειρά 

κατακόρυφων γραµµικών ελατηρίων που συνδέονται µεταξύ τους µέσω µιας οριζόντιας ελαστικής 

µεµβράνης προεντεταµένης µε σταθερή εφελκυστική δύναµη (Παράγραφος 2.2.2.1 και Σχήµα 2.2). Στο ίδιο 

από πλευράς µαθηµατικής διατύπωσης αποτέλεσµα κατέληξε και ο Pasternak (1954), ο οποίος θεώρησε ότι 

υπάρχει σύνδεση µεταξύ των ανεξαρτήτων µεταφορικών ελατηρίων του Winkler µέσω ενός ασυµπίεστου 

διατµητικού επιπέδου (Παράγραφος 2.2.2.2 και Σχήµα 2.5α).  

Σε µαθηµατική διατύπωση αντίστοιχη αυτής των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων οδηγεί και η 

υπόθεση, ότι η αλληλεπίδραση του εδάφους µε τους εδραζόµενους φορείς επιτυγχάνεται µέσω ανεξαρτήτων 

µεταξύ τους γραµµικών και στροφικών ελατηρίων. Το προσοµοίωµα αυτό ονοµάζεται «γενικευµένο» 

προσοµοίωµα του εδάφους και αναφέρεται σε µελέτη του Pasternak (1937), χωρίς όµως να είναι βέβαιο ότι 

το πρότεινε πρώτος (βλέπε παραγράφους 2.2.2.4 και 2.2.7). 

Ο Hetényi ((1946), (1950)) πρότεινε µηχανικό προσοµοίωµα δυο παραµέτρων, στα πλαίσια του οποίου η 

σύνδεση των ανεξάρτητων ελατηρίων επιτυγχάνεται στην περίπτωση του δισδιάστατου προβλήµατος µέσω 

µιας δοκού µε άπειρη αντίσταση σε διατµητικές παραµορφώσεις, ενώ στην περίπτωση του τρισδιάστατου 

προβλήµατος µέσω µιας πλάκας µε άπειρη αντίσταση σε διατµητικές παραµορφώσεις (Παράγραφος 2.2.2.3).  

Οι Vlasov και Leont’ev (1960) εφάρµοσαν την αρχή των δυνατών (virtual) µετακινήσεων του Lagrange, 

µέσω της οποίας µπορεί να προκύψει ως ειδική περίπτωση ένα προσοµοίωµα δυο παραµέτρων που είναι 

µαθηµατικώς ισοδύναµο µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων, αν και εµφανίζει µια βασική 

διαφορά από αυτά: η επίδοση του εξαρτάται κατά µεγάλο βαθµό από την παραδοχή που γίνεται για τη 

µορφή της συνάρτησης µεταβολής των κατακόρυφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του εδάφους.  
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Πέραν των παραπάνω προσοµοιωµάτων έχουν προταθεί και καθαρώς µαθηµατικά προσοµοιώµατα (µε 

εφαρµογή µεθόδων Ορθολογικής Μηχανικής), τα οποία παρουσιάζουν το πλεονέκτηµα της δυνατότητας 

επιλογής του αριθµού των παραµέτρων που θα ληφθούν υπόψη. Τα προσοµοιώµατα αυτά δεν ανήκουν 

αυστηρά στην κατηγορία των προσοµοιωµάτων των δυο παραµέτρων, αλλά τα περιέχουν ως υποπερίπτωση 

τους (Παράγραφος 2.2.3.4). 

1.1.1.3. Τα προσοµοιώµατα τριών και περισσοτέρων παραµέτρων 

Σε µια προσπάθεια ακριβέστερης αντιµετώπισης του προβλήµατος, προτάθηκε µια σειρά 

προσοµοιωµάτων τα οποία χαρακτηρίζονται όχι µόνον από δυο αλλά από περισσότερες παραµέτρους. 

Χαρακτηριστικό γνώρισµα ορισµένων από αυτά είναι ότι αποδίδουν την µερική συνέχεια (πολύ απότοµη 

µεταβολή) στις µετακινήσεις της επιφάνειας του εδάφους, γεφυρώνοντας έτσι το κενό µεταξύ του 

προσοµοιώµατος του Winkler (απόλυτη ασυνέχεια) και των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων (απόλυτη 

συνέχεια). 

Ο Hetényi ((1946), (1950)) πρότεινε ένα µηχανικό προσοµοίωµα που συνίσταται από δυο στρώσεις 

µεταφορικών ελατηρίων, τα οποία συνδέονται µεταξύ τους µέσω µιας ιδεατής πλάκας (Παράγραφος 2.2.3.3, 

Σχήµα 2.16α).  

Ξεκινώντας από τις γενικές εξισώσεις ισορροπίας του οµογενούς συνεχούς ελαστικού υποβάθρου 

πεπερασµένου πάχους, ο Reissner (1958) ανέπτυξε µε τη βοήθεια απλοποιητικών παραδοχών ένα 

προσοµοίωµα που χαρακτηρίζεται από τρεις παραµέτρους (Παράγραφος 2.2.3.2 και Σχήµα 2.15). 

Ο Kerr (1965) πρότεινε ένα µηχανικό προσοµοίωµα, το οποίο συνίσταται από δυο στρώσεις 

µεταφορικών ελατηρίων που συνδέονται µεταξύ τους µέσω µιας διατµητικής στρώσης (Παράγραφος 2.2.3.1. 

και Σχήµα 2.13α). Το προσοµοίωµα θα αποτελέσει στόχο διερεύνησης της παρούσας διατριβής. 

Μια πιο γενική διατύπωση των νόµων της εδαφικής συµπεριφοράς µε περισσότερες των δυο παραµέτρων 

γίνεται µέσω φορµαλιστικών µεθόδων. Ο Ratzersdorfer (1929) κατέστρωσε µια σχέση τάσεων – 

µετακινήσεων µε βάση τη θεωρία ανάπτυξης συναρτήσεων σε σειρές Taylor (Παράγραφος 2.2.3.4). Με µια 

άλλη προσέγγιση ο Favre (1960) υπέθεσε a priori ότι η κατακόρυφη τάση σε κάθε σηµείο της επιφάνειας 

του εδάφους είναι συνάρτηση της κατακόρυφης µετακίνησης καθώς και των παραγώγων της στο σηµείο 

αυτό. Αναπτύσσοντας αυτή τη σχέση σε σειρές Maclaurin και παραµένοντας στα πλαίσια της γραµµικής 

θεωρίας, κατέληξε σε µια σχέση ανάλογη αυτής του Ratzersdorfer (Παράγραφος 2.2.3.4). Σε ανάλογης 

µορφής σχέση κατέληξαν και οι Levinson – Bharatha (1978), (1980) ξεκινώντας από µια πολύ γενική 

θεωρία προσοµοίωσης του εδάφους µέσα στα πλαίσια της Ορθολογικής Μηχανικής. Οι Kerr και Rhines 

(1967), και ο Kerr (1984), αν και εφάρµοσαν φορµαλιστική µέθοδο παρόµοια µε τις τρεις προηγούµενες 

περιπτώσεις, κατέληξαν σε σχέση διαφορετικής µορφής (σχέση (2.109β)) από τις σχέσεις των Ratzersdorfer 

και Favre (σχέση (2.109α)). 

1.1.1.4. Τα προσοµοιώµατα ελαστικού ηµιχώρου 

Η θεώρηση του ηµιάπειρου συνεχούς ελαστικού σώµατος φορτιζόµενου στην ελεύθερη επιφάνειά του 

αποτελεί µια θεµελιώδη προσοµοίωση της συµπεριφοράς του εδάφους. Είναι βέβαια γνωστό από την 
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Εδαφοµηχανική, ότι η έννοια του συνεχούς ελαστικού µέσου είναι ασυµβίβαστη µε τον ορισµό του εδάφους 

ως ενός συνόλου κόκκων. Ωστόσο, εάν θεωρηθεί ότι η διάσταση των επιφανειών που δέχεται τις τάσεις είναι 

τουλάχιστον πέντε φορές µεγαλύτερη από τις διαστάσεις των κόκκων (Βαλαλάς (1985)), τότε µπορεί να 

γίνει η παραδοχή ότι το έδαφος είναι, µακροσκοπικά τουλάχιστον, συνεχές µέσο. Υπό τις συνθήκες αυτές η 

θεώρηση του εδάφους ως συνεχούς ελαστικού ηµιάπειρου µέσου αποτελεί την πιο ακριβή µέθοδο 

προσέγγισης του προβλήµατος. Η επίλυση του συνεχούς ελαστικού µέσου είναι µαθηµατικώς πολύπλοκη 

και δύσκολα εφαρµόσιµη στα συνήθη πρακτικά προβλήµατα. Θεµελιώδεις λύσεις του προβλήµατος 

αποτελούν η λύση του Flamant για το ηµιάπειρο ελαστικό επίπεδο, και η λύση του Bousinesq (1885) για τον 

ηµιάπειρο ελαστικό χώρο. Περισσότερες λεπτοµέρειες για το αντικείµενο του συνεχούς ελαστικού 

ηµιάπειρου χώρου δίνονται στην παράγραφο 2.2.4, ενώ για µια πιο αναλυτική διερεύνηση είναι διαθέσιµη 

µια πολλή µεγάλη σειρά βιβλιογραφικών πηγών (ενδεικτικά αναφέρονται: Westergaard (1952), Poulos και 

Davis (1974), Selvadurai (1979)). 

1.1.1.5. Τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων 

Η προσοµοίωση του εδάφους µε τη βοήθεια επιφανειακών ή και χωρικών πεπερασµένων στοιχείων δεν 

αποτελεί µε την αυστηρή έννοια του όρου µια αυτοτελή και διαφορετική προσέγγιση του προβλήµατος. 

Είναι στην ουσία ένα από τα πολλά πεδία εφαρµογής της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων. Πρόκειται 

για µέθοδο επίλυσης του προβλήµατος του συνεχούς µέσου, η οποία προσφέρει µια πολλή µεγάλη ευελιξία 

στη επιλογή των παραδοχών για την προσοµοίωση του εδάφους. Επί παραδείγµατι µε τα προσοµοιώµατα 

των πεπερασµένων στοιχείων δίνεται η δυνατότητα προσοµοίωσης όχι µόνον ελαστικών ισότροπων και 

οµογενών µέσων, αλλά και η επιλεκτική προσοµοίωση της ανισοτροπίας, της µη γραµµικότητας, αλλά και 

της ανοµοιογένειας που διέπει όλες τις κατηγορίες εδαφών. Περισσότερες λεπτοµέρειες για τα 

προσοµοιώµατα των πεπερασµένων στοιχείων δίνονται στην Παράγραφο 2.2.5. 

1.1.2. Η προσοµοίωση των ηµιάκαµπτων συνδέσεων των γραµµικών δοµικών στοιχείων 

Ο όρος ηµιάκαµπτη σύνδεση αναφέρεται κυρίως στην ανάλυση και το σχεδιασµό των µεταλλικών ή των 

σύµµεικτων κατασκευών, όπου η µονολιθική µόρφωση των κόµβων δεν είναι πάντα εφικτή. Με δεδοµένη 

την παρατήρηση αυτή, κρίνεται ως πιο ρεαλιστική η θεώρηση των συνδέσεων ως ηµιακάµπτων – µε 

συµπεριφορά ενδιάµεση των δυο προαναφεροµένων – τόσο κατά την ανάλυση όσο και κατά την 

διαστασιολόγηση των µεταλλικών συνδέσεων. Για το λόγο αυτόν έχει επικρατήσει στους σύγχρονους 

κανονισµούς µελέτης των µεταλλικών κατασκευών (π.χ. Ευρωκώδικας 3 (1998), ή AISC (1994)) η αναφορά 

στις ηµιάκαµπτες συνδέσεις και η παροχή στους µελετητές των απαραιτήτων στοιχείων για την µόρφωση 

και τον υπολογισµό τους. Για την προσοµοίωση των ηµιακάµπτων συνδέσεων σε επίπεδο πρακτικών 

εφαρµογών, ο πιο συνήθης και προσιτός τρόπος είναι η προσθήκη στροφικών ελατηρίων στα άκρα των 

γραµµικών δοµικών στοιχείων. Τα ελατήρια αυτά µπορεί να είναι είτε γραµµικά είτε µη γραµµικά, ανάλογα 

µε τον τύπο της ανάλυσης που απαιτείται, ενώ τα χαρακτηριστικά τους στοιχεία (διαγράµµατα ροπών – 

στροφών) εξαρτώνται από τον τύπο της σύνδεσης των κόµβων, και προσδιορίζονται είτε από πειραµατικά 

δεδοµένα είτε από αναλυτικά µοντέλα είτε και από συνδυασµό των δυο αυτών µεθόδων. Περισσότερες 
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λεπτοµέρειες πάνω στο αντικείµενο των ηµιακάµπτων συνδέσεων και τα πιθανά πεδία εφαρµογής τους 

δίνονται στην παράγραφο 2.3.5.  

1.2. Επισκόπηση της βιβλιογραφίας 

Παρακάτω θα γίνει µια συνοπτική επισκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά τα αντικείµενα της 

παρούσας διατριβής. Μεγάλο τµήµα της επισκόπησης αυτής θα επικεντρωθεί στο στατικό και το δυναµικό 

πρόβληµα των δοκών επί ελαστικού υποβάθρου, καθώς το γνωστικό αυτό αντικείµενο αποτελεί το βασικό 

στόχο της διατριβής. Μικρή και καθαρά ενδεικτική θα είναι η επισκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά 

στις µεθόδους προσοµοίωσης των ηµιακάµπτων συνδέσεων. 

1.2.1. Το πρόβληµα των  δοκών επί ελαστικού υποβάθρου 

Ιδιαίτερα µεγάλο είναι το εύρος της βιβλιογραφίας που αφορά το πρόβληµα των δοκών (αλλά και των 

πλακών) επί ελαστικού υποβάθρου. Αυτό µαρτυρά ο µεγάλος αριθµός από  βιβλιογραφικές αναφορές που θα 

παρατεθούν παρακάτω, αλλά και ο πολύ µεγάλος αριθµός αντίστοιχων αναφορών είτε σε ειδικά άρθρα 

επισκόπησης της βιβλιογραφίας (π.χ. Hetényi (1966), Dutta και Rana (2002)) είτε σε σχετικά συγγράµµατα 

(π.χ. Selvadurai (1979)). Στην τεράστια ρωσική βιβλιογραφία επί του αντικειµένου θα γίνει µικρή µόνον 

αναφορά, καθώς το πρόβληµα της γλώσσας – πρωτίστως – αλλά και αδυναµία πρόσβασης σε αυτήν 

καθιστούν ανέφικτη την περαιτέρω διερεύνηση της. Ενδεικτικά αναφέρεται το άρθρο επισκόπησης του 

Korenev (1960), στο οποίο γίνεται µια εκτενής παρουσίαση της σχετικής βιβλιογραφίας µέχρι το 1960. 

Σηµειώνεται ότι η επισκόπηση που θα ακολουθήσει δεν έχει ως στόχο την εξαντλητική κάλυψη όλου του 

δηµοσιευµένου υλικού. Στόχος της είναι αφενός η κατά το µάλλον ή ήττον συνοπτική κάλυψη των σχετικών 

πεδίων εφαρµογής και αφετέρου η ανάδειξη τυχόν κενών επί του αντικειµένου.  

1.2.1.1. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου Winkler 

Το µεγαλύτερο µέρος των δηµοσιεύσεων που αφορούν δοκούς επί ελαστικού υποβάθρου έχει βασιστεί 

στο προσοµοίωµα του Winkler λόγω της απλότητας και της ευκολίας χειρισµού του. Παρακάτω θα γίνει µια 

σύντοµη επισκόπηση της βιβλιογραφίας επάνω στο αντικείµενο της µελέτης του στατικού και του 

δυναµικού προβλήµατος δοκών που εδράζονται επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler.  

Πρώτη προσέγγιση του στατικού προβλήµατος µε την µέθοδο της αναλυτικής επίλυσης διαφορικών 

εξισώσεων έγινε στο κλασσικό σύγγραµµα του Hetényi (1946). Στο σύγγραµµα αυτό περιέχεται ένας 

µεγάλος κατάλογος από λύσεις για διάφορες περιπτώσεις πρακτικού ενδιαφέροντος. Παρατίθενται επίσης 

και προσεγγιστικές λύσεις (τριγωνοµετρικές σειρές) για συνήθεις δοκούς, για δοκούς µεταβλητής διατοµής 

επί ελαστικού υποβάθρου µε µεταβλητό δείκτη εδάφους, ενώ γίνεται επίσης και αναφορά σε προβλήµατα 

ευστάθειας. Ωστόσο η αντιµετώπιση όλων των παραπάνω προβληµάτων δεν γίνεται από τη σκοπιά της 

µητρωικής ανάλυσης των γραµµικών φορέων, η οποία άλλωστε τότε δεν είχε ακόµη αναπτυχθεί. 

Το στατικό πρόβληµα της δοκού Euler – Bernouli µελέτησαν επίσης µε ακριβείς µεθόδους ο Penzien 

(1960) µε τη µέθοδο κατανοµής των ροπών και εφαρµογή σε προβλήµατα συνεχών δοκών και κυλίνδρων µε 

αξονοσυµµετρική φόρτιση, ο Lee et al (1961) µε τη µέθοδο κατανοµής των ροπών, ο Dodge (1964), οι 

Miranda and Nair (1966) µε τη µέθοδο των αρχικών παραµέτρων, οι Lee και Harrison (1970), οι οποίοι 
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στηριζόµενοι στις εξισώσεις του Hetenyi και µε βάση κλασσικές µεθόδους της στατικής των γραµµικών 

φορέων ανέπτυξαν µεθοδολογία επίλυσης επιπέδων και χωρικών φορέων εδραζόµενων επί του εδάφους, ο 

Sundararajan (1974), ο οποίος αναφέρθηκε στην επιρροή του ελαστικού υποβάθρου στο κρίσιµο φορτίο µιας 

δοκού, ο Simitses (1976) µε χρήση ακριβούς αλλά και προσεγγιστικής µεθόδου για ανάλυση ευστάθειας, ο 

Al-Sarraf (1978), ο Teοdorescu (1981) για τον υπολογισµό φορτίων λυγισµού δοκών-προβόλων, ο Ting 

(1982) µε τη µέθοδο των αρχικών παραµέτρων για δοκό µε ελαστικές στηρίξεις στα άκρα, ο Avramidis 

(1979), (1980), (1981), (1982α, β) µε χρήση της ακριβούς λύσης της διαφορικής εξίσωσης, οι Ting και 

Mockry (1984)  µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και χρησιµοποιώντας ακριβείς συναρτήσεις 

παρεµβολής, οι Eisenberger και Yankelevsky (1985) µε τη µέθοδο των αρχικών παραµέτρων, οι Adin et al 

(1985) για δοκούς επί ελαστικού υποβάθρου µε διαφορετικό δείκτη εδάφους κατά τη θλιπτική και 

διαφορετικό δείκτη εδάφους κατά την εφελκυστική φόρτιση, οι Yankelevsky και Eisenberger (1986) και ο 

Razaqpur (1986) µε απευθείας επίλυση της διαφορικής εξίσωσης, οι Eisenberger, Yankelevsky και 

Clastornik (1986) µε τη µέθοδο των αρχικών παραµέτρων, οι Sirosh, Ghali και Razaqpur (1989) µε 

απευθείας επίλυση της διαφορικής εξίσωσης αλλά και χρήση τριγωνοµετρικών σειρών, και οι Yavari, 

Sarkani, και Reddy (2001), οι οποίοι µελέτησαν το πρόβληµα δοκών µε εσωτερικές σηµειακές ασυνέχειες 

που προκύπτουν από την παρεµβολή στροφικών ελατηρίων. 

Το ίδιο πρόβληµα µε χρήση προσεγγιστικών µεθόδων µελέτησαν ο Timoshenko (1936), ο οποίος 

διερεύνησε την ελαστική ευστάθεια δοκών επί ελαστικού υποβάθρου µε ανάπτυξη της συνάρτησης των 

µετακινήσεων σε τριγωνοµετρικές σειρές, ο Malter (1960) τόσο µε τη µέθοδο του Newmark όσο και µε τη 

µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, οι Iyengar και Anatharamu (1963) µε χρήση µεθόδου ανάπτυξης της 

λύσης σε σειρές, οι Miyahara και Ergadoudis (1970), οι οποίοι κάνοντας χρήση αλγεβρικών συναρτήσεων 

παρεµβολής ανέπτυξαν µητρώα δυσκαµψίας δοκών λαµβάνοντας υπόψη ελαστική εδαφική αντίδραση κατά 

την καµπτική, την αξονική και την στρεπτική επιπόνηση, ο Beaufait (1976) για δοκούς µεταβλητής διατοµής 

στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, οι Beaufait και 

Hoadley (1980) για δοκούς µε µεταβλητή διατοµή εδραζόµενες επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler 

που εµφανίζει µη γραµµική συµπεριφορά χρησιµοποιώντας επίσης τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, 

οι Franklin και Scott (1979) για δοκούς σε υπόβαθρο µε γραµµικά µεταβλητό µέτρο αντίστασης και χρήση 

ολοκληρώµατος περιγράµµατος (contour-integrals), ο Lentini (1979) για δοκούς σε υπόβαθρο µε µεταβλητό 

µέτρο αντίστασης και χρήση µεθόδου πεπερασµένων διαφορών, ο Mohr (1980) µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, οι Clastornik, Eisenberger, Yankelevsky και Adin (1986) µε τη χρήση της 

µεθόδου ανάπτυξης της λύσης σε σειρές για δοκούς εδραζόµενες σε υπόβαθρο µε µεταβλητό µέτρο 

αντίστασης, οι Matsuda και Sakiyama (1987) για δοκούς σε υπόβαθρο µε µεταβλητό µέτρο αντίστασης 

µετατρέποντας τις διαφορικές εξισώσεις σε ολοκληρωµατικές και επιλύοντας τις µε αριθµητική µέθοδο, η 

De Rosa (1989) µε χρήση µεθόδου βασισµένης στις εξισώσεις του Langrange, και οι Aljanabi, Farid και 

Mohamad (1990), οι οποίοι ανέπτυξαν µητρώα δυσκαµψίας δοκών µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων λαµβάνοντας υπόψη εγκάρσια και αξονική έδραση µε ακριβείς και προσεγγιστικές συναρτήσεις 

παρεµβολής αντίστοιχα. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Ιστορική αναδροµή και Επισκόπηση της βιβλιογραφίας 
 

7 

Με το στατικό πρόβληµα της δοκού Timoshenko ασχολήθηκαν οι Essenburg (1962), οι Cheng και 

Pantelides (1988), και ο Aydogan (1995) µε χρήση της ακριβούς λύσης της διαφορικής εξίσωσης. 

Tο δυναµικό πρόβληµα της δοκού Euler-Βernouli µε ακριβείς µεθόδους µελέτησαν oι Kenney (1954) για 

ανάλυση δοκού υπό σταθερές χρονικές συνθήκες (steady-state analysis) εξαιτίας κινούµενου φορτίου, οι 

Smith και Herrmann (1972) για ευστάθεια δοκού φορτισµένης από µη συντηρητικό αξονικό φορτίο, οι 

Maurizi et al. (1977) για οµοιόµορφες δοκούς µε ελαστικές στηρίξεις, οι Williams και Kennedy (1987), οι 

Maurizi, Rozales και Belles (1988) για οµοιόµορφες δοκούς, ο Wang (1991) για δοκούς µε µια διαβάθµιση 

στη διατοµή, καθώς και οι West και Pavlovic (1999), οι οποίοι χρησιµοποίησαν τη ακριβή λύση του 

προβλήµατος ως λύση αναφοράς για τη µελέτη της ευαισθησίας προσεγγιστικών λύσεων δοκών µερικώς 

εδραζόµενων. Το ίδιο πρόβληµα µε προσεγγιστικές µεθόδους µελέτησαν o Mathews (1958), (1959) για 

δοκούς «απείρου» µήκους υπό µοναχικό κινητό φορτίο µεταβαλλόµενης έντασης µε χρήση του 

µετασχηµατισµού Fourier, οι Doyle και Pavlovic (1982) µε χρήση µεθόδου διαχωρισµού των µεταβλητών, 

οι Pavlovic και Wylie (1983) για δοκούς σε µη οµογενές ελαστικό υπόβαθρο µε χρήση µεθόδων βασισµένων 

στην ανάπτυξη σε εκθετικές σειρές, οι Harry και Mafi (1984) µε χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης µε τη 

µέθοδο της αρχικής τιµής (initial-value numerical-integration method), οι Eisenberger, Yankelevski και Adin 

(1985) µε χρήση της µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων αλλά και µε ακριβείς συναρτήσεις παρεµβολής σε 

δοκούς ολικά ή µερικά εδραζόµενες, οι Eisenberger και Clastornik (1987) µε χρήση µεθόδου πεπεπασµένων 

στοιχείων για δοκούς σε υπόβαθρο µε µεταβλητό δείκτη αντίστασης, οι Laura και Cortinez (1987) µε χρήση 

της προσεγγιστικής µεθόδου Rayleigh-Schmidt για δοκούς µερικώς εδραζόµενες σε ελαστικό υπόβαθρο, οι 

Valsangkar και Pradhanang (1987) µε χρήση µεθόδου διαχωρισµού των µεταβλητών για µερικώς 

εδραζόµενους πασσάλους, οι Filipich, Laura, Sonenblum και Gil (1988) µε χρήση ακριβούς λύσης και της 

προσεγγιστικής µεθόδου του Rayleigh για δοκούς µε αναβαθµούς, η De Rosa (1989) µε χρήση µεθόδου 

βασισµένης στις εξισώσεις του Langrange, οι Lee και Ke (1990) για δοκούς µεταβλητής διατοµής επί 

ελαστικού υποβάθρου µε µεταβλητό µέτρο αντίστασης και ελαστικές στηρίξεις, o Kukla (1991) για δοκούς 

σε υπόβαθρο µε βαθµιδωτά µεταβλητό µέτρο αντίστασης µε διάφορες συνοριακές συνθήκες, οι Lai et al. 

(1992) µε χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων αλλά µε ακριβείς συναρτήσεις παρεµβολής, ο 

Ding (1993) για δοκούς εδραζόµενες επί ελαστικού υπόβαθρου µε µεταβλητό µέτρο αντίστασης και για 

διάφορες συνοριακές συνθήκες, οι Thambiratnam και Zhuge (1995) για δοκούς µεταβλητής διατοµής επί 

ελαστικού υποβάθρου µε µεταβλητό µέτρο αντίστασης στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης, και ο Chen (2000) 

για δοκούς σταθερής διατοµής µε τη «differential quadrature element method». 

Το δυναµικό πρόβληµα της δοκού Timoshenko µελέτησαν µε ακριβείς µεθόδους οι Chen Yung-Hsiang 

(1987), οι Cheng και Pantelides (1988) µε χρήση ακριβούς µεθόδου, οι Capron και Williams (1988), καθώς 

και ο Lee et al. (1992). Το ίδιο πρόβληµα µελέτησαν προσεγγιστικά ο Djodjo (1969) µε χρήση της µεθόδου 

των µητρώων µεταφοράς, ο Yokoyama (1988) µε χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων, καθώς 

και ο Lee H.P. (1998), ο οποίος µελέτησε το πρόβληµα της δυναµικής απόκρισης δοκού υπό την επίδραση 

κινούµενης µάζας µε χρήση των εξισώσεων Lagrange και της µεθόδου της επαλληλίας των ιδιοµορφών. 
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Θα πρέπει να γίνει επίσης και µια µικρή αναφορά στις εφαρµογές της υπόθεσης του Winkler στην 

ανάλυση πλευρικά φορτισµένων πασσάλων, αν και θα πρέπει να τονιστεί ότι η ακριβέστερη αντιµετώπιση 

του προβλήµατος επιτυγχάνεται µε µεθόδους του ελαστικού ηµιχώρου ή ακόµα και µε τη χρήση της 

υπόθεσης του Winkler αλλά µε µη γραµµικά ελατήρια (βλέπε Αναγνωστόπουλος, Γεωργιάδης, Πιτιλάκης 

1994, σελ. 183). Μεταξύ των εφαρµογών του κλασσικού προσοµοιώµατος του Winkler στην µελέτη της 

πλευρικής συµπεριφοράς των µεµονωµένων πασσάλων αναφέρονται εντελώς ενδεικτικά οι εργασίες των 

Reese και Welch (1975) για την πλευρική φόρτιση πασσάλων σε συµπαγή αργιλικό έδαφος, των West et al 

(1997), οι οποίοι µελέτησαν την ευστάθεια πασσάλου αιχµής σε υπόβαθρο µε γραµµικά µεταβαλλόµενο 

δείκτη εδάφους, των Han και Frost (2000) για την πλευρική συµπεριφορά πασσάλων από ορθότροπο υλικό 

σε υπόβαθρο µε γραµµικά µεταβαλλόµενο δείκτη εδάφους, και ο Catal (2002), ο οποίος ασχολήθηκε µε το 

δυναµικό πρόβληµα πασσάλων µερικώς εδραζόµενων. 

Από την παράθεση των βιβλιογραφικών αναφορών προκύπτει το συµπέρασµα, ότι η µελέτη των δοκών 

επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler έχει πρακτικώς εξαντληθεί σε όλα τα επί µέρους προβλήµατα (π.χ. 

στατική, δυναµική ανάλυση µε ακριβείς και προσεγγιστικές µεθόδους), και το γεγονός αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα την ύπαρξη ελάχιστων δηµοσιεύσεων επί του αντικειµένου την τελευταία δεκαετία. 

1.2.1.2. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου δύο παραµέτρων 

Η µελέτη του προβλήµατος δοκών και πλακών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων έχει 

αποτελέσει αντικείµενο ενός αξιόλογου αριθµού εργασιών. Χωρίς να πλησιάζει τον αριθµό των αντιστοίχων 

µελετών στις οποίες γίνεται χρήση του προσοµοιώµατος του Winkler, ο αριθµός των εργασιών για τα 

προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων είναι σηµαντικός και καλύπτει ένα µεγάλο εύρος προβληµάτων, όπως 

θα γίνει σαφές από την παράθεση των βιβλιογραφικών πηγών που ακολουθεί. Όπως και στην περίπτωση της 

παρουσίασης της βιβλιογραφίας για το προσοµοίωµα του Winkler, και στην παρούσα περίπτωση η 

παρουσίαση θα γίνει ξεχωριστά κατά τον τύπο φόρτισης (δυναµικό ή στατικό) και την θεωρία 

προσοµοίωσης των δοκών (Euler ή Timoshenko). Τέλος, η παρουσίαση της βιβλιογραφίας που αφορά το 

προσοµοίωµα του Vlasov γίνεται ξεχωριστά λόγω της ιδιαιτερότητας του προσοµοιώµατος σε σύγκριση µε 

τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων. 

Με το στατικό πρόβληµα της δοκού Euler-Βernouli ασχολήθηκαν κάνοντας χρήση ακριβών µεθόδων οι 

Zhaohua και Cook (1983), οι Chiwanga και Valsangkar (1988), οι Karamanlidis και Prakash (1989) µε 

υπολογισµό των ακριβών µητρώων µεταφοράς και δυσκαµψίας, οι Razaqpur και Shah (1991), και οι  

Alemdar και Gulkan (1997). Με το ίδιο πρόβληµα, κάνοντας όµως χρήση προσεγγιστικών µεθόδων, 

ασχολήθηκαν οι Eisenberger και Clastornik (1987) µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων και ακριβείς / 

προσεγγιστικές συναρτήσεις παρεµβολής για δοκούς σε υπόβαθρο µε µεταβλητές παραµέτρους. 

Με το δυναµικό πρόβληµα της δοκού Euler µε χρήση ακριβών µεθόδων ασχολήθηκαν ο Rades (1970) 

πραγµατοποιώντας ανάλυση υπό σταθερές χρονικές συνθήκες (steady-state analysis), οι Valsangkar και 

Pradhanang (1988) µε την ακριβή λύση της διαφορικής εξίσωσης, και οι Karamanlidis και Prakash (1988) µε 

χρήση ακριβών συναρτήσεων παρεµβολής. Το ίδιο πρόβληµα, αλλά µε προσεγγιστικές µεθόδους, 
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αντιµετώπισαν η De Rosa (1993) χρησιµοποιώντας µέθοδο ελαστικής και αδρανειακής διακριτοποίησης, οι 

Franciosi και Masi (1993) µε χρήση µητρώων βασισµένων σε ακριβείς και προσεγγιστικές συναρτήσεις 

µορφής, ο Eisenberger (1994), ο οποίος µελέτησε δοκούς εδραζόµενες επί ελαστικού υποβάθρου µε 

µεταβλητές εδαφικές σταθερές, αναπτύσσοντας την λύση της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος σε 

εκθετικές σειρές «απείρων» όρων, και οι Naidu και Rao (1995) για δοκούς αξονικά φορτισµένες. 

Το στατικό πρόβληµα της δοκού Timoshenko µελέτησαν οι Ylinen και Mikkola (1967) µε το 

προσοµοίωµα του Wieghardt και µε την ακριβή λύση της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος, ο Djodjo 

(1969) µε χρήση της µεθόδου των µητρώων µεταφοράς, οι Miyahara και Ergatoudis (1976) µε χρήση της 

µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων για δοκούς στο χώρο, καθώς και οι Mourelatos και Parsons (1987). 

Οι τρεις τελευταίες εργασίες στηρίχθηκαν στο γενικευµένο προσοµοίωµα εδάφους. Τέλος, το ίδιο πρόβληµα 

µε την ακριβή επίλυση της διαφορικής εξίσωσης αντιµετώπισαν οι Shirima και Giger (1992), και o Onu 

(2000). 

Με το δυναµικό πρόβληµα της δοκού Timoshenko ασχολήθηκε ο Djodjo (1969) µε τη χρήση µητρώων 

µεταφοράς, οι Wang και Stephens (1977) µε ακριβή επίλυση της διαφορικής εξίσωσης, οι Wang και Gagnon 

(1978) για δοκούς πολλών ανοιγµάτων, και η De Rosa (1995) χρησιµοποιώντας δυο διαφορετικές παραδοχές 

για την επιρροή της δεύτερης εδαφικής παραµέτρου. Με το ίδιο πρόβληµα, αλλά µε προσεγγιστικές 

µεθόδους, ασχολήθηκαν οι Menditto (1967) για δοκούς απείρου µήκους, οι Maurizi και Rosales (1986) για 

δοκούς µε ελαστικές στροφικές στηρίξεις, οι Filipich και Rosales (1988) µε µια τροποποιηµένη µέθοδο 

Rayleigh, ο Yokoyama (1987), (1991), (1996) µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, και ο Matsunaga 

(1999), ο οποίος µελέτησε το πρόβληµα υψίκορµων δοκών λαµβάνοντας υπόψη τις διατµητικές 

παραµορφώσεις µε βάση τις θεωρίες ανωτέρας τάξεως, και λύνοντας τις σχετικές διαφορικές εξισώσεις µε 

τη µέθοδο ανάπτυξης των λύσεων σε σειρές «απείρων» όρων. 

∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου Vlasov 

Την αρχική διατύπωση της υπόθεσης του Vlasov (1960) δεν ακολούθησε άµεση και συστηµατική 

διερεύνηση, κυρίως λόγω της αδυναµίας ενός αξιόπιστου και θεωρητικά τεκµηριωµένου προσδιορισµού της 

παραµέτρου γ, από την οποία εξαρτώνται σε πολύ µεγάλο βαθµό τα εξαγόµενα αποτελέσµατα. Ενδεχοµένως 

και το γεγονός ότι στο σύγγραµµα του ο Vlasov καλύπτει στην ουσία σχεδόν όλες τις περιπτώσεις φόρτισης 

και συνοριακών συνθηκών αποτέλεσε αποτρεπτικό παράγοντα για µια περαιτέρω διερεύνηση. Εξαίρεση 

αποτελούν οι εργασίες των Harr et al (1969) οι οποίοι προχώρησαν σε προγραµµατισµό των εξισώσεων του 

Vlasov σε κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή, των Rao et al (1971) οι οποίοι επέκτειναν την αρχική υπόθεση 

του Vlasov λαµβάνοντας υπόψη και τις οριζόντιες µετακινήσεις του υποβάθρου, και του Yang (1972) ο 

οποίος ανέπτυξε και κωδικοποίησε σε κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή πεπερασµένο στοιχείο πλάκας επί 

ελαστικού υποβάθρου που περιγράφεται από τις εξισώσεις του Vlasov.  

Μεγάλη ώθηση στην βασική παραδοχή του Vlasov έδωσαν οι Jones και Xenophontos (1977), οι οποίοι 

τεκµηρίωσαν θεωρητικά την σχέση που διέπει το προφίλ των κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό 

του υποβάθρου (παράγραφος 2.2.2.5. και σχέση 2.34). Με βάση την διατύπωση αυτή, οι Vallabhan και Das 

(1988) παρουσίασαν µια επαναληπτική µέθοδο (τροποποιηµένο προσοµοίωµα Vlasov), µε βάση την οποία 
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επιτυγχάνεται ο ταυτόχρονος και θεωρητικά τεκµηριωµένος προσδιορισµός της παραµέτρου γ, αίροντας έτσι 

το βασικό µειονέκτηµα της αρχικής διατύπωσης του Vlasov. Με το τροποποιηµένο προσοµοίωµα οι 

Vallabhan και Das προχώρησαν επίσης στην επίλυση διαφόρων προβληµάτων δοκών Euler (1991α, β) αλλά 

και πλακών (ορθογωνικών ή κυκλικών, 1991γ, δ). Στις εργασίες αυτές επέκτειναν ακόµα περισσότερο την 

αρχική διατύπωση του Vlasov λαµβάνοντας υπόψη γραµµικά µεταβαλλόµενο µέτρο ελαστικότητας του 

υποβάθρου (µη οµογενές ελαστικό υπόβαθρο). Με βάση το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov 

δηµοσιεύτηκε την τελευταία πενταετία µια σειρά εργασιών µε αντικείµενο την σεισµική απόκριση δοκών 

Euler (Ayvaz και Daloglu (1997), Ayvaz και Ozgan (2002)) και λεπτών πλακών (Ayvaz et al (1998), 

Valladhan και Daloglu (1999), Celik και Saygun (1999)).  

Κλείνοντας, θα πρέπει να γίνει και µια αναφορά στις εργασίες των Nogami και O’ Neill (1985) και των 

Nogami και Lam (1987), οι οποίες, αν και δεν µπορούν να καταταγούν µε την αυστηρή έννοια στην 

κατηγορία των εργασιών βάσει του προσοµοιώµατος του Vlasov, ωστόσο αναφέρονται σε επίπεδα 

προβλήµατα πλακών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων πεπερασµένου πάχους και ξεκινούν από τις 

ίδιες βασικές παραδοχές µε τον Vlasov για το πεδίο των µετακινήσεων. 

1.2.1.3. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου περισσοτέρων παραµέτρων 

Πέρα από τις εργασίες οι οποίες βασίζονται σε προσοµοιώµατα µίας ή δύο παραµέτρων και στις οποίες 

έγινε ήδη αναφορά, υπάρχει ένας αριθµός δηµοσιεύσεων και για τα προσοµοιώµατα τριών παραµέτρων. Ο 

αριθµός των δηµοσιεύσεων αυτών είναι µικρός και δεν καλύπτει σχεδόν καθόλου το πρόβληµα κάµψης 

δοκών (Euler – Bernoulli και Timoshenko) ή πλακών. 

Πρώτος ο Hetenyi (1946) και (1950), στις εργασίες στις οποίες πρότεινε το µηχανικό του προσοµοίωµα, 

παρουσίασε τη λύση των εξισώσεων του προσοµοιώµατος για το πρόβληµα δοκών Euler – Bernoulli 

«απείρου» και πεπερασµένου µήκους φορτιζόµενων µε µοναχικές κατακόρυφες δυνάµεις. Ο Kerr (1965) 

έκανε εφαρµογή του προσοµοιώµατος του για τη µελέτη άκαµπτης δοκού υπό την επίδραση στατικών 

φορτίων. Ο Weitsman (1970) ασχολήθηκε κυρίως µε το πρόβληµα της µονόπλευρης στήριξης δοκών Euler – 

Bernoulli επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Reissner χωρίς να προχωρήσει σε σχηµατισµό µητρώων 

δυσκαµψίας ή φόρτισης. Οι Fletcher και Hermann (1971) ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα της δοκού Euler-

Bernouli επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων βασισµένου σε φορµαλιστική µέθοδο ανάλογη της 

µεθόδου του Favre. Ο Rades (1971) ασχολήθηκε µε την εξαναγκασµένη ταλάντωση άκαµπτης δοκού επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων βασισµένου στο µοντέλο του Kerr. Η πιο συστηµατική διερεύνηση 

του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων τύπου Reissner οφείλεται στον Horvath (1983α), (1993) η µελέτη 

του οποίου δεν είναι προσανατολισµένη στην µητρωική διατύπωση του προβλήµατος, αλλά στην 

εδαφοτεχνική πλευρά του. 

1.2.1.4. ∆οκοί επί συνεχούς ελαστικού ηµιχώρου 

Το πρόβληµα των δοκών επί ελαστικού ηµιχώρου είναι ένα πολύπλοκο µαθηµατικό πρόβληµα, η επίλυση 

του οποίου δεν µπορεί να επιτευχθεί µε τη βοήθεια στοιχειωδών συναρτήσεων, καθώς ανάγεται στον 

υπολογισµό οριακών εκφράσεων µε όρια που τείνουν στο άπειρο. Ως εκ τούτου, µόνον αριθµητικές και όχι 
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αναλυτικές ολοκληρώσεις είναι εφικτές. Για τον λόγο αυτό, οι εφαρµογές από την επίλυση του προβλήµατος 

κάµψης δοκών «άπειρου» ή πεπερασµένου µήκους επί ελαστικού ηµιχώρου δεν είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένες 

στην πράξη. Ωστόσο, το πρόβληµα έχει µελετηθεί και είναι διαθέσιµες σηµαντικές βιβλιογραφικές πηγές µε 

λύσεις για διάφορα σχετικά µε το αντικείµενο προβλήµατα. 

Όσον αφορά το πρόβληµα δοκών «απείρου» µήκους, θα πρέπει να αναφερθούν ενδεικτικά οι κλασσικές 

εργασίες των Biot (1937), Rvachev (1958), (1959) και Vesic (1961). Πέραν των εργασιών αυτών υπάρχει 

µια πληθώρα άλλων δηµοσιεύσεων κυρίως προερχόµενων από την πρώην Σοβιετική Ένωση, για τις οποίες 

γίνεται εκτενής αναφορά από τους Korenev (1960) και Selvadurai (1979). 

Όσον αφορά το πρόβληµα των δοκών πεπερασµένου µήκους θα πρέπει να σηµειωθεί, ότι σε αντίθεση µε 

την περίπτωση κατά την οποία το έδαφος προσοµοιώνεται µε απλοποιηµένα µοντέλα, δεν είναι γενικά 

δυνατή η εφαρµογή της µεθόδου της επαλληλίας µε την βοήθεια της οποίας η επίλυση του προβλήµατος 

δοκών πεπερασµένου µήκους ανάγεται στην αντίστοιχη επίλυση δοκών «απείρου» µήκους. Εποµένως, 

απαιτούνται ειδικές προσεγγιστικές τεχνικές επίλυσης. Μεταξύ των µεθόδων αυτών µπορούν να αναφερθούν 

ενδεικτικά η µέθοδος του Borowicka (1939), σύµφωνα µε την οποία τα µεγέθη έντασης και µετακίνησης της 

επιφάνειας του εδάφους που βρίσκεται εν επαφή µε τη δοκό αναπτύσσονται σε εκθετικές σειρές, και η 

µέθοδος του Odhe (1942), σύµφωνα µε την οποία η δοκός διακριτοποιείται σε µικρά τµήµατα, στο εύρος 

των οποίων η αναπτυσσόµενη αντίδραση του υποβάθρου θεωρείται σταθερή, και γίνεται η παραδοχή ότι η 

συµβατότητα των µετακινήσεων και των στροφών υφίσταται µόνον στα συγκεκριµένα σηµεία σύνδεσης των 

τµηµάτων αυτών. Και στις δυο προαναφερόµενες µεθόδους γίνεται χρήση των σχέσεων του Flamant και του 

Boussinesq για τον υπολογισµό των τάσεων που αναπτύσσονται στην επιφάνεια του υποβάθρου. Υπάρχουν, 

όπως και στην περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους, και άλλες µέθοδοι για τις οποίες γίνεται αναφορά 

από τους Korenev (1960) και Selvadurai (1979). 

1.2.2. ∆ιερεύνηση και εφαρµογές της προσοµοίωσης των ηµιάκαµπτων συνδέσεων 

Η διερεύνηση του προβλήµατος της προσοµοίωσης των ηµιακάµπτων συνδέσεων αποτελεί ένα 

σηµαντικό πεδίο έρευνας στα πλαίσια της µελέτης των συνδέσεων των µεταλλικών κατασκευών. Η πλέον 

ρεαλιστική προσοµοίωση των συνδέσεων αυτών µπορεί να γίνει µε εξειδικευµένα προσοµοιώµατα µη 

γραµµικών πεπερασµένων στοιχείων δυο ή τριών διαστάσεων (βλέπε π.χ. Abdalla (2000)) σε συνδυασµό 

όµως µε αποτελέσµατα πειραµάτων (βλέπε π.χ. Grundy et al (1980)). 

Ωστόσο, στα πλαίσια των συνήθων πρακτικών εφαρµογών προτείνεται η προσοµοίωση των ηµιάκαµπτων 

συνδέσεων µε τη βοήθεια στροφικών ελατηρίων που παρεµβάλλονται µεταξύ κόµβου και δοκού. Για τον 

προσδιορισµό των διαγραµµάτων Μ – θ των ελατηρίων αυτών γίνεται χρήση πειραµατικών µεθόδων, 

εξειδικευµένων αναλυτικών µεθόδων, αλλά και συνδυασµός τους. Η σχετική βιβλιογραφία είναι ιδιαίτερα 

µεγάλη και ενδεικτικά αναφέρονται οι εργασίες των Romstad και Subramanian (1970), για διγραµµικά 

µοντέλα προσοµοίωσης των ηµιακάµπτων συνδέσεων, των Frye και Morris (1975) για πολυωνυµικά 

µοντέλα, των Jones, Kirby και Nethercot (1982), οι οποίοι προσεγγίζουν τα πειραµατικά αποτελέσµατα µε 

καµπύλες Β – spline, και των Kishi και Chen (1989), (1990), οι οποίοι ανέπτυξαν «εκθετικά» µοντέλα. 

Εκτενέστερη ανασκόπηση τις σχετικής βιβλιογραφίας είναι διαθέσιµη σε πάρα πολλές πηγές, όπως π.χ. οι 
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εργασίες των Kishi και Chen (1990), και του Abdalla (2000). 

Πέραν της βιβλιογραφίας, η οποία αφορά στην διερεύνηση της συµπεριφοράς των ηµιακάµπτων 

συνδέσεων όταν αυτές προσοµοιώνονται µε την απλοποιηµένη µέθοδο των στροφικών ελατηρίων, 

αξιόλογου εύρους είναι και η αντίστοιχη βιβλιογραφία που σχετίζεται µε τις εφαρµογές της µεθόδου αυτής. 

Από τις αρχές της δεκαετίας του ’30 η ανάλυση των φορέων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις αποτέλεσε 

αντικείµενο αρκετών δηµοσιεύσεων, στις οποίες γινόταν κατά κύριο λόγο εφαρµογή της κλασσικής µεθόδου 

κατανοµής των ροπών (µια µικρή ανασκόπηση δίνεται από τους Jones et al (1983)). Στις αρχές της δεκαετίας 

του ’60 η µητρωική ανάλυση εφαρµόστηκε και στο πρόβληµα των στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις. 

Χαρακτηριστικές επί του αντικειµένου είναι οι εργασίες των Monforton και Wu (1963), οι οποίοι 

σχηµάτισαν µητρώα δυσκαµψίας και φόρτισης για δοκούς Euler – Bernoulli, των Lionberger και Weaver 

(1969), οι οποίοι µελέτησαν την γραµµική και µη γραµµική δυναµική συµπεριφορά πλαισίων µε 

ηµιάκαµπτες συνδέσεις που περιγράφονται από διγραµµικά µοντέλα Μ – θ, και των Romstad και 

Subramanian (1970), οι οποίοι µελέτησαν την ελαστική ευστάθεια πλαισίων. Μεταγενέστερα, η εφαρµογή 

των στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις αποτέλεσε αντικείµενο πολλών εγχειριδίων που αφορούν τη 

µελέτη και διαστασιολόγηση των µεταλλικών κατασκευών, αλλά και δηµοσιεύσεων µεταξύ των οποίων 

µπορούν να αναφερθούν οι εργασίες του Dario Aristizabal (1994), (1996) και (1997) για τη µελέτη 

ελαστικής ευστάθειας στοιχείου Euler – Bernoulli, µε αναλυτική επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης του 

προβλήµατος, και τον σχηµατισµό µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης επιπέδων και χωρικών στοιχείων 

δοκού στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, των Li et al (1995), οι οποίοι ανέπτυξαν µητρώα δυσκαµψίας για 

γραµµική και µη γραµµική ανάλυση θεωρώντας τους κόµβους σύνδεσης δοκών – υποστυλωµάτων ως 

διακριτά στοιχεία, των Matheu και Suarez (1996), οι οποίοι µελέτησαν το δυναµικό πρόβληµα φορέων µε 

ηµιάκαµπτες συνδέσεις οι σταθερές των οποίων θεωρήθηκαν ως τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν 

νόµους κατανοµής πιθανοτήτων, των Tin – Loi και Misa (1996), οι οποίοι ασχολήθηκαν µε την 

ελαστοπλαστική ανάλυση πλαισίων κάνοντας χρήση της θεωρίας των µεγάλων µετακινήσεων, των Milicevic 

et al (1998α, β), οι οποίοι χρησιµοποιώντας αλγεβρικές συναρτήσεις παρεµβολής σχηµάτισαν µητρώα 

δυσκαµψίας και µάζας για στοιχεία δοκού, των Coric και Markovic (1998), οι οποίοι σχηµάτισαν µητρώα 

δυσκαµψίας στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης τόσο µε τις ακριβείς όσο και µε προσεγγιστικές λύσεις, των 

Dhillon και O’Malley (1999) και των Seculovic και Salatic (2001), οι οποίοι χρησιµοποίησαν µητρώα 

δυσκαµψίας στοιχείων δοκού µε µη γραµµικές ηµιάκαµπτες συνδέσεις για γεωµετρικά µη γραµµική 

ανάλυση, του Aristizabal (2001), ο οποίος µελέτησε το πρόβληµα δοκών µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις µε βάση 

την θεωρία των µεγάλων µετακινήσεων, των Seculovic et al (2002), οι οποίοι ασχολήθηκαν µε τη δυναµική 

ανάλυση µεταλλικών φορέων λαµβάνοντας υπόψη και τα φαινόµενα απόσβεσης που συνοδεύουν την 

απόκριση των ηµιάκαµπτων συνδέσεων, και των Morfidis και Avramidis (2002), οι οποίοι ανέπτυξαν ένα 

γενικευµένο πεπερασµένο στοιχείο δοκού για γεωµετρικά µη γραµµική ανάλυση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Το γενικό πρόβληµα της ∆οκού επί ελαστικού υποβάθρου 

2.1. Γενικά 

Όπως τονίστηκε και στην εισαγωγή, το πρόβληµα της περιγραφής της συµπεριφοράς κατασκευών, και 

ειδικότερα δοκών, επί ελαστικού υποβάθρου αποτελεί ειδική περίπτωση µιας πολύ γενικής κατηγορίας 

προβληµάτων της θεωρητικής αλλά και της εφαρµοσµένης µηχανικής µε τίτλο «προβλήµατα 

αλληλεπίδρασης µεταξύ παραµορφώσιµων σωµάτων». Η πλήρης επίλυση του προβλήµατος 

αλληλεπίδρασης δυο εν επαφή παραµορφώσιµων σωµάτων (στην πιο γενική περίπτωση µη ελαστικών) 

απαιτεί τον προσδιορισµό των τάσεων και των παραµορφώσεων στο εσωτερικό των σωµάτων αυτών καθώς 

και τον προσδιορισµό των µετακινήσεων και των τάσεων σε όλη την επιφάνεια επαφής.  Η περίπτωση της 

αλληλεπίδρασης εδάφους – δοκού στην πιο γενική της µορφή ανήκει στην υποκατηγορία εκείνη, στην οποία 

εξετάζεται η επαφή ενός τρισδίαστατου ελαστικού σώµατος (έδαφος), του οποίου η συµπεριφορά 

περιγράφεται µε τη βοήθεια των γενικών εξισώσεων της θεωρίας ελαστικότητας, µε ένα άλλο ελαστικό 

σώµα (δοκός), η συµπεριφορά του οποίου µπορεί να περιγραφεί µε τη βοήθεια απλοποιητικών θεωριών (π.χ. 

τεχνική θεωρία κάµψης).  Πρέπει βέβαια να τονιστεί ιδιαίτερα, ότι το πρόβληµα αλληλεπίδρασης µεταξύ 

δυο εν επαφή σωµάτων δεν περιορίζεται αποκλειστικά στην µελέτη σωµάτων µε ελαστική συµπεριφορά. 

Μεγάλο είναι και το πεδίο έρευνας επάνω στο πρόβληµα αλληλεπίδρασης σωµάτων τα οποία δεν έχουν 

ελαστική συµπεριφορά ή, ακόµα, αποτελούνται από υλικά των οποίων η συµπεριφορά εξαρτάται και από το 

χρόνο (π.χ. βισκοελαστικά υλικά). Επίσης, πολύ σηµαντικό τµήµα στον τοµέα της έρευνας καταλαµβάνουν 

και τα προβλήµατα µονόπλευρης επαφής µεταξύ δυο σωµάτων, ελαστικών ή µη ελαστικών. 

Με βάση τα παραπάνω, το γενικό πρόβληµα της ανάλυσης δοκού ή πλάκας επί ελαστικού υποβάθρου 

έχει τρία σκέλη: 

α.  την προσοµοίωση του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, 

β.  την προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφορά της δοκού ή της πλάκας, και 

γ.  τις παραδοχές για την µορφή της αλληλεπίδρασης. 

Κάθε ένα από τα παραπάνω σκέλη του προβλήµατος απαιτεί ειδικές παραδοχές, έτσι ώστε το συνολικό 

πρόβληµα να απεµπλακεί από τις µεγάλες υπολογιστικές δυσκολίες τις οποίες δηµιουργεί η γενική του 

διατύπωση.  

Ιδιαιτέρως τα παραπάνω σηµεία α. και β. εµπεριέχουν στη γενική τους διατύπωση πολύπλοκες εξισώσεις, 

οι οποίες είναι δύσκολο να αντιµετωπιστούν µέσα στα πλαίσια των συνήθων εφαρµογών, ακόµα και αν γίνει 

η παραδοχή της ελαστικής συµπεριφοράς. Όπως είναι γνωστό, η συµπεριφορά του εδάφους απέχει πάρα 

πολύ από το να είναι ελαστική. Εποµένως, η θεώρηση των µη γραµµικών φαινοµένων κατά τους 

υπολογισµούς αυξάνει το επίπεδο ακρίβειας των αποτελεσµάτων. Ωστόσο, και παρά την ύπαρξη 

εξειδικευµένου λογισµικού σε συνδυασµό µε τις αυξηµένες πλέον δυνατότητες των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών, µια σύνθετη µη γραµµική ανάλυση µπορεί να θεωρηθεί ασύµφορη ειδικά για την περίπτωση 

της ανάλυσης µιας επιφανειακής θεµελίωσης. ∆εν θα πρέπει βέβαια να λησµονούνται και οι αβεβαιότητες 

που εισάγουν οι µη γραµµικές αναλύσεις τόσο σε επίπεδο επιλογής των παραµέτρων οι οποίες εισάγονται, 
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όσο και στο επίπεδο αξιολόγησης των αποτελεσµάτων. Βεβαίως, οι εξειδικευµένες µη γραµµικές αναλύσεις 

είναι επιβεβληµένες σε µεγάλης έκτασης και σηµασίας έργα, όπως π.χ. οι µελέτες βάθρων γεφυρών. 

Σε αντίθεση µε την προσοµοίωση του εδάφους, η προσοµοίωση της συµπεριφοράς των δοκών (ή των 

πλακών) στα πλαίσια της γραµµικώς ελαστικής συµπεριφοράς είναι πλέον αξιόπιστη, καθώς εδώ και πολλά 

χρόνια είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία µέθοδοι που είναι θεωρητικά τεκµηριωµένες και πρακτικά 

αποτελεσµατικές. 

Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει αναφορά και στα τρία σκέλη που συνθέτουν το πρόβληµα της συµπεριφοράς 

δοκού επί ελαστικού υποβάθρου υπό στατική φόρτιση. Μεγάλη βαρύτητα θα δοθεί στο σκέλος που αφορά 

την προσοµοίωση του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, ενώ θα γίνει µια συνοπτική αναφορά στις θεωρίες 

περιγραφής της συµπεριφοράς των δοκών καθώς και της µορφής της αλληλεπίδρασής τους µε το έδαφος.  

Παράλληλα θα γίνει και µια αναφορά σε δυο ειδικά θέµατα προσοµοίωσης των δοκών – καθώς το βασικό 

θέµα της παρούσας διατριβής είναι η µελέτη δοκών επί ελαστικού υποβάθρου – που είναι η προσοµοίωση 

των κόµβων στοιχείων δοκού µε τη βοήθεια απολύτως στερεών βραχιόνων και η προσοµοίωση των 

ηµιάκαµπτων συνδέσεων µεταξύ δοκών και υποστυλωµάτων, η οποία συναντάται κυρίως κατά τη 

διαδικασία προσοµοίωσης των µεταλλικών κατασκευών. Το τελευταίο θέµα ειδικά αποτελεί ένα ευρύ πεδίο 

έρευνας µε διάφορες αναλυτικές µεθόδους και η εξάντληση του δεν είναι στόχος της παρούσας διατριβής. 

Ωστόσο, η συνοπτική αναφορά στο αντικείµενο αυτό είναι επιβεβληµένη, καθώς επιµέρους στόχος της 

διατριβής είναι και η παρουσίαση ενός πεπερασµένου στοιχείου δοκού που ενσωµατώνει στους κόµβους του 

στροφικά ελατήρια, τα οποία αποτελούν µια πρώτη προσέγγιση της συµπεριφοράς των ηµιάκαµπτων 

συνδέσεων. 

2.2. Η προσοµοίωση του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου 

Η επιλογή του κατάλληλου προσοµοιώµατος µε βάση το οποίο θα αναλυθεί ένας φορέας θεµελίωσης 

είναι ένα πρόβληµα του οποίου η λύση δεν είναι µονοσήµαντη. Το µεγάλο πλήθος δηµοσιευµένων 

πειραµατικών και αναλυτικών εργασιών επάνω στο συγκεκριµένο αντικείµενο καταδεικνύει την 

πολυπλοκότητα του θέµατος. Βασικό συµπέρασµα από την µελέτη πολλών από τις εργασίες αυτές είναι ότι 

η επιλογή του τρόπου µε τον οποίο θα πρέπει να προσοµοιωθεί η συµπεριφορά του εδάφους ως ελαστικού 

υποβάθρου στηρίζεται σε µια σειρά παραγόντων όπως: 

• τα µηχανικά χαρακτηριστικά του εδάφους θεµελίωσης, 

• η δυσκαµψία του φορέα θεµελίωσης και της ανωδοµής, 

• το βάθος θεµελίωσης, 

• η χρονική µεταβλητότητα της εδαφικής αντίδρασης (π.χ. φαινόµενα ερπυσµού), 

• η µορφή της επιβαλλόµενης εξωτερικής φόρτισης (π.χ. στατική ή δυναµική). 

Στις ακόλουθες παραγράφους θα γίνει µια αναλυτική παρουσίαση των παραδοχών και των εξισώσεων 

που διέπουν τα προσοµοιώµατα του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, για τα οποία έγινε ήδη µια σύντοµη 

παρουσίαση στην Εισαγωγή. Θα παρουσιαστούν τόσο οι χωρικές όσο και οι επίπεδες εκδοχές των σχέσεων 

που συνδέουν τις εξωτερικές δυνάµεις µε τις αντίστοιχες µετακινήσεις για κάθε ένα από τα εξεταζόµενα 
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προσοµοιώµατα του εδάφους χωρίς την θεώρηση οποιασδήποτε κατασκευής επ’ αυτού. Παράλληλα, θα 

εκτεθούν και κάποια από τα συµπεράσµατα που κατέστη δυνατό να αντληθούν από την έρευνα της 

βιβλιογραφίας σε σχέση µε τις δυνατότητες και τους περιορισµούς των προσοµοιωµάτων αυτών στην σωστή 

απόδοση της επιρροής των παραγόντων που αναφέρθηκαν παραπάνω και οι οποίοι καθορίζουν την 

αξιοπιστία τους. 

2.2.1. Το προσοµοίωµα Winkler – Zimmermann 

Πρόκειται για το απλούστερο προσοµοίωµα ελαστικής συµπεριφοράς του εδάφους υπό κατακόρυφη 

φόρτιση. To προσοµοίωµα του Winkler (1867), στηρίζεται στην παραδοχή ότι το έδαφος αποτελείται από 

µια σειρά πυκνά τοποθετηµένων και ανεξαρτήτων µεταξύ τους κατακορύφων µεταφορικών ελατηρίων            

(Σχήµα 2.1α).  

Εποµένως, η κατακόρυφη µετατόπιση w(x,z) σε οποιοδήποτε σηµείο της φορτιζόµενης επιφάνειας του 

προσοµοιώµατος είναι ανάλογη της τιµής της κατακόρυφης επιφανειακής φόρτισης q(x,z) στο σηµείο αυτό.  

Έτσι, η σχέση η οποία συνδέει τα µεγέθη w(x,z) και q(x,z) είναι η εξής: 

p(x,z)=Kw(x,z) (2.1α) 

Στην παραπάνω σχέση ο συντελεστής Κ είναι ο δείκτης εδάφους (διαστάσεις [kN/m3]). 

Η εξίσωση (2.1α) µπορεί να προκύψει και από την θεώρηση των εξισώσεων του τρισδιάστατου συνεχούς 

ελαστικού µέσου πεπερασµένου πάχους µε τη βοήθεια απλοποιητικών παραδοχών για τα πεδία των τάσεων 

και των παραµορφώσεων (βλέπε Kerr (1965)). 

K

p(x, y)

x

z

x

p(x, y)

z

(α) (β)  

Σχήµα 2.1. (α) Το προσοµοίωµα του Winkler, (β) πλήρης ασυνέχεια της παραµόρφωσης της επιφάνειας του εδάφους 

στα όρια της φόρτισης  

Άµεση συνέπεια της παραδοχής του Winker είναι το γεγονός ότι στα σηµεία της επιφάνειας του εδάφους 

τα οποία είναι αφόρτιστα η κατακόρυφη µετακίνηση w(x,z) είναι ίση µε το µηδέν. Εποµένως, το 

προσοµοίωµα οδηγεί σε ασυνέχεια της παραµορφούµενης επιφάνειας του εδάφους µεταξύ της φορτιζόµενης 

και της αφόρτιστης επιφάνειας του (Σχήµα 2.1β). Η σχέση (2.1α) λαµβάνει την παρακάτω µορφή στην 

περίπτωση επίπεδων προβληµάτων (π.χ. για τα προβλήµατα επιπέδων πλαισίων): 

p(x)=kw(x) (2.1β) 

Πρέπει να διευκρινιστεί, ότι στην παραπάνω σχέση ο συντελεστής k (διαστάσεις [kN/m2]) συνδέεται µε τον 

δείκτη εδάφους µέσω της σχέσης k=Kb, όπου b είναι το πλάτος της φορτιζόµενης επιφάνειας του εδάφους.  
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2.2.2. Τα προσοµοιώµατα των δύο παραµέτρων 

Τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων αποτελούν µία πρώτη βελτίωση του προσοµοιώµατος του 

Winkler. Βασικό χαρακτηριστικό των προσοµοιωµάτων αυτών αποτελεί η δυνατότητα τους να προσδίδουν 

πλήρη συνέχεια στην παραµορφωµένη επιφάνεια του εδάφους. Τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων 

(αλλά και τα προσοµοιώµατα περισσότερων παραµέτρων) µπορούν να αναπτυχθούν µέσω των παρακάτω 

τριών µεθόδων: 

1. Μέθοδοι που βασίζονται στη θεώρηση συγκεκριµένων µηχανικών προσοµοιωµάτων που προκύπτουν 

από την παραδοχή κάποιας µορφής σύνδεσης µεταξύ των ελατηρίων του προσοµοιώµατος του Winkler. 

2. Μέθοδοι που ξεκινώντας από τις εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού µέσου καταλήγουν µε τη βοήθεια 

απλοποιητικών παραδοχών (αγνόηση της επιρροής συγκεκριµένων τάσεων) σε απλούστερες διαφορικές 

εξισώσεις συσχέτισης των εξωτερικών κατακορύφων φορτίων µε τις αντίστοιχες µετακινήσεις. 

3. Μέθοδοι που στηρίζονται στην ανάπτυξη  των εκφράσεων – συναρτήσεων των µετακινήσεων και των 

τάσεων που ασκούνται στην επιφάνεια του εδάφους σε σειρές Taylor ή Maclaurin, και εν συνεχεία στην 

απλοποίηση τους µε την αγνόηση όρων µεγαλύτερων µιας συγκεκριµένης τάξης. Οι µέθοδοι αυτές 

ονοµάζονται φορµαλιστικές µέθοδοι (Kerr (1984)). 

2.2.2.1. Προσοµοίωµα Filonenko – Borodich 

Το προσοµοίωµα του Filonenko – Borodich (1940) αποτελεί εφαρµογή της πρώτης κατηγορίας µεθόδων 

ανάπτυξης προσοµοιωµάτων δυο ή περισσοτέρων παραµέτρων. Το µηχανικό προσοµοίωµα συνίσταται από 

µια στρώση ελατηρίων και από µια απειροστού πάχους ελαστική µεµβράνη. Η επίτευξη της σύνδεσης 

µεταξύ των µεµονωµένων ελατηρίων επιτυγχάνεται µέσω της σύνδεσης των κεφαλών τους µε την 

µεµβράνη, η οποία θεωρείται ότι βρίσκεται υπό σταθερή εφελκυστική δύναµη Τ (διαστάσεις [kN/m]), 

(Σχήµα 2.2). 

K

p(x, y)

T T x

z  
Σχήµα 2.2. Το µηχανικό προσοµοίωµα του Filonenko – Borodich. 

Η κατάστρωση της σχέσης που συνδέει την εξωτερική φόρτιση p µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις του 

υποστρώµατος προκύπτει από την θεώρηση της ισορροπίας των δυνάµεων που δρουν στο σύστηµα 

ελατηρίων – µεµβράνης κατά τον κατακόρυφο άξονα. Πρέπει µάλιστα να τονιστεί, ότι εφόσον η 

κατακόρυφη ισορροπία του συστήµατος επιτυγχάνεται και µε τη συµµετοχή αξονικών δυνάµεων, καθίσταται 

αναγκαία η κατάστρωση των εξισώσεων ισορροπίας στη παραµορφωµένη κατάσταση του συστήµατος. Στο 

Σχήµα 2.3 δίνεται ένα απειροστό στοιχείο της µεµβράνης στην παραµορφωµένη του κατάσταση, λόγω της 

εφαρµογής της εξωτερικής φόρτισης p(x,y), καθώς και οι δυνάµεις οι οποίες δρουν σ’ αυτό. 
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Σχήµα 2.3.  Η κατάσταση παραµόρφωσης απειροστού στοιχείου του συστήµατος µεµβράνης – ελατηρίων. 

Η εξίσωση ισορροπίας του στοιχειώδους τµήµατος, κατά τον κατακόρυφο άξονα, είναι (Σχήµα 2.4): 

0(Kw)dxdypdxdydxdy
y

T
x

T zyzx =−+







∂

∂
+

∂
∂  (2.2) 

Στην παραπάνω εξίσωση, Τzx είναι οι συνιστώσες κατά τον άξονα z, των εφελκυστικών δυνάµεων Τ οι 

οποίες είναι οµοεπίπεδες µε το επίπεδο zx, ενώ Τzy είναι οι συνιστώσες κατά τον άξονα z των αντίστοιχων 

δυνάµεων οι οποίες είναι οµοέπιπεδες µε το επίπεδο zy. Οι δυνάµεις αυτές – µε βάση την παραδοχή 

απειροστών µετακινήσεων – είναι (Σχήµα 2.4): 
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Σχήµα 2.4.  Οι δυνάµεις που δρουν στο στοιχειώδες τµήµα του συστήµατος ελατήρια – ελαστική µεµβράνη. 

Με την εισαγωγή των (2.3α) και (2.3β), στην εξίσωση (2.2) προκύπτει η διαφορική εξίσωση που συνδέει 

τις κατακόρυφες εξωτερικές δυνάµεις µε τις αντίστοιχες µετακινήσεις: 

( )wTKwp 2∇−=  (2.4α) 
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Στην παραπάνω σχέση, 22222 yx ∂∂+∂∂=∇  είναι ο τελεστής του Laplace. Είναι προφανές ότι στην 

περίπτωση µελέτης επίπεδων προβληµάτων (π.χ. στο επίπεδο x-z) η σχέση (2.4α) δίνει: 

2

2

dx
wdTKwp −=  (2.4β) 

2.2.2.2. Προσοµοίωµα PASTERNAK 

Το προσοµοίωµα του Pasternak (1954) ανήκει στην κατηγορία προσοµοιωµάτων που αναπτύχθηκαν µε 

βάση την πρώτη µέθοδο ανάπτυξης προσοµοιωµάτων δυο ή περισσοτέρων παραµέτρων. Πρόκειται για ένα 

µηχανικό προσοµοίωµα που αποτελείται από µια στρώση κατακορύφων ελατηρίων επί των οποίων 

εδράζεται ένα επίπεδο διατµητικό στρώµα µοναδιαίου πάχους, το οποίο θεωρείται τελείως ασυµπίεστο 

(Σχήµα 2.5α). Με τον όρο «διατµητικό» στρώµα χαρακτηρίζεται στην συγκεκριµένη περίπτωση ένα 

δισδιάστατο σώµα που αποτελείται από κατακορύφως ασυµπίεστα στοιχεία που παραµορφώνονται µόνον 

κάτω από την επίδραση κατακόρυφων διατµητικών δυνάµεων (Σχήµα 2.5β). 

Προκειµένου να διατυπωθεί η σχέση η οποία συνδέει την εξωτερική φόρτιση p(x,y), µε τις κατακόρυφες 

µετατοπίσεις w, καταστρώνεται η συνθήκη ισορροπίας των κατακόρυφων δυνάµεων που δρουν σε ένα 

απειροστό στοιχείο του διατµητικού επιπέδου (Σχήµα 2.6). 

G

K

p(x, y)

x

w

x x+dx

τxz

x

zz

"1 "

τxz

w+∂  
∂x

wdx

(α) (β)

w∂  
∂x

 
Σχήµα 2.5.  (α) Το µηχανικό προσοµοίωµα του Pasternak, (β) η παραµόρφωση του διατµητικού στρώµατος. 

Κάνοντας την παραδοχή ότι το υλικό από το οποίο αποτελείται το διατµητικό στρώµα είναι οµογενές και 

ισότροπο, το µέτρο διάτµησης είναι κοινό και για τις δυο διευθύνσεις x και y: Gx=Gz=G (διαστάσεις 

[kN/m2]). Έτσι οι διατµητικές τάσεις τxz, τyz δίνονται από τις σχέσεις: 

x
wGGγτ xzxz ∂

∂
==  (2.5α) 

y
wGGγτ yzyz ∂

∂
==  (2.5β) 

∆εδοµένου το ότι το διατµητικό στρώµα έχει µοναδιαίο πάχος, οι συνολικές διατµητικές δυνάµεις ανά 

µονάδα µήκους είναι: 

∫ ∂
∂

==
1

0 xzx x
wGdzτN  (2.6α) 
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∫ ∂
∂

==
1

0 yzy y
wGdzτN  (2.6β) 

Η συνθήκη ισορροπίας κατά τον κατακόρυφο άξονα είναι (Σχήµα 2.6): 

0Kwp
y

N
x

N yx =−+
∂

∂
+

∂
∂  (2.7) 

 
x

y

pdxdy

(Kw)dxdy

N

Nx

y

x x+dx

y

y+dy 1

N  + dxN∂  
∂x

z

x
x

N
yN  + ∂  

∂y dyy

 

Σχήµα 2.6.  Οι δυνάµεις που δρουν σε απειροστό στοιχείο του διατµητικού στρώµατος. 

Η εισαγωγή των (2.6α), (2.6β) στην εξίσωση (2.7) οδηγεί στην διαφορική εξίσωση που συνδέει την 

εξωτερική κατακόρυφη φόρτιση p(x,y), µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις w(x,y): 

( )wGKwp 2∇−=  (2.8α) 

όπου 2∇  είναι ο τελεστής του Laplace. Για τη µελέτη επιπέδων προβληµάτων (π.χ. στο επίπεδο x-z) 

προκύπτει από τη (2.8α): 

2

2

dx
wdGKwp −=  (2.8β) 

2.2.2.3. Προσοµοίωµα HETÉNYI 

Το προσοµοίωµα που προτάθηκε από τον Hetényi είναι και αυτό ένα µηχανικό προσοµοίωµα του οποίου 

η βασική σύλληψη δεν διαφέρει επί της ουσίας από τα δυο προηγούµενα. Κατά τον Hetényi, η 

αλληλεπίδραση µεταξύ των ανεξάρτητων ελατηρίων επιτυγχάνεται µέσω µιας λεπτής πλάκας δυσκαµψίας 

D, για την οποία γίνεται η παραδοχή ότι εµφανίζει µόνον καµπτικές παραµορφώσεις (Σχήµα 2.7). 

K

p(x,y)

D
x

z
 

Σχήµα 2.7. Το µηχανικό προσοµοίωµα του Hetényi. 

Η συνθήκη της ισορροπίας των δυνάµεων του στοιχειώδους τµήµατος πλάκας – ελατηρίων κατά τον 

κατακόρυφο άξονα z είναι (Σχήµα 2.8): 
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0Kwp
y

q
x

q yx =−+
∂

∂
+

∂
∂  (2.9) 

Στην παραπάνω σχέση τα µεγέθη qx, qy είναι οι τέµνουσες δυνάµεις που προκύπτουν από την σύνθεση 

των τάσεων τxz και τyz οι οποίες ενεργούν στις τοµές x και y αντίστοιχα και έχουν τη διεύθυνση του άξονα z: 

∫=
d

0 xzx dzτq  (2.10α) 

∫=
d

0 yzy dzτq  (2.10β) 

Οι δυνάµεις αυτές συνδέονται, όπως εύκολα αποδεικνύεται, µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις w της 

πλάκας µέσω των παρακάτω σχέσεων (βλέπε Νιτσιώτα (1985)): 

( )w
x

Dq 2
x ∇

∂
∂

−=  (2.10γ) 

( )w
y

Dq 2
y ∇

∂
∂

−=  (2.10δ) 

Όπου D=Ed3/[12(1-v2)] είναι δυσκαµψία της πλάκας και Ε, ν είναι οι ελαστικές της σταθερές. 

x x+dx

y

y+dy

(Kw)dxdy

pdxdy x

y

qx

yq

d

∂  
∂

yq
yyq  + dy

q  +x
qx∂  

∂ dx
x

 

Σχήµα 2.8.  Η ισορροπία του απειροστού στοιχείου κατά τον κατακόρυφο άξονα. 

Θέτοντας τις (2.10γ) και (2.10δ) στην (2.9) προκύπτει η διαφορική εξίσωση µέσω της οποίας 

υπολογίζονται οι κατακόρυφες µετακινήσεις w(x,y) του ελαστικού υποβάθρου: 

( )wDKwp 4∇+=  (2.11α) 

Για επίπεδα προβλήµατα η (2.11α) δίνει: 

4

4

dx
wdΕΙKwp +=  (2.11β) 

Όπως γίνεται κατανοητό, στην (2.11β) η δυσκαµψία της πλάκας D έχει αντικατασταθεί από το µέγεθος 

(ΕΙ), το οποίο ως γνωστόν χαρακτηρίζει την δυσκαµψία δοκών.  

2.2.2.4. «Γενικευµένο» προσοµοίωµα εδάφους 

Το γενικευµένο προσοµοίωµα του εδάφους δεν µπορεί να ενταχθεί µέσα στα πλαίσια των µεθόδων µε τις 

οποίες διατυπώνονται τα προσοµοιώµατα δυο ή περισσοτέρων παραµέτρων. Σε αντίθεση µε τα 

προσοµοιώµατα που παρουσιάστηκαν πιο πάνω, το «γενικευµένο» προσοµοίωµα δεν στηρίζεται στην 

θεώρηση ενός µηχανικού προσοµοιώµατος αποτελούµενου από µεταφορικά ελατήρια µε κάποιας µορφής 
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διασύνδεση µεταξύ τους, αλλά στην παραδοχή ότι η αλληλεπίδραση µιας δοκού (ή µιας πλάκας) µε το 

έδαφος δεν πραγµατοποιείται µόνο µέσω κατακορύφων δυνάµεων ανάλογων των κατακορύφων 

µετακινήσεων της επιφάνειας, αλλά και µέσω ροπών ανάλογων της γωνίας κλίσης της ελαστικής της 

γραµµής. Εποµένως: 

Kwp =  (2.12α) 

dn
dwkm 1n =  (2.12β) 

Στη σχέση (2.12β) ο δείκτης n αντιπροσωπεύει µια οποιαδήποτε διεύθυνση σε ένα σηµείο του επιπέδου 

της επιφάνειας του εδάφους. Στην περίπτωση επιπέδου προβλήµατος η σχέση (2.12β) γίνεται: 

dx
dwkm 1x =  (2.12γ) 

Η ροπή mx µπορεί να αντικατασταθεί από µια κατανεµηµένη κατακόρυφη φόρτιση. Η αντικατάσταση 

αυτή επιτυγχάνεται µε τρόπο όµοιο µε αυτό που χρησιµοποιείται για να µετατραπεί η ροπή συστροφής mxy 

στο όριο µιας πλάκας, σε ισοδύναµη κατακόρυφη τέµνουσα ∂mxy / ∂x (βλέπε π.χ. Νιτσιώτα (1985)). Η 

ισοδύναµη αυτή τέµνουσα προστίθεται αλγεβρικά στις κατακόρυφες δυνάµεις των µεταφορικών ελατηρίων. 

Εποµένως, η µαθηµατική διατύπωση του γενικευµένου προσοµοιώµατος είναι: 

2

2

1 dx
wdkKwp −=  (2.13) 

Στην Παράγραφο 2.2.7 θα αποδειχθεί πως υπάρχει συσχέτιση του γενικευµένου προσοµοιώµατος µε το 

προσοµοίωµα του Pasternak, καθώς το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος (2.5) αποτελεί µια φυσική 

ερµηνεία του «γενικευµένου» προσοµοιώµατος του εδάφους. Επίσης, θα δοθεί µια επεξήγηση του τρόπου µε 

τον οποίο η σχέση (2.13) µπορεί να προκύψει από την (2.12γ). Αξίζει τέλος να σηµειωθεί, ότι η 

αλληλεπίδραση εδάφους – κατασκευής και µε στροφικές αντιδράσεις – ροπές είναι τεκµηριωµένη (Pasternak 

(1937)), ωστόσο θεωρείται αµελητέα και αγνοείται όταν ο λόγος του µέτρου ελαστικότητας του εδάφους 

προς το µέτρο ελαστικότητας της δοκού (ή της πλάκας) είναι µικρότερος του 1/100 (Herrmann, Mason και 

Chan (1967)). 

2.2.2.5. Προσοµοίωµα Vlasov και οι τροποποιήσεις – επεκτάσεις του 

Το προσοµοίωµα του Vlasov (Vlasov και Leont’ev (1960)) είναι αποτέλεσµα εφαρµογής γενικών 

παραλλακτικών µεθόδων της µηχανικής στα πλαίσια της θεωρίας των ελαστικών υποβάθρων. Εποµένως 

κατατάσσεται στην δεύτερη κατηγορία µεθόδων, καθώς βασίζεται στις γενικές εξισώσεις της επίπεδης 

ελαστικότητας (επίπεδη ένταση, επίπεδη παραµόρφωση). Η µεθοδολογία ανάπτυξης του προσοµοιώµατος 

επιτυγχάνει την προσέγγιση των αγνώστων µεγεθών µετακίνησης των υλικών σηµείων του υποβάθρου µέσω 

της ανάπτυξης τους σε αριθµητικές σειρές πεπερασµένου αριθµού όρων. Παράλληλα, στηρίζεται 

(προαιρετικά όµως) στην πρόσθετη παραδοχή του αµελητέου των οριζοντίων µετακινήσεων υποβάθρου, µε 

αποτέλεσµα η τελική µορφή της διαφορικής εξίσωσης του προσοµοιώµατος να είναι µια συνήθης διαφορική 
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εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές. Έτσι, η διαδικασία επίλυσης της είναι σχετικά απλή για κάθε κατηγορία 

εξωτερικής φόρτισης. Το προσοµοίωµα του Vlasov µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα που αφορούν 

φορείς θεµελίωσης εδραζόµενους είτε επί ενδόσιµης εδαφικής στρώσης πεπερασµένου πάχους η οποία 

εδράζεται επί ακλόνητου υποβάθρου, είτε επί εδαφικής στρώσης απείρου πάχους. 

Βασικό χαρακτηριστικό του προσοµοιώµατος είναι το γεγονός ότι τα αποτελέσµατα στα οποία καταλήγει 

είναι σε άµεση εξάρτηση από την παραδοχή που εξαρχής γίνεται για την µορφή της κατανοµής των 

κατακορύφων µετακινήσεων του ενδόσιµου υποβάθρου. Εποµένως, το προσοµοίωµα δίνει την ευχέρεια στο 

χρήστη να βελτιώσει την αποτελεσµατικότητα του, επιλέγοντας διάφορες µορφές για τη συνάρτηση που 

περιγράφει την κατανοµή των κατακορύφων µετακινήσεων, και να προσδιορίσει τον τρόπο µε τον οποίο 

µεταβάλλονται τα τελικά αποτελέσµατα σε σχέση µε τη µορφή της συνάρτησης αυτής. Παράλληλα, είναι 

δυνατή και η χρήση πειραµατικών δεδοµένων µε βάση τα οποία µπορεί να καταστρωθεί και να 

χρησιµοποιηθεί εξίσωση κατανοµής κατακορύφων µετακινήσεων του υποβάθρου. 

Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστεί πρώτα η αρχική διατύπωση του προσοµοιώµατος όπως 

αρχικά παρουσιάστηκε από τους Vlasov και Leont’ev (1960). Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι 

τροποποιήσεις του προσοµοιώµατος που είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία. 

Η αρχική διατύπωση  του προσοµοιώµατος 

Η διατύπωση των εξισώσεων του προβλήµατος ξεκινά τη θεώρηση του ελαστικού υποβάθρου ενός 

επιπέδου ελαστικού σώµατος διατοµής bxH και απείρου µήκους (Σχήµα 2.9) του οποίου η βάση εδράζεται 

επί ακλονήτου υποβάθρου. Ξεκινώντας από τις συνθήκες επίπεδης έντασης  στο επίπεδο x – z, τα πεδία των 

τάσεων, των µετατοπίσεων και των παραµορφώσεων είναι τα ακόλουθα: 

Πεδίο τάσεων 

σxx = σxx(x,z) , σzz = σzz(x,z) , τxz = τxz(x,z) , τzx = τzx(x,z) , σyy = τxy = τyx =τyz=τzy=0 (2.14) 

Πεδίο µετατοπίσεων 

υ=υ(x,z) , w=w(x,z) , υ = 0 (2.15) 

Πεδίο παραµορφώσεων 

0εεε
x
w

zz
wε yxxyxx ===

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= yyxzzz            υε    ,  ε   ,   υ
x

 (2.16) 

Ακολούθως εισάγεται η βασική παραδοχή του προσοµοιώµατος σύµφωνα µε την οποία ικανοποιητική 

προσέγγιση των αγνώστων συναρτήσεων µετακίνησης υ(x,z), w(x,z) µπορεί να επιτευχθεί µε την έκφραση 

τους µε τη µορφή των παρακάτω αριθµητικών σειρών πεπερασµένου αριθµού όρων: 

) m .,.......... 3, 2, 1,  i (            z)φ (x)Uz)υ(x, i

m

1i
i == ∑

=

(             (Οριζόντια διεύθυνση) (2.17α) 

)n  .,.......... 3, 2, 1, k  (          z)ψ x)Vz)w(x, k

n

k
k == ∑

=

((
1

        (Κατακόρυφη διεύθυνση) (2.17β) 

Όπως παρατηρείται από τις παραπάνω σχέσεις, η παραδοχή η οποία γίνεται για την µορφή των αγνώστων 

µετακινήσεων του υποβάθρου µπορεί να θεωρηθεί ως µια εφαρµογή της µεθόδου διαχωρισµού των 
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µεταβλητών που εφαρµόζεται γενικότερα σε προβλήµατα των οποίων η λύση ανάγεται στην επίλυση 

διαφορικών εξισώσεων µε άγνωστες συναρτήσεις δυο µεταβλητών. Πρέπει να τονιστεί, ότι οι αδιάστατες 

συναρτήσεις φi(z), ψk(z) θεωρούνται γνωστές. Αυτό σηµαίνει ότι των περαιτέρω υπολογισµών θα πρέπει να 

προηγηθεί µια παραδοχή για την µορφή των συναρτήσεων αυτών, οι οποίες καθορίζουν την µορφή – 

κατανοµή τόσο των οριζόντιων όσο και των κατακόρυφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. 

Αντίθετα οι συναρτήσεις Ui(x), Vk(x) που καθορίζουν την κατανοµή των οριζόντιων και κατακόρυφων 

µετακινήσεων κατά τον οριζόντιο άξονα x, είναι οι άγνωστοι του προβλήµατος αποτελούν το αντικείµενο 

των υπολογισµών και ονοµάζονται γενικευµένες µετακινήσεις.  

M(x,z)

1

υ(x,z)
w(x,z)

q(x,z)

p(x,z)

H

x

z

y

0
b

σσ
τ τ

xxzz

zx
xz

b

dx=1

xzτ

σxx

zzσ

τzx

H

∂  
∂

zxτ
x

τ  +zx dx

x
∂  
∂

xxσ  +xx
σ dx

 
Σχήµα 2.9.  Η κατάσταση επίπεδης έντασης. 

Για τον προσδιορισµό των γενικευµένων µετακινήσεων Ui(x), Vk(x) θα πρέπει να καταστρωθούν οι 

εξισώσεις ισορροπίας µιας στοιχειώδους λωρίδας του υποβάθρου, µήκους dx=1. Με βάση την αρχή των 

«δυνατών µετακινήσεων» του Lagrange, η κατάσταση ισορροπίας προσεγγίζεται εάν εξισωθεί µε το µηδέν 

το συνολικό έργο που εκτελούν όλες οι εσωτερικές και εξωτερικές δυνάµεις που δρουν στη στοιχειώδη 

λωρίδα κατά τη διάρκεια οιασδήποτε «δυνατής» µετακίνησης. Με βάση τις σχέσεις (2.17α) και (2.17β) 

καθίσταται σαφές, ότι η κάθε στοιχειώδης λωρίδα κατέχει (m+n) βαθµούς ελευθερίας: m κατά την διαµήκη 

διεύθυνση (παράλληλη του άξονα x) και n κατά την εγκάρσια διεύθυνση (παράλληλη του άξονα z). 

Εποµένως, υπάρχουν m διαφορετικές µεταξύ τους «δυνατές µετακινήσεις» της στοιχειώδους λωρίδας κατά 

τη διεύθυνση x, και n κατά z. Άρα, θα πρέπει να καταστρωθούν m+n εξισώσεις, οι οποίες αποτελούν το 

σύστηµα διαφορικών εξισώσεων, η λύση του οποίου οδηγεί στον προσδιορισµό των γενικευµένων 

µετακινήσεων Ui(x), Vk(x). Το έργο που εκτελούν οι εσωτερικές και οι εξωτερικές δυνάµεις και τάσεις για 

κάθε µια από τις m+n «δυνατές» µετακινήσεις δίνεται από τις παρακάτω εκφράσεις: 

) m ..... 3, 2, 1,j (     0    bdzφ z) q(x, bdz bdz 
x

H

0 j ==+−
∂

∂
∫∫∫

H

0

j
xz

H

0 j
xx

dz
dφ

τφ
σ     (2.18α) 

) m ..... 3, 2, 1,h (   0  bdzψ z) p(x, dz  bdz
x

H

0 h

H

0
==+−

∂
∂

∫∫∫
H

0

h
zzh

zx b
dz

dψ
σψ

τ   (2.18β) 

όπου bdz= dF είναι το στοιχειώδες τµήµα της διατοµής του ελαστικού υποβάθρου και b το πάχος του 

(Σχήµα 2.9). Η σχέση (2.18α) αναφέρεται στο συνολικό έργο που εκτελούν οι δυνάµεις κατά την οριζόντια 
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διεύθυνση, ενώ η (2.18β) στο αντίστοιχο έργο που εκτελείται κατά την κατακόρυφη διεύθυνση. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις παρακάτω σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις µε τις παραµορφώσεις στην περίπτωση 

της επίπεδης εντατικής κατάστασης: 

xzxxzzzzxx ε 
)

)εσ)εσ
ν

v
ν

v
ν +

==+=+=
2(1

Eτ   τ, (ε 
-1
E   , (ε 

-1
E

zxxzzz2xx2
 (2.19) 

αλλά και τις σχέσεις (2.16), (2.17α), (2.17β), το σύστηµα των εξισώσεων (2.18α), (2.18β) παίρνει την εξής 

µορφή: 

m) ......., 3, 2, 1, j (   0  q 
E

1 c 
2

1 
dx

dV
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α jjkjk
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i
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−
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−
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2ν )ν tν(
2
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n) ......., 3, 2, 1,h  (   0 p 
Ε
ν1 s Vr 

dx
Vd
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dU

h

2

hk
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n

1k
2
k

2m
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−

+−
−

+
−

−− ∑∑∑
=== 2

ν1  )c ν1  tν( hihi  (2.20β) 

Στο παραπάνω σύστηµα: 

∫+=
H

0 jφ)0( bdz z)q(x,bφ q(x,0) q jj  ∫+=
H

0hh bdz z)p(x, bψ p(x,0)p hψ)0(  (2.20γ) 

∫==
H

0
bdzφφ  α  α jijiij  ∫==

H

0 k zψ bdψ   r   r hkhhk  

∫==
H

0
bdz 

dz
dφ  

dz
dφ

 b   b ij
ijji  ∫==

H

0
h

khhk bdz dψ  s   s
dz

dψ
dz

k  

 bdz ψ
dz
dφ

 c k
j

jk ∫=
H

0
 ∫=

H

0 h
i

hi bdz ψ
dz
dφ  c  

 bdz 
dz

dψφ t k
jjk ∫=

H

0
 ∫=

H

0
h

ihi bdz 
dz

dψφ  t  

(2.20δ) 

Θα πρέπει να τονιστεί, ότι οι όροι εντός των ολοκληρωµάτων στις σχέσεις (2.20γ) αντιστοιχούν στις 

µαζικές δυνάµεις του ελαστικού υποβάθρου, ενώ οι όροι q(x,0)φj(0) και p(x,0)ψh(0) αντιστοιχούν στις 

επιφανειακές δυνάµεις που δρουν στην ελεύθερη επιφάνεια του. 

Μετά την επιλογή των συναρτήσεων φi(z), ψk(z) µπορεί να ακολουθήσει καταρχήν ο υπολογισµός των 

ολοκληρωµάτων (2.20δ) και σε δεύτερο στάδιο η κατάστρωση του συστήµατος των εξισώσεων (2.20α) και 

(2.20β), η τάξη του οποίου είναι 2(m+n). Η επίλυση του συστήµατος αυτού απαιτεί τη γνώση ενός 

συγκεκριµένου αριθµού συνοριακών συνθηκών. Εφόσον, όπως και πιο επάνω τονίστηκε, οι βαθµοί 

ελευθερίας του ελαστικού υποβάθρου είναι m+n, βγαίνει εύκολα το συµπέρασµα ότι ο αριθµός των 

απαιτούµενων συνοριακών συνθηκών είναι 2(m+n), και άρα είναι ίσος µε τους βαθµούς ελευθερίας των δυο 

ακραίων «διατοµών» του αλλά και µε την τάξη του συστήµατος. Οι συνοριακές αυτές συνθήκες µπορούν να 

εκφραστούν είτε ως συναρτήσεις τάσεων είτε ως συναρτήσεις µετακινήσεων είτε τέλος ως συνδυασµός 

τους. Εφόσον όµως οι εξισώσεις του προσοµοιώµατος είναι βασισµένες σε συνθήκες µηδενισµού του έργου 

των εξωτερικών και των εσωτερικών δυνάµεων που δρουν στο σώµα κατά τη διάρκεια όλων των «δυνατών» 
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µετακινήσεων του, θα πρέπει και οι συνοριακές συνθήκες να εκφράζονται µέσω µεγεθών που αφορούν έργο 

δυνάµεων. Για το λόγο αυτό εισάγονται τα µεγέθη Τi(x) και Sh(x): 

m) ......, 3, 2, 1,(j            dFφσx)(T
H

0 jxxj == ∫  (2.21α) 

n) ......., 3, 2, 1,(h           dFψτ x)(S
H

0 hzxh == ∫  (2.21β) 

τα οποία δίνουν το «δυνατό» έργο που εκτελούν οι ορθές (σxdF) και οι διατµητικές (τyxdF) δυνάµεις που 

δρουν σε κάποια τυχούσα «διατοµή» του υποβάθρου, κατά τη διάρκεια κάθε µίας από τις m+n «δυνατές» 

µετακινήσεις των σηµείων της «διατοµής» αυτής. Τα µεγέθη Τi(x) και Sh(x) ονοµάζονται γενικευµένες ορθές 

και διατµητικές δυνάµεις αντίστοιχα, και δρουν σε µια τυχούσα «διατοµή» του υποβάθρου. Με τη βοήθεια 

των γενικευµένων δυνάµεων είναι δυνατή η έκφραση των απαραίτητων συνοριακών συνθηκών µε τη µορφή 

τάσεων στις ακραίες «διατοµές» του υποβάθρου. Η δυνατότητα αυτή µπορεί να γίνει εύκολα φανερή αν 

ληφθεί υπόψη ότι οι τάσεις σxx, τzx που υπεισέρχονται στις σχέσεις (2.21α) και (2.21β) αντίστοιχα, 

συσχετίζονται µε τις γενικευµένες µετακινήσεις Ui, Vk µέσω των σχέσεων (2.16), (2.17α), (2.17β) και (2.19). 

Οι εξισώσεις που εκτέθηκαν πιο πάνω είναι οι βασικές εξισώσεις ενός προσοµοιώµατος όχι µονοσήµαντα 

ορισµένου. Πράγµατι, οι εξισώσεις (2.20α) και (2.20β) δίνουν τη δυνατότητα αφενός της επιλογής διάφορων 

µορφών για τις συναρτήσεις κατανοµής των µετακινήσεων εντός του ελαστικού υποβάθρου και αφετέρου 

την επιλογή οποιουδήποτε αριθµού όρων. 

Ειδίκευση των γενικών εξισώσεων – κατάστρωση των εξισώσεων του προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων 

Το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων του Vlasov µε τη µορφή που είναι γνωστό στη διεθνή 

βιβλιογραφία προκύπτει από την εξιδίκευση των εξισώσεων που παρουσιάστηκαν πιο πάνω. Η εξειδίκευση 

αυτή γίνεται µε τη βοήθεια των εξής απλοποιητικών παραδοχών: 

1. Η φόρτιση του εδάφους συνίσταται µόνο από κατακόρυφο επιφανειακό φορτίο p(x,0), δηλ. qj = 0. 

2. υ(x,z) = 0 (2.22α) 

3. w(x,z)=V1(x)ψ1(z)         (2.22β) 

Με βάση τις παραπάνω παραδοχές τα πεδία των παραµορφώσεων και των τάσεων γίνονται αντίστοιχα: 

dz
dψ

(x)Vε 1
1zz =  (2.23α) 

(z)ψ
dx

dV
ε 1

1
xz =  (2.23β) 

0ε xx =  (2.23γ) 

και 

dz
dψx)(V

ν1
Eσ 1

12zz −
=  (2.23δ) 

z)(ψ
dx
dV

ν)2(1
Eτ 1

1
zx +

=  (2.23ε) 
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Οι παραπάνω σχέσεις αναφέρονται σε συνθήκες επίπεδης έντασης. Πολύ εύκολα µπορεί να γίνει 

αναγωγή των σχέσεων αυτών για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.23δ, 

ε) αλλά µε ελαστικές σταθερές Εο, νο που δίνονται από τις σχέσεις (Σχήµα 2.10β): 

  
ν1

νν   ,  
ν1

EE 020 −
=

−
=  (2.23στ) 

Με βάση τις παραπάνω παραδοχές, το σύστηµα των (2.20α), (2.20β) “εκφυλίζεται” στην εξίσωση που 

περιέχει τις συναρτήσεις V1(x) και ψ1(z): 

0   p 
Ε

1Vs
dx

Vd
 r 

2
1

11112
1

2

11 =






 −
+−






 − 2νν  (2.24) 

Στην παραπάνω εξίσωση: 

(0)p(x)bψp      bdz,
dz

dψ
s     (z)bdz,ψr 11

H

0

2
1

11

H

0

2
111 =








== ∫∫   

Ό όρος p1 αφορά το έργο που εκτελείται από το κατανεµηµένο κατακόρυφο φορτίο p(x) που δρα στην 

ελεύθερη επιφάνεια του υποβάθρου (Σχήµα 2.10α, β). 

Ακλόνητη βάση
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Η
Ε  , ν

x

z

y

0

M
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b

Ηυ(x,z)=0
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Ακλόνητη βάση

w(x,z)=V (x)ψ (z)

0

Mz

p(x)

x b

(β)(α)

0 0

1 1 w(x,y,z)=V (x)ψ (z)1 1

 
Σχήµα 2.10. Εφαρµογή του προσοµοιώµατος σε συνθήκες επίπεδης έντασης (α) και επίπεδης παραµόρφωσης (β). 

Η (2.24) η οποία και αποτελεί τη βασική εξίσωση του προσοµοιώµατος, µπορεί να γραφτεί: 

( ) 0  p    Vk   
dx

Vd  t2 112
1

2

=+−  (2.25) 

Όπου: 

  
ν 2−

=
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s Ek 11  (2.26α) 

  
ν)(1 4

r E t 11

+
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Η επίλυση της (2.25) απαιτεί την γνώση συνοριακών συνθηκών, οι οποίες είναι δυνατό να εκφραστούν 

(όπως τονίστηκε προηγουµένως) µε τη βοήθεια των γενικευµένων δυνάµεων. Με βάση τις σχέσεις (2.21α), 

(2,21β) αλλά και τις παραδοχές (2.22α) και (2.22β) προκύπτουν: 

0bdzφσT 1

H

0 xx1 == ∫  (2.27α) 

dx
dV

2t(z)dFψ
dx

dV
ν)2(1

EbdzψτS 1H

0

2
1

1H

0 1zx1 =







+

== ∫∫  (2.27β) 

Επιλογή εξίσωσης της κατανοµής των κατακορύφων  µετακινήσεων. 

Όπως τονίστηκε και στην αρχή της παρούσας παραγράφου, το προσοµοίωµα του Vlasov διαφέρει από τα 

υπόλοιπα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων στο ότι η διαφορική εξίσωση που το διέπει εξαρτάται και 

από την επιλογή της συνάρτησης ψ1(z) που προσδιορίζει την κατανοµή (προφίλ) των κατακορύφων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Με κατάλληλη επιλογή της ψ1(z) είναι δυνατό να αυξηθεί η 

ακρίβεια του προσοµοιώµατος σε τέτοιο βαθµό έτσι ώστε να αντισταθµιστεί κατά κάποιο ποσοστό η 

απώλεια ακρίβειας που προκαλεί το γεγονός ότι για την προσέγγιση της w(x,z) (σχέση (2.17β)) 

χρησιµοποιείται µόνο ένας όρος και όχι περισσότεροι. Εποµένως, το προσοµοίωµα του Vlasov θέτει 

επιπλέον και το πρόβληµα της κατάλληλης επιλογής της εξίσωσης ψ1(z). 

Εφόσον το πάχος του εδαφικού στρώµατος είναι σχετικά µικρό, έχει αποδειχθεί (Vlasov (1966)) ότι τα 

αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος είναι ικανοποιητικά αν επιλεγεί η σχέση: 

H
zHz)(ψ1

−
=  (2.28) 

Πρόκειται για µια γραµµική σχέση η οποία, αν συνδυαστεί µε τις εξισώσεις (2.23α) και (2.23β), οδηγεί 

στο συµπέρασµα ότι η επιλογή της ως σχέσης περιγραφής της κατανοµής των κατακορύφων µετακινήσεων, 

έχει ως αποτέλεσµα, οι παραµορφώσεις εyy, και οι τάσεις σxx να είναι σταθερές κατά την έννοια του 

κατακόρυφου άξονα. Θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι η (2.28) µπορεί να εφαρµοστεί – σύµφωνα µε το 

Vlasov – µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα και στην περίπτωση ελαστικού υποβάθρου το οποίο συντίθεται 

από διάφορες στρώσεις µικρού σχετικά πάχους η κάθε µια. Σε µια τέτοια περίπτωση, η παράµετρος Η αφορά 

το πάχος της εκάστοτε στρώσης εντός της οποίας οι κατακόρυφες τάσεις σzz µπορούν να θεωρηθούν 

σταθερές. Για µεγαλύτερα βάθη του εδαφικού υποστρώµατος η (2.28) παύει να προσοµοιώνει ικανοποιητικά 

την κατανοµή των κατακορύφων µετακινήσεων. Στην περίπτωση αυτή προτείνεται η σχέση (Vlasov (1966)): 

sinh(γH)
z)]sinh[γ(H(z)ψ1

−
=  (2.29) 

Στην εξίσωση (2.29) υπεισέρχεται η παράµετρος γ η οποία έχει διαστάσεις (m-1), προσδιορίζει το βαθµό 

µε τον οποίο µειώνονται οι κατακόρυφες µετακινήσεις στο εσωτερικό του εδάφους και εξαρτάται από τα 

χαρακτηριστικά του, αλλά και τα χαρακτηριστικά της επιφανειακής φόρτισης. Η χρήση της (2.29) οδηγεί σε 

µια κατανοµή κατακορύφων τάσεων σzz που µεταβάλλονται µε το βάθος. 
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Μια τρίτη εξίσωση την οποία προτείνει ο Vlasov αντί της (2.29) για την περίπτωση κατά την οποία το 

ελαστικό υπόβαθρο έχει άπειρο βάθος, είναι: 

γz
1 e (z)ψ −=     (2.30) 

Η σχέση αυτή είναι ανάλογη της (2.29) καθώς εισάγει την παράµετρο γ και οδηγεί σε πεδίο 

κατακορύφων τάσεων που µεταβάλλεται εκθετικά µε το βάθος. 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµανθεί το γεγονός, ότι αν για τον προσδιορισµό του προφίλ των 

κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του εδάφους επιλεγεί η σχέση (2.29) ή η (2.30) το 

προσοµοίωµα του Vlasov εξαρτάται και από µια τρίτη παράµετρο, την παράµετρο γ. Εποµένως θα µπορούσε 

να θεωρηθεί ότι πρόκειται για προσοµοίωµα τριών παραµέτρων. Ωστόσο κατατάσσεται στα προσοµοιώµατα 

των δυο παραµέτρων, αφού η γενική µορφή της εξίσωσης που το διέπει είναι της ίδιας γενικής µορφής µε 

αυτές των υπολοίπων προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων.  

Τέλος σηµειώνεται, ότι για την επιλογή της εξίσωσης για την ψ1(z) είναι δυνατό να χρησιµοποιηθούν και 

άλλες εκφράσεις που είτε προκύπτουν από πειραµατικά δεδοµένα είτε προσδιορίζονται µε τη βοήθεια 

µεθόδων της Θεωρίας Ελαστικότητας. 

Παραλλαγές – επεκτάσεις του προσοµοιώµατος  

Η γενική µορφή των βασικών εξισώσεων ισορροπίας (2.20α) και (2.20β) του προσοµοιώµατος και οι 

δυνατότητες επιλογής του αριθµού και της µορφής των παραµέτρων του δίνουν τη δυνατότητα 

πειραµατισµού για την βελτίωση της αποτελεσµατικότητας του. Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστεί 

εν συντοµία η τροποποίηση του προσοµοιώµατος από τους Jones και Xenophontos (Jones και Xenophontos 

(1977)) αλλά και τους Vallabhan και Das (1988). 

Η µέθοδος των Jones and Xenophontos 

Οι Jones and Xenophontos, προσπαθώντας να καταλήξουν σε µια τεκµηριωµένη σχέση προσδιορισµού 

της κατανοµής των κατακορύφων µετακινήσεων, εφάρµοσαν την αρχή της στάσιµης τιµής του ελαστικού 

δυναµικού για το σύστηµα δοκός ή πλάκα και υπόβαθρο. 

Κάνοντας χρήση της ενεργειακής αυτής αρχής, και ξεκινώντας από τις βασικές παραδοχές του Vlasov 

(σχέσεις (2.22α) και (2.22β)), κατέληξαν αφενός στη σχέση (2.25) και αφετέρου στη σχέση (2.29). Έτσι 

κατάφεραν να τεκµηριώσουν την (2.29) αλλά παράλληλα να την συσχετίσουν µε τις υπόλοιπες παραµέτρους 

του προβλήµατος. Στα πλαίσια των εξισώσεων του προσοµοιώµατος που εισήγαγαν, οι τιµές των 

παραµέτρων δεν εξαρτώνται µόνο από τα κλασσικά µεγέθη τα οποία ορίζει η θεωρία ελαστικότητας (µέτρο 

ελαστικότητας Ε, λόγος Poison ν) για το έδαφος, αλλά και από τα χαρακτηριστικά του υλικού της 

κατασκευής (δοκού, πλάκας ή κελύφους) που βρίσκεται επί του υποβάθρου, και από τις διαστάσεις και τη 

γεωµετρική µορφή των διατοµών τους (π.χ. ροπή αδράνειας διατοµών). 

Η µέθοδος ξεκινά µε τη θεώρηση του προβλήµατος της τρισδιάστατης ελαστικότητας (Σχήµα 2.11). 

Εισάγοντας κατόπιν τις απλοποιητικές παραδοχές του Vlasov για το πεδίο των µετακινήσεων, καταλήγει 

στις τροποποιηµένες σχέσεις τάσεων – µετακινήσεων. 
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Σχήµα 2.11. Το τρισδιάστατο πρόβληµα δοκού ή πλάκας επι ελαστικού υποβάθρου τύπου Vlasov. 

Οι παραδοχές αυτές είναι (Σχήµα 2.11): 

1. u(x,y,z)=υ(x,y,z)=0, δηλαδή αµελητέες οριζόντιες µετακινήσεις. 

2. w(x,y,z)=w1(x,y)φ(z) 

Με βάση τις παραπάνω παραδοχές η ενέργεια παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός (ή πλάκα) – έδαφος 

δίνεται από τη σχέση: 
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(2.31) 

όπου D είναι η δυσκαµψία της πλάκας και νπλ ο λόγος Poison του υλικού της. Στην παραπάνω έκφραση το 

δεύτερο ολοκλήρωµα αφορά το έργο παραµόρφωσης πλάκας πεπερασµένων διαστάσεων, αλλά θα ήταν 

δυνατή η χρήση αντίστοιχης έκφρασης για δοκούς. Πρέπει επίσης να τονιστεί ότι η τριπλή ολοκλήρωση 

γίνεται σε όλο τον όγκο του ελαστικού υποβάθρου (-∞<x,y<+∞ και 0<z<Η), ενώ η διπλή ολοκλήρωση στην 

επιφάνεια η οποία ορίζεται από τα όρια πλάκας (Σχήµα 2.11). 

Στο σηµείο αυτό υπεισέρχεται η διαφοροποίηση της µεθοδολογίας των Johnes and Xenophontos από 

αυτήν των Vlasov και Leont’ev, καθώς για την κατάστρωση των συνθηκών ισορροπίας του συστήµατος 

πλάκα – ελαστικό υπόβαθρο δεν γίνεται χρήση της  αρχής των «δυνατών µετακινήσεων» του Lagrange αλλά 

η αρχή της στάσιµης τιµής ενέργειας παραµόρφωσης Ι: 
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1
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−=⇒−= ∫∫∫∫  (2.32) 

Με τη βοήθεια των σχέσεων (2.31) και (2.32) καταλήγουµε στις δυο παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 
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όπου 224 ∇∇=∇  είναι ο διπλός τελεστής του Laplace. Η λύση της εξίσωσης (2.33α) οδηγεί στον 

προσδιορισµό της παραµορφωµένης επιφάνειας του ελαστικού υποβάθρου, ενώ η εξίσωση (2.33β) οδηγεί 

στον προσδιορισµό του ζητούµενου προφίλ της κατανοµής των κατακόρυφων µετακινήσεων σε συνάρτηση 

µε το βάθος. 

Εύκολα µπορεί να γίνει αντιληπτό ότι εάν η (2.33α) προσαρµοστεί σε συνθήκες επίπεδης ελαστικότητας 

είναι ταυτόσηµη µε την εξίσωση (2.25). Εποµένως η προσοχή εστιάζεται στην λύση της εξίσωσης (2.33β). 

Για την άγνωστη προς το παρόν συνάρτηση φ είναι λογικό να υποτεθεί ότι στην επιφάνεια του 

υποστρώµατος έχει τιµή ίση µε τη µονάδα δηλ. φ(0)=1, ενώ στη βάση του υποστρώµατος εφόσον αυτό 

βρίσκεται επί ακλόνητης βάσης, την τιµή µηδέν. ∆ηλαδή φ(Η)=0. Κάνοντας χρήση των δυο αυτών 

συνοριακών συνθηκών µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι η λύση της εξίσωσης (2.33β) είναι: 

sinh(zH)
z)]-sinh[γ(Hφ(z) =  (2.34) 

Η σχέση αυτή είναι ταυτόσηµη µε την (2.29) την όποια εισήγαγε µε αυθαίρετο τρόπο ο Vlasov. Στο 

σηµείο αυτό η µεθοδολογία των Jones and Xenophontos προχωρά σε προσδιορισµό του γ µέσω της σχέσης: 
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Η προσαρµογή της (2.35α) σε συνθήκες επίπεδης ελαστικότητας (στο επίπεδο xz) προκύπτει: 
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Από τις σχέσεις (2.35α) και (2.35β) προκύπτουν δυο συµπεράσµατα: 

α. Η παράµετρος γ εξαρτάται από την µορφή της παραµορφωµένης επιφάνειας του ελαστικού υποβάθρου, η 

οποία όµως για να υπολογιστεί, απαιτεί τη γνώση της παραµέτρου γ. Εποµένως, το πρόβληµα µπορεί να 

επιλυθεί µόνον µε µια επαναληπτική – θαµιστική µέθοδο, και 

β. Η παράµετρος γ δεν εξαρτάται µόνον από τις ελαστικές σταθερές Ε, ν του υποβάθρου και το πάχος του Η, 

αλλά και από τις διαστάσεις, τις µηχανικές ιδιότητες και την µορφή της φόρτισης της πλάκας. 

Η µέθοδος των Vallabhan και Das 

Οι Vallabhan και Das (1988), ακολουθώντας τις βασικές αρχές των Jones and Xenophontos εισήγαγαν 

µια επαναληπτική διαδικασία µέσω της οποίας κατόρθωσαν σε µια σειρά δηµοσιευµένων µελετών τους 

[(1988), (1991α), (1991β)] να προσδιορίσουν αναλυτικά την παράµετρο γ – η οποία στα πλαίσια τις αρχικής 

διατύπωσης του Vlasov ήταν αποτέλεσµα αυθαίρετης επιλογής – και παράλληλα να πετύχουν τον αναλυτικό 

προσδιορισµό των δυο παραµέτρων του προσοµοιώµατος. Πέραν τούτου επέκτειναν τις εξισώσεις του 
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προσοµοιώµατος έτσι ώστε να λαµβάνεται υπόψη η καθ’ ύψος γραµµική µεταβολή του µέτρου 

ελαστικότητας του υποστρώµατος (Vallabhan και Das (1991β)). Από την γενίκευση αυτή επιτυγχάνεται ο 

προσδιορισµός των δυο παραµέτρων του προσοµοιώµατος για την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο 

είναι µη οµογενές (βλέπε παραγράφους 2.4.2 και 2.4.3). 

2.2.2.6. Η υπόθεση του Wieghardt 

Κάνοντας κριτική στο προσοµοίωµα του Winkler, o Wieghardt (1922) πρότεινε µια διαφορετική 

προσέγγιση στο πρόβληµα του προσδιορισµού της σχέσης η οποία συνδέει την κατακόρυφη φόρτιση µε τις 

αντίστοιχες κατακόρυφες µετακινήσεις στην επιφάνεια του εδάφους. Πρόκειται για µια υπόθεση η οποία 

µπορεί να θεωρηθεί ότι εντάσσεται στην γενική κατηγορία προσοµοιωµάτων που αναπτύσσονται µε βάση 

φορµαλιστικές µεθόδους, για τις οποίες θα δοθούν περισσότερες λεπτοµέρειες στην Παράγραφο 2.2.3.5. 

Ωστόσο, η παρουσίαση του προσοµοιώµατος του Wieghardt θα γίνει στην παρούσα παράγραφο, καθώς 

όπως θα παρουσιαστεί παρακάτω, ξεκινώντας από την βασική παραδοχή για την κατανοµή των 

µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους προκύπτει η γενική σχέση που χαρακτηρίζει τη συσχέτιση 

κατακορύφων δυνάµεων – µετακινήσεων στα πλαίσια των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων. Θεωρώντας 

ως ανεπαρκή τη κλασσική σχέση του Winkler (σχέση 2.1α), κυρίως λόγω της πλήρους ασυνέχειας των 

κατακόρυφων µετακινήσεων στην οποία οδηγεί, πρότεινε µια σχέση στην οποία οι κατακόρυφες 

µετακινήσεις σε ένα τυχαίο σηµείο της επιφάνειας του εδάφους δεν εξαρτώνται µόνο από την τιµή της 

εξωτερικής φόρτισης στο σηµείο αυτό, αλλά και από τις αντίστοιχες τιµές στα υπόλοιπα σηµεία. Εποµένως, 

η οποιαδήποτε φόρτιση σε ορισµένο τµήµα της επιφάνειας του εδάφους δεν προκαλεί κατακόρυφες 

µετακινήσεις µόνο εντός της επιφάνειας αυτής, αλλά και σε γειτονικές της περιοχές. Η γενική µορφή της 

σχέσης είναι: 

( )p(ξ)dξ ξ-xKw(x)
L∫=  (2.36) 

Στην παραπάνω σχέση το εύρος ολοκλήρωσης L αναφέρεται στο εύρος που καταλαµβάνει η φορτιζόµενη 

επιφάνεια του εδάφους. Όπως είναι κατανοητό, σε προβλήµατα δυο διαστάσεων το εύρος ολοκλήρωσης 

αφορά το µήκος του φορτιζόµενου τµήµατος (Σχήµα 2.12α). 

z
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q(x)
a b

0
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Σχήµα 2.12. (α) Η υπόθεση του Wieghardt για τις κατακόρυφες µετακινήσεις της επιφάνειας του εδάφους, (β) το 

πρόβληµα της κάµψης δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Wieghardt. 
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Από µαθηµατικής άποψης, ο Wieghardt χρησιµοποίησε έναν ολοκληρωτικό µετασχηµατισµό, θεωρώντας 

ότι η συνάρτηση των µετακινήσεων w(x) είναι η µετασχηµατισµένη συνάρτηση της αντίστοιχης συνάρτησης 

της φόρτισης που επιβάλλεται στην επιφάνεια του εδάφους. Για τον πυρήνα του µετασχηµατισµού Κ(|x-ξ|), 

επέλεξε την εκθετική συνάρτηση: ξxkce −− .  

Ο λόγος για τον οποίο έγινε αυτή η επιλογή, οφείλεται στα αποτελέσµατα των πειραµατικών ερευνών 

που πραγµατοποίησε ο Föppl (1909). Με βάση τα αποτελέσµατα των πειραµάτων αυτών, ο Wieghardt 

πρότεινε την ακόλουθη σχέση: 

∫−

−−=
b

a

ξxk p(ξ)dξcew(x)  (2.37) 

Οι σταθερές c, k αποτελούν τις δυο παραµέτρους του προσοµοιώµατος και όπως είναι φυσικό εξαρτώνται 

από τις µηχανικές ιδιότητες του εδάφους.  

Έστω η δοκός του σχήµατος (2.12β), η οποία φορτίζεται από κατακόρυφο κατανεµηµένο φορτίο q(x). 

Υπό την επίδραση της φόρτισης αυτής η δοκός κάµπτεται µε αποτέλεσµα την ανάπτυξη της συνεχούς 

κατακόρυφης αντίδρασης q(x). Αν για την περιγραφή των κατακορύφων µετακινήσεων w(x) γίνει η 

υπόθεση (2.37), τότε για την φορτιζόµενη και την µη φορτιζόµενη περιοχή της επιφανείας του εδάφους 

ισχύουν αντίστοιχα (Wieghardt, (1922)): 

( ) ( ) ( )bxa     p(ξ)dξcep(ξ)dξce(x)w
b

x

xξkx

a

ξxk
εσ <<−+= ∫∫ −−

−

−−  (2.38α) 

( ) ( )bx                                   p(ξ)dξce(x)w
b

a

ξxkδ
εξ ≥= ∫−

−−  (2.38β) 

( ) ( )ax                                   p(ξ)dξce(x)w
b

a

xξkαρ
εξ −≤= ∫−

−−  (2.38γ) 

Παραγωγίζοντας την (2.38α) δυο φορές µε τους κανόνες που διέπουν την παραγώγιση παροµοίων 

ολοκληρωµατικών µετασχηµατισµών, προκύπτει: 

( ) ( ) ( )x2ckpp(ξ)dξcep(ξ)dξceck
dx
wd b
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−−  (2.39) 

Από τη σύγκριση των σχέσεων (2.38α) και (2.39) προκύπτει η σχέση η οποία συνδέει τις κατακόρυφες 

µετακινήσεις της φορτιζόµενης επιφάνειας του εδάφους w(x), µε τις αντίστοιχες αντιδράσεις p(x): 

2
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=  (2.40) 

Ανάλογες σχέσεις προκύπτουν από την διπλή παραγώγιση των σχέσεων (2.38β) και (2.38γ) οι οποίες 

αφορούν την αφόρτιστη επιφάνεια του εδάφους. 

Από την σχέση (2.40) γίνεται σαφές, ότι ξεκινώντας από την βασική υπόθεση του ο Wieghardt (σχέση 

(2.37)) κατέληξε σε µια σχέση κατακορύφων φορτίων – µετακινήσεων η οποία έχει τη γενική µορφή των 

αντιστοίχων σχέσεων µηχανικών προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων (σχέσεις (2.4β), (2.8β), (2.25)). Η 

υπόθεση του Wieghardt εφαρµόστηκε από τους Ylinen και Mikkola (1967) για τη µελέτη της κάµψης δοκών 

Timoshenko, επιλύοντας την ακριβή εξίσωση του προβλήµατος. 
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2.2.3. Προσοµοιώµατα περισσοτέρων παραµέτρων 

Τα προσοµοιώµατα µε περισσότερες των δυο παραµέτρων αποτελούν ένα ακόµα βήµα προς µια 

ακριβέστερη αντιµετώπιση του προβλήµατος της κάµψης δοκών ή πλακών επί ελαστικού υποβάθρου και 

µπορούν να αναπτυχθούν µε τις ίδιες µεθόδους µε τις οποίες αναπτύσσονται και τα προσοµοιώµατα των δυο 

παραµέτρων (Παράγραφος 2.2.2). Το γεγονός ότι συµβάλλουν σε µια ακριβέστερη προσέγγιση του 

προβλήµατος δεν στηρίζεται µόνο στη χρήση πιο πολύπλοκων µηχανικών προσοµοιώσεων, αλλά 

αποδεικνύεται και µαθηµατικά, όπως θα γίνει κατανοητό παρακάτω. Στην παρούσα παράγραφο θα 

παρουσιαστούν οι εξισώσεις και οι παραδοχές επί των οποίων στηρίζονται τα προσοµοιώµατα 

περισσοτέρων των δυο παραµέτρων που είναι διαθέσιµα στη βιβλιογραφία. 

2.2.3.1. Προσοµοίωµα του Kerr 

Το προσοµοίωµα του Kerr έχει προκύψει από την εφαρµογή δυο διαφορετικών µεθόδων ανάπτυξης 

προσοµοιωµάτων εδαφικής συµπεριφοράς. Η πρώτη µέθοδος (Kerr (1964) και (1965)) βασίζεται στη 

θεώρηση σύνδεσης µεταξύ γραµµικών ελατηρίων, ενώ η δεύτερη είναι βασισµένη σε φορµαλιστικές 

µεθόδους. Ωστόσο, και µε τις δυο µεθόδους το τελικό αποτέλεσµα – δηλ. η εξίσωση που συνδέει την 

φόρτιση της επιφάνειας του εδάφους µε τις αντίστοιχες µετακινήσεις – είναι το ίδιο. Βασικό χαρακτηριστικό 

του προσοµοιώµατος αυτού είναι η επίτευξη µερικής συνέχειας των µετακινήσεων στην επιφάνεια του 

εδάφους (Σχήµα 2.13β). Αποτελεί εποµένως την ενδιάµεση κατάσταση µεταξύ του προσοµοιώµατος του 

Winkler (ασυνέχεια των µετακινήσεων στην επιφάνεια του εδάφους) και των προσοµοιωµάτων δυο 

παραµέτρων (πλήρης συνέχεια των επιφανειακών µετακινήσεων). Όπως θα αποδειχθεί και παρακάτω, το 

µηχανικό προσοµοίωµα του Pasternak, το οποίο παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 2.2.2.2, αποτελεί ειδική 

περίπτωση του µηχανικού προσοµοιώµατος του Kerr καθώς προκύπτει από την εξειδίκευση των εξισώσεων 

του τελευταίου. Επίσης, θα παρουσιαστεί και ο συσχετισµός του προσοµοιώµατος του Kerr ειδικά σε 

επίπεδο εξισώσεων, και όχι σε επίπεδο µηχανικού προσοµοιώµατος, µε µια παραλλαγή του προσοµοιώµατος 

του Vlasov (Παράγραφος 2.2.3.4). 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι τα αποτελέσµατα στα οποία καταλήγει το προσοµοίωµα του 

Kerr για τη κατανοµή των τάσεων κάτω από κεντρικά φορτισµένη άκαµπτη πλάκα είναι σε πολύ καλή 

σύµπτωση όχι µόνο µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την θεωρητικά πιο ακριβή 

αναλυτική µέθοδο του ισότροπου ελαστικού ηµιχώρου, αλλά και µε πειραµατικά αποτελέσµατα που 

αφορούν κοκκώδη, και συνεκτικά εδάφη (βλέπε Παράγραφο 2.2.7). 

Α΄ Μέθοδος  

Η µέθοδος αυτή στηρίζεται στη θεώρηση ενός µηχανικού προσοµοιώµατος το οποίο αποτελείται από δυο 

στρώσεις κατακόρυφων µεταφορικών ελατηρίων, τα οποία συνδέονται µεταξύ τους µέσω ενός διατµητικού 

στρώµατος µοναδιαίου πάχους (Σχήµα 2.13α). 

Η σταθερά του άνω στρώµατος ελατηρίων συµβολίζεται µε C [διαστάσεις (kN/m3)], ενώ η σταθερά του 

κάτω µε Κ [διαστάσεις (kN/m3)]. Η σταθερά του διατµητικού επιπέδου συµβολίζεται µε G (διαστάσεις 

[kN/m2]).  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Το γενικό πρόβληµα της ∆οκού επί Ελαστικού Υποβάθρου 
 

35

C

G

K

p(x,y)

z

x p(x,y)

"1 "
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Σχήµα 2.13. Το µηχανικό προσοµοίωµα του Kerr (α), και παραµορφωµένη κατάσταση του ελαστικού υποβάθρου 

σύµφωνα µε το προσοµοίωµα (β). 

Γίνεται καταρχήν η βασική παραδοχή ότι η κατακόρυφη µετακίνηση w(x,y) σε κάθε σηµείο της 

επιφάνειας του εδάφους είναι άθροισµα δυο όρων (Σχήµα 2.13α): 

• Της µετατόπισης w1(x,y), η οποία οφείλεται στην παραµόρφωση της άνω στρώσης ελατηρίων. 

• Της µετατόπισης w2(x,y), η οποία οφείλεται στην παραµόρφωση της κάτω στρώσης ελατήριων. 

Εποµένως ισχύει: 

w(x,y)=w1(x,y)+w2(x,y) (2.41) 

Επειδή η άνω στρώση ελατηρίων αποτελείται από ελατήρια µη συνδεδεµένα µεταξύ τους, η εφαρµογή 

του κατακόρυφου φορτίου p(x,y) προκαλεί επιφανειακές παραµορφώσεις οι οποίες δίνονται από τη σχέση: 

p(x,y)=Cw1(x,y) (2.42) 

Το επιφανειακό φορτίο µεταβιβάζεται µέσω του διατµητικού στρώµατος στο κάτω στρώµα ελατηρίων 

προκαλώντας την παραµόρφωση του. Κάνοντας την παραδοχή του ισότροπου διατµητικού στρώµατος (δηλ. 

Gx=Gy=G) οι αναπτυσσόµενες διατµητικές τάσεις τxz, τyz, δίνονται από τις σχέσεις: 

x
wGGγτ 2

xzxz ∂
∂

==  (2.43α) 

y
wGGγτ 2

yzyz ∂
∂

==  (2.43β) 

Οι συνολικές δυνάµεις ανά µονάδα µήκους του διατµητικού στρώµατος είναι: 

∫ ∂
∂

==
1

0

2
xzx x

w
GdzτN  (2.44α) 

∫ ∂
∂

==
1

0

2
yzy y

w
GdzτN  (2.44β) 

Η συνθήκη ισορροπίας κατά τον κατακόρυφο άξονα είναι (Σχήµα 2.14): 

0Kwp
y

N
x

N
2

yx =−+
∂

∂
+

∂
∂  (2.45) 
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y

N

(Kw )dxdy

dyy∂  
∂N  +y

N
y

x x
∂  
∂N  + dxx

x+dxx

y

y+dy
xN

z
yN

1

x

2

P=(Cw )dxdy1

 
Σχήµα 2.14.  Η συνθήκη ισορροπίας του απειροστού στοιχείου του διατµητικού στρώµατος. 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.41), (2.42), (2.44α), (2.44β) µε την (2.45) επιτυγχάνεται η απαλοιφή των w1, 

w2 και η ταυτόχρονη εύρεση της σχέσης που συνδέει την εξωτερική φόρτιση p µε την κατακόρυφη 

µετακίνηση w(x,y): 

wGKwp
C
G)p

C
K(1 22 ∇−=∇−+  (2.46α) 

Η σχέση (2.46α) αποτελεί τη βασική σχέση του προσοµοιώµατος του Kerr. Προφανώς, σε επίπεδα 

προβλήµατα το διατµητικό στρώµα «µετατρέπεται» σε δοκό διατµήσεως και η εξίσωση (2.46α) παίρνει την 

παρακάτω µορφή: 

2

2

2

2

dx
wdGKw

dx
pd

C
G)p

C
K(1 −=






−+  (2.46β) 

 

Β΄ Μέθοδος 

Η δεύτερη µέθοδος η οποία οδηγεί στην εξίσωση (2.46α) χρησιµοποιήθηκε από τους Kerr και Rhines 

(1967) και βασίζεται στην ανάπτυξη σε σειρές της ακριβούς λύσης του προβλήµατος ενός ελαστικού 

συνεχούς µέσου πεπερασµένου πάχους, το οποίο εδράζεται επάνω σε ακλόνητο υπόβαθρο. Η γενική µορφή 

της έκφρασης που διέπει την απόκριση του εδάφους σε εξωτερική φόρτιση, η οποία προκύπτει µε εφαρµογή 

της µεθόδου αυτής είναι η εξής: 

L1p=L2w (2.47) 

Στην παραπάνω σχέση τα σύµβολα L1, L2 συµβολίζουν γραµµικούς διαφορικούς τελεστές.  

Η µέθοδος αυτή µπορεί να χαρακτηριστεί ως «γεννήτρια» προσοµοιωµάτων εδαφικής συµπεριφοράς, 

καθώς είναι σε θέση να καταλήξει σε µια ακολουθία εξισώσεων, των οποίων η γενική µορφή είναι κοινή και 

δίνεται από την εξίσωση (2.47). Περισσότερες λεπτοµέρειες θα δοθούν στην Παράγραφο 2.2.3.5. 
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2.2.3.2. Το προσοµοίωµα του Reissner 

Το προσοµοίωµα του Reissner βασίζεται στην εισαγωγή απλοποιητικών παραδοχών στις βασικές 

εξισώσεις του γραµµικώς ελαστικού και ισότροπου συνεχούς µέσου. Εποµένως ανήκει στην δεύτερη 

κατηγορία προσοµοιωµάτων, όπως αυτή ορίστηκε στην Παράγραφο 2.2.2. Το προσοµοίωµα αυτό, ενώ είναι 

πολύ πιο γενικό από προσοµοιώµατα τα οποία είναι βασισµένα σε διάφορες µορφές µηχανικών 

προσοµοιωµάτων µε ελατήρια, εντούτοις διατηρεί τη µαθηµατική απλότητα η οποία χαρακτηρίζει τα 

προσοµοιώµατα αυτά. Αυτό επιτυγχάνεται (Reissner (1958), (1967)) µε την προσθήκη στην δυστένεια, την 

οποία έχουν τα συστήµατα συνεχώς κατανεµηµένων µεταφορικών ελατηρίων, µιας ιδιότητας η οποία 

ονοµάζεται διαφορική δυστµησία. 

Έστω το ελαστικό υπόβαθρο του σχήµατος 2.15, πάχους H, το οποίο εδράζεται πάνω σε ακλόνητη βάση. 

Η συµπεριφορά του ελαστικού αυτού υποβάθρου περιγράφεται από τις γενικές εξισώσεις της τρισδιάστατης 

ελαστικότητας.  

H

p(x,y)

Ακλόνητη βάση x(u)

z(w) y(υ)

Ελαστικό Υπόβαθρο
Ε, G

σ   =0xx

τ   =0xy
τxz

τyz

τ   =0yx

σzz

zxτ

τzy

σ   =0yy

Τανυστής τάσεων

z=0

z=Η

 
Σχήµα 2.15. Το Προσοµοίωµα του Reissner. 

Οι εξισώσεις του προσοµοιώµατος ξεκινούν από τις γενικές αυτές εξισώσεις και µε τη βοήθεια 

απλοποιητικών παραδοχών καταλήγουν στη ζητούµενη σχέση που συνδέει την εξωτερική φόρτιση µε τις 

κατακόρυφες µετακινήσεις w στην επιφάνεια του υποβάθρου. Οι απλοποιητικές παραδοχές είναι οι εξής: 

• Αγνοούνται οι µαζικές δυνάµεις. 

• Οι τάσεις σxx, σyy, τxy θεωρούνται αµελητέες: 

σxx = σyy = τxy = 0  (2.48) 

Σύµφωνα µε τις παραδοχές του προσοµοιώµατος, οι µόνες µη µηδενικές τάσεις είναι η ορθή τάση σzz που 

αντιπροσωπεύει την δυστένεια του υποβάθρου, και οι διατµητικές τάσεις τxz, τyz οι οποίες αντιπροσωπεύουν 

την «διαφορική» – κατά τον Reissner – δυστµησία. 

• Οι συνοριακές συνθήκες είναι: 

z=0: u=υ=w=0 (2.49α) 

z=H: u=υ=0 (2.49β) 
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 σzz=p  (2.49γ) 

∆ηλαδή, θεωρούνται µηδενικές όλες οι µετακινήσεις του υποβάθρου στη βάση του – όπου άλλωστε το 

ελαστικό υπόβαθρο θεωρείται ότι εδράζεται επί ακλόνητης βάσης – ενώ στην ελεύθερη επιφάνεια του 

θεωρούνται µηδενικές οι οριζόντιες µετακινήσεις κατά τους άξονες x, y. Επιπλέον, στην ελεύθερη επιφάνεια 

του προσοµοιώµατος οι κατακόρυφες τάσεις σzz είναι ίσες µε την εξωτερική κατακόρυφη φόρτιση p(x,y). 

Με βάση την (2.48), οι γενικές συνθήκες ισορροπίας του τρισδιάστατου ελαστικού µέσου γίνονται: 

0
z
τzx =
∂

∂  (2.50α) 

0
z
τzy =
∂

∂  (2.50β) 

0
z
σ

y
τ

x
τ zzyzxz =

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂  (2.50γ) 

Επιπλέον, οι σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις µε τις µετακινήσεις είναι: 

E
σ

z
w zz=

∂
∂  (2.51α) 

G
τ

x
w

z
u xz=

∂
∂

+
∂
∂  (2.51β) 

G
τ

y
w

z
υ yz=

∂
∂

+
∂
∂  (2.51γ) 

Το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων (2.50α) – (2.50γ) και 

(2.51α) – (2.51γ) µε την βοήθεια των συνοριακών συνθηκών (2.49α) – (2.49γ). 

Από τις εξισώσεις (2.50α) και (2.50β) καθίσταται σαφές ότι οι τάσεις τzx, τyz είναι ανεξάρτητες του 

βάθους z, ενώ η τάση σzz µεταβάλλεται γραµµικά µε το βάθος. Με ολοκλήρωση της (2.50γ) και 

λαµβάνοντας υπόψη την (2.49γ) προκύπτει: 

)
y
τ

x
τz)((Hpσ yzxz

zz ∂

∂
+

∂
∂

−+=  (2.52) 

Από τις εξισώσεις (2.51α) – (2.51γ) και σε συνδυασµό µε τις συνθήκες (2.49α) προκύπτουν οι εκφράσεις 

των µετακινήσεων w, u, υ: 

)
y
τ

x
τ

)(z
2
1(HzpzEw yzxz2

∂

∂
+

∂
∂

−+=  (2.53α) 
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Οι παραπάνω εξισώσεις οδηγούν µε τη βοήθεια των συνοριακών συνθηκών (2.49β) και (2.49γ) σε 

συσχέτιση των τάσεων τxz, τyz µε την εξωτερική φόρτιση p: 
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xz  (2.54α) 
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 (2.54β) 

Η εξίσωση (2.53α) για z=H δίνει: 

)
y

τ

x
τ(

2
HHpEw yzxz

2

∂

∂
+

∂

∂
+=  (2.55) 

Με συνδυασµό των εξισώσεων (2.54α), (2.54β) και (2.55) είναι δυνατή η απαλοιφή των τάσεων τxz, τyz 

και η συσχέτιση των κατακορύφων µετακινήσεων w, µε την εξωτερική φόρτιση p, η οποία αποτελεί την 

βασική εξίσωση του προσοµοιώµατος: 

p
E
G

12
Hp

E
Hw

E
G

3
Hw 2

2

3
2

2

∇























−=∇
























−  (2.56) 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι ξεκινώντας από τις παραδοχές (2.48) και (2.49α) – (2.49γ), και 

ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, προκύπτει µια διαφορετική εξίσωση εάν γίνει η επιπρόσθετη παραδοχή 

(η οποία δεν έγινε στη διαδικασία η οποία παρουσιάστηκε πιο πάνω), ότι το µέτρο ελαστικότητας Ε του 

ελαστικού υποβάθρου δεν είναι σταθερό αλλά µεταβάλλεται σε συνάρτηση µε το βάθος (Horvath (1983α)).  

Τέλος, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η παρατήρηση ότι αντί της συνοριακής συνθήκης (2.49β), 

σύµφωνα µε την οποία η οριζόντια µετακίνηση της επιφάνειας του υποστρώµατος κατά την διεύθυνση x 

είναι ίση µε το µηδέν, µπορεί να γίνει παραδοχή της δυνατότητας οριζόντιας µετακίνησης στη διεπιφάνεια 

δοκού – υποβάθρου. Στην περίπτωση αυτή µπορεί να γίνει η παραδοχή της ύπαρξης οριζοντίων ελατηρίων, 

οπότε έναντι της (2.49β) θα τεθεί: 

( ) ( )Hx,ukHx,τ xzx −=   

Ξεκινώντας από την παραπάνω παραδοχή και µε µετασχηµατισµούς ανάλογους µε αυτούς που 

παρουσιάστηκαν πιο πάνω προκύπτει µαθηµατική διατύπωση ανάλογη της (2.56) µε διαφορετικούς όµως 

συντελεστές (Weitsman (1970)). 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Το γενικό πρόβληµα της ∆οκού επί Ελαστικού Υποβάθρου 
 

40

2.2.3.3. Το γενικευµένο  προσοµοίωµα του Hetényi 

Το γενικευµένο προσοµοίωµα του Hetényi είναι ένα προσοµοίωµα που καταστρώθηκε µε βάση την 

πρώτη κατηγορία µεθόδων ανάπτυξης προσοµοιωµάτων του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου. Πιο 

συγκεκριµένα, το µηχανικό προσοµοίωµα αποτελείται από δυο στρώσεις ελατηρίων µε σταθερές  k1, k2 

(Σχήµα 2.16α) µεταξύ των οποίων παρεµβάλλεται µια δοκός Euler (δυσκαµψίας ΕΙ2), µέσω της οποίας 

επιτυγχάνεται η κατανοµή των αντιδράσεων στις περιοχές του εδάφους εκατέρωθεν της φορτιζόµενης 

περιοχής. Η υπόθεση αυτή είναι παρόµοιας φύσεως µε την υπόθεση του Kerr, δεδοµένου ότι ξεκινά από την 

παραδοχή της µερικής συνέχειας της παραµορφωµένης επιφάνειας του εδάφους (Σχήµα 2.16β).  

Στην αρχική της διατύπωση η υπόθεση του Hetényi (Hetényi M. (1946), (1950)) στηρίχθηκε στη 

θεώρηση του επίπεδου προβλήµατος, όπως θα παρουσιαστεί παρακάτω. Παράλληλα, η κατάστρωση της 

εξίσωσης του προσοµοιώµατος έγινε µε την θεώρηση µιας δοκού επί του µηχανικού προσοµοιώµατος. Έτσι, 

η διατύπωση της συσχέτισης εξωτερικής φόρτισης (p) – κατακόρυφων µετακινήσεων (w) δεν έχει τη γενική 

µορφή f(w)=g(p) των υπολοίπων προσοµοιωµάτων που παρουσιάστηκαν έως τώρα. 

Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστεί πρώτα η αρχική διατύπωση και η φιλοσοφία της υπόθεσης 

του Hetényi. Κατόπιν, µε βάση την αρχική αυτή διατύπωση, θα σχηµατιστεί η εξίσωση συσχέτισης 

εξωτερικής φόρτισης – κατακόρυφων µετακινήσεων µε τη µορφή f(w)=g(p) τόσο για το επίπεδο όσο και για 

το τρισδιάστατο πρόβληµα. Έτσι θα αποδειχθεί ότι µε τη µορφή αυτή το προσοµοίωµα έχει σε γενικές 

γραµµές την ίδια µορφή µε τις εξισώσεις των υπολοίπων προσοµοιωµάτων τριών παραµέτρων. 

p

2k

1k

z

x p

δ1

2δ

(α) (β)

q=1δ / k1

2δ

d d

b

= qb(λ 2 / 2k  )2

d = 3π 24λ/

λ 2 = /(k2 24EI )1/4

EI2

 
Σχήµα 2.16. Το µηχανικό προσοµοίωµα του Hetényi (α) και η µερική ασυνέχεια που προσδίδει στην παραµορφωµένη 

επιφάνεια του εδάφους (β). 

Αρχική διατύπωση της υπόθεσης του Hetényi 

Η αρχική διατύπωση της υπόθεσης του Hetényi ξεκινά µε τη θεώρηση µιας σταθερής φόρτισης q σε 

εύρος b επί της επιφάνειας του εδάφους. Το µηχανικό προσοµοίωµα χαρακτηρίζεται από τις ελαστικές 

σταθερές k1, k2, EI2 οι οποίες µπορούν να συσχετιστούν µε τα γεωµατρικά µεγέθη δ1, δ2, d (Σχήµα 2.16β) τα 

οποία σύµφωνα µε το Hetényi µπορούν να προκύψουν από πειραµατικές µετρήσεις. Σηµειώνεται ότι οι 

εκφράσεις του σχήµατος 2.16β προκύπτουν από την επίλυση του προβλήµατος κάµψης δοκού «απείρου» 

µήκους επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler (Hetényi (1946)). 
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Εν συνεχεία τίθεται το πρόβληµα της κάµψης δοκού Euler «απείρου» µήκους και δυσκαµψίας EI1 (στο 

εξής θα αναφέρεται ως άνω δοκός σύµφωνα µε την ορολογία που χρησιµοποιεί ο  Hetényi) η οποία 

εδράζεται επί του µηχανικού προσοµοιώµατος που περιγράφηκε στην εισαγωγή της παραγράφου        

(Σχήµα 2.17). 

p(x)EI1

2EI

1k

k2

1w (x)

w (x)2

x

z

0

 
Σχήµα 2.17.  ∆οκός «άπειρου» µήκους επί του γενικευµένου προσοµοιώµατος του Hetényi. 

Έστω ότι η κατακόρυφη µετακίνηση της άνω δοκού είναι w1(x), ενώ η αντίστοιχη µετακίνηση της δοκού 

του µηχανικού προσοµοιώµατος (κάτω δοκός σύµφωνα µε τον Hetényi) είναι w2(x) (Σχήµα 2.17). Είναι 

προφανές ότι η κατανεµηµένη αντίδραση που αναπτύσσεται κάτω από την άνω δοκό είναι ίση µε: 

( )2111 wwkp −=  (2.57α) 

ενώ η αντίστοιχη αντίδραση της κάτω δοκού είναι: 

222 wkp =  (2.57β) 

Εποµένως η συνισταµένη αντίδραση της κάτω δοκού θα είναι ίση µε την διαφορά της p2 από την p1: 

( ) 1122112 wkwkkpp −+=−  (2.57γ) 

∆εδοµένου ότι η κάµψη τόσο της άνω όσο και της κάτω δοκού διέπονται από την θεωρία του Euler, και 

εφόσον η κατανοµή των αντιδράσεων επί αυτών είναι συνεχώς κατανεµηµένη, θα ισχύουν: 

( )21114
1

4

1 wwkp
dx

wdEI −−=−=  (2.58α) 

( ) ( ) 11221124
2

4

2 wkwkkpp
dx

wd
EI ++−=−−=  (2.58β) 

Λύνοντας την (2.58α) ως προς w2 προκύπτει: 
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=  (2.58γ) 

Εισάγοντας την παραπάνω έκφραση αλλά και την τέταρτη παράγωγο της στην (2.58β) προκύπτει τελικά: 
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Τονίζεται ότι στην παραπάνω εξίσωση έγινε η θεώρηση ότι το µέτρο ελαστικότητας της άνω δοκού 

(δηλαδή της δοκού θεµελίωσης) είναι ίσο µε το µέτρο ελαστικότητας της κάτω δοκού (δηλαδή µιας από τις 

τρεις παραµέτρους του µηχανικού προσοµοιώµατος). 
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Η εξίσωση (2.59) αποτελεί την αρχική διατύπωση της υπόθεσης του Hetényi και αφορά την κάµψη 

δοκού Euler «απείρου µήκους». Η επίλυση της για την περίπτωση φόρτισης αποτελούµενης από µοναχικό 

κατακόρυφο φορτίο είναι διαθέσιµη στην βιβλιογραφία (Hetényi (1946)), ενώ η επέκταση των 

αποτελεσµάτων για δοκούς πεπερασµένου µήκους µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια της µεθόδου της 

επαλληλίας (Hetényi (1950)). 

Γενική διατύπωση της υποθέσεως του Hetényi 

Η γενική διατύπωση της υπόθεσης του Hetényi θα παρουσιαστεί µε βάση το τρισδιάστατο πρόβληµα. 

Εποµένως, το µηχανικό προσοµοίωµα στην περίπτωση αυτή συνίσταται από δυο επίπεδα στρώµατα 

γραµµικών ελατηρίων τα οποία συνδέονται µεταξύ τους µέσω µιας «επίπεδης πλάκας» η οποία κάµπτεται 

χωρίς διατµητικές παραµορφώσεις (θεωρία Kirchhoff) έτσι ώστε να είναι ανάλογη µε της δοκού Euler που 

χρησιµοποιείται στο αντίστοιχο επίπεδο πρόβληµα. 

Η κατακόρυφη µετακίνηση w(x,y) κάθε σηµείου της φορτιζόµενης, από κατακόρυφο κατανεµηµένο 

φορτίο p(x,y), επιφάνειας του εδάφους είναι αποτέλεσµα της παραµόρφωσης των δυο στρωµάτων των 

ελατηρίων και δίνεται από τη σχέση: 

w(x,y)=w1(x,y)+w2(x,y) (2.60) 

(Στο σηµείο αυτό – για λόγους αποφυγής παρανοήσεων – θα πρέπει να τονιστεί ότι στην αρχική διατύπωση 

το w1 είναι η ολική µετακίνηση της επιφάνειας και όχι το τµήµα που οφείλεται στην παραµόρφωση της άνω 

στρώσης των ελατηρίων). 

 Επειδή το άνω στρώµα των ελατηρίων αποτελείται από ανεξάρτητα ελατήρια, η σχέση που συνδέει την 

παραµόρφωση τους µε το εξωτερικό φορτίο είναι η κλασική σχέση του Winkler: 

p(x,y)=k1w1(x,y) (2.61α) 

Αντίστοιχα, οι κατακόρυφες µετακινήσεις του κάτω στρώµατος δίνονται από την παρακάτω σχέση: 

p1(x,y)=k2w2(x,y) (2.61β) 
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Σχήµα 2.18. Η ισορροπία του απειροστού στοιχείου του µηχανικού προσοµοιώµατος κατά τον κατακόρυφο άξονα. 

Η γνωστή διαφορική εξίσωση που διέπει την κάµψη λεπτών πλακών σύµφωνα µε τη θεωρία Kirchhoff 

προκύπτει από την συνθήκη ισορροπίας των κατακορύφων δυνάµεων που δρουν επί του απειροστού 

στοιχείου του µηχανικού προσοµοιώµατος (Σχήµα 2.18) και δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
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όπου D είναι η ακαµψία της «πλάκας» και δίνεται από τη σχέση: D=Ed3/[12(1-v2)], όπου Ε, ν είναι οι 

ελαστικές σταθερές της «πλάκας» και d το πάχος της.  

Ο γενικός φορτιστικός όρος pεξ(x,y) που υπεισέρχεται στην (2.62) συντίθεται στην συγκεκριµένη 

περίπτωση από τη διαφορά της εξωτερικής φόρτισης p(x,y) από την δύναµη p1(x,y) που µεταβιβάζει στην 

«πλάκα» ως αντίδραση η κάτω στρώση των ελατηρίων (Σχέση 2.61β). 

Εισάγοντας στην (2.62) τις εκφράσεις (2.61α) και (2.61β), και µετά από κατάλληλους αλγεβρικούς 

µετασχηµατισµούς, επιτυγχάνεται η απαλοιφή της w2 και έτσι προκύπτει η σχέση που συνδέει την εξωτερική 

φόρτιση p(x,y), µε την ολική κατακόρυφη µετακίνηση w(x,y): 

wDwkp
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D)p
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++ 4  (2.63α) 

Προφανώς, σε επίπεδα προβλήµατα η «πλάκα» µετατρέπεται σε δοκό και η εξίσωση (2.63α) γίνεται: 
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Αν στην (2.63α), και κατ’ επέκταση και στην (2.63β), σχηµατιστεί το όριο για k1→∞, προκύπτουν οι 

αντίστοιχες εξισώσεις του προσοµοιώµατος δυο παραµέτρων του Hetényi (Σχέσεις 2.11α, και 2.11β). Τέλος 

θα πρέπει να τονιστεί ότι από την (2.63β) προκύπτει µε απλούς αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς η (2.59). 

2.2.3.4. Προσοµοίωµα Vlasov µε δυο ελαστικά στρώµατα 

Το προσοµοίωµα του Vlasov µε δυο ελαστικά στρώµατα είναι µια υποπερίπτωση της γενικής 

διατύπωσης του Vlasov (η οποία παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 2.2.2.5) και όχι ένα διαφορετικό, όσον 

αφορά τη βασική του σύλληψη, προσοµοίωµα. Ωστόσο, επειδή µε την κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων 

του ταυτίζεται σε επίπεδο εξισώσεων µε το προσοµοίωµα του Kerr (όπως θα αποδειχθεί παρακάτω), θα γίνει 

στην παρούσα παράγραφο µια σύντοµη παρουσίαση του. Πέραν τούτου, η ειδίκευση του προσοµοιώµατος 

είναι χρήσιµη για την περίπτωση κατασκευών εδραζόµενων επί ελαστικού υποβάθρου το οποίο αποτελείται 

από ένα επιφανειακό λεπτό εδαφικό στρώµα και από ένα δεύτερο στρώµα αρκετά πιο παχύ το οποίο 

εδράζεται επί ακλόνητης βάσης (Σχήµα 2.19). Το προσοµοίωµα χαρακτηρίζεται από τέσσερις παραµέτρους 

οι οποίες είναι οι ελαστικές σταθερές Ε, ν των δυο στρωµάτων που αποτελούν το ελαστικό υπόβαθρο. 

Εποµένως, πρόκειται για ένα προσοµοίωµα τεσσάρων παραµέτρων. 

H

Ακλόνητο υπόβαθρο

z(w)

x(υ)

p(x)

E  ,ν1
h 1

0
1

E  ,ν22
2h

 
Σχήµα 2.19. Ελαστικό υπόβαθρο δυο στρωµάτων επί ακλόνητης βάσης. 
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Οι εξισώσεις του προσοµοιώµατος 

Έστω το ελαστικό υπόβαθρο του σχήµατος 2.19 το οποίο αποτελείται από: 

• Ένα επιφανειακό στρώµα µικρού πάχους h1, µε ελαστικές σταθερές Ε1, ν1, και  

• το υποκείµενο στρώµα µεγάλου πάχους h2, µε ελαστικές σταθερές Ε2, ν2. 

Ακολουθώντας τη µεθοδολογία της γενικής διατύπωσης του Vlasov γίνονται οι παρακάτω παραδοχές για 

τις µετακινήσεις των σηµείων του υποβάθρου: 

υ(x,z)=0 (2.64α) 

w(x,z)=V1(x)ψ1(z)+ V2(x)ψ2(z) (2.64β) 

Στη σχέση (2.64β) οι συναρτήσεις ψ1(z), ψ2(z) καθορίζουν την κατανοµή των κατακόρυφων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποστρώµατος, ενώ οι V1(x), V2(x) είναι οι γενικευµένες µετακινήσεις. 

Για την επιλογή των συναρτήσεων ψ1(z), ψ2(z) έχουν δοθεί κάποιες λεπτοµέρειες στην Παράγραφο 2.2.2.5. 

Με βάση τις παρατηρήσεις αυτές και µε δεδοµένο ότι το ανώτερο εδαφικό στρώµα είναι λεπτό, ενώ το 

υποκείµενο είναι αρκετά παχύ, µπορούν να γίνουν οι παρακάτω επιλογές (Σχήµα 2.20): 

• Για το άνω στρώµα (0≤z≤h1) :   
h
z(z)ψ   ,

h
zh

(z)ψ
1

2
1

1
1 =

−
=  (2.65α) 

• Για το κάτω στρώµα (h1≤z≤H) : 
[ ]

( )   
zhsinh

z)γ(Hsinh(z)ψ           ,0(z)ψ
2

21
−

==  (2.65β) 

Για την ερµηνεία του συντελεστή γ δίνονται λεπτοµέρειες στην Παράγραφο 2.2.2.5, ενώ θα πρέπει να 

τονιστεί ότι οι γενικευµένες µετακινήσεις V1(x), V2(x) ορίζουν τις κατακόρυφες µετακινήσεις στην 

επιφάνεια του ελαστικού υποβάθρου, και στο σύνορο µεταξύ των δυο στρωµάτων, αντίστοιχα. 
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Σχήµα 2.20.  Η ερµηνεία των συναρτήσεων V1(x), V2(x) και ψ1(z), ψ2(z). 

Με την εισαγωγή των σχέσεων (2.64α), (2.64β), (2.65α) και (2.65β) στις γενικές εξισώσεις ισορροπίας 

(2.20α), (2.20β) προκύπτει το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
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από την επίλυση του οποίου επιτυγχάνεται ο υπολογισµός των γενικευµένων µετακινήσεων. Στις παραπάνω 

εξισώσεις: 
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 (2.67β) 

Οι σχέσεις (2.67α) και (2.67β) µπορούν µε κατάλληλη επιλογή των σταθερών Ε1, ν1, Ε2, v2 να 

χρησιµοποιηθούν είτε για προβλήµατα επίπεδης έντασης είτε για προβλήµατα επίπεδης παραµόρφωσης 

(Σχέση 2.23στ). 

Οι σταθερές k1, k2 οδηγούν στον προσδιορισµό των θλιπτικών τάσεων στο άνω και κάτω εδαφικό 

στρώµα αντίστοιχα, ενώ οι σταθερές t1, t2 στον προσδιορισµό των αντίστοιχων διατµητικών. 

Για την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων (2.66α) και (2.66β) εφαρµόζεται η µέθοδος της 

βοηθητικής συνάρτησης προκειµένου να µετατραπεί το εν λόγω σύστηµα σε µια εξίσωση. Για το λόγο αυτό 

χρησιµοποιείται η συνάρτηση F(x), µέσω της οποίας αλλά και των παραγώγων της εκφράζονται οι 

γενικευµένες µετακινήσεις V1(x), V2(x). Ο µετασχηµατισµός αυτός γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε αν οι 

εκφράσεις των V1(x), V2(x) ως προς την F(x) εισαχθούν στην εξίσωση (2.66β), η τελευταία µετατρέπεται σε 

ταυτότητα. Ο µετασχηµατισµός που χρησιµοποιείται είναι ο ακόλουθος: 

( ) ( ) 2

2

21211 dx
Fdtt2F(x)kk(x)V +−+=  (2.68α) 

2

2

112 dx
FdtF(x)k(x)V +=  (2.68β) 

Η εισαγωγή των εκφράσεων (2.68α), (2.68β) στην (2.64α) οδηγεί στην βασική εξίσωση του 

προσοµοιώµατος: 

( ) ( ) ( ) p(x)F(x)kk
dx

Fdktktk3t2
dx

Fd4t3tt 212

2

1221114

4

211 =+++−+  (2.69) 

Οι απαιτούµενες συνοριακές συνθήκες για την επίλυση της (2.69) εισάγονται (σύµφωνα µε τη µέθοδο 

που χρησιµοποιείται από τον Vlasov) µε τη µορφή γενικευµένων διατµητικών δυνάµεων. Οι γενικευµένες 

αυτές δυνάµεις σύµφωνα µε την (2.21β) είναι: 

∫=
H

0 1zx1 dzψτS  και    ∫=
H

0 2zx2 dzψτS  (2.70) 

(Περισσότερες λεπτοµέρειες για την επίλυση της (2.69) δίνονται από τους Vlasov και Leont’εv (1960)). 

Θα πρέπει να τονιστεί ότι µε µια διαφορετική παραδοχή για τις εξισώσεις προσδιορισµού του προφίλ των 

κατακορύφων µετακινήσεων στα δυο εδαφικά στρώµατα αντί των εκφράσεων (2.65α) και (2.65β) είναι 

δυνατό να προκύψει µια διαφορετική εξίσωση αντί της (2.69) αλλά και διαφορετικές εκφράσεις για τις 

παραµέτρους k1, k2, t1, t2 αντί των (2.67α) και (2.67β). 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση κατά την οποία τόσο το µέτρο ελαστικότητας Ε1 όσο και 

το πάχος του άνω στρώµατος h1 λαµβάνουν πολύ µικρές τιµές. Στην περίπτωση αυτή, από τις σχέσεις 

(2.67α) προκύπτει ότι t1→0 και ταυτόχρονα η τιµή της παραµέτρου k1 παραµένει πεπερασµένη. Οι 

παραπάνω υποθέσεις οδηγούν στο συµπέρασµα ότι στην περίπτωση αυτή το άνω στρώµα συµπεριφέρεται µε 

τρόπο παρόµοιο µε αυτόν τον οποίο συµπεριφέρεται το προσοµοίωµα του Winkler. ∆ηλαδή, στο εσωτερικό 

του άνω στρώµατος αναπτύσσονται µόνο θλιπτικές και όχι διατµητικές τάσεις. Εποµένως, η εξίσωση που 

περιγράφει τη συµπεριφορά του ελαστικού υποβάθρου των δυο στρωµάτων προκύπτει από την (2.69) µε την 

παραδοχή ότι t1→0: 

1
22

2

2 k
pFk

dx
Fd2t =+−  (2.71) 

Ένα ακόµα χαρακτηριστικό του προσοµοιώµατος των δυο ελαστικών στρωµάτων είναι η δυνατότητα του 

να µετασχηµατίζεται στο προσοµοίωµα του Kerr (Jones και Xenophontos (1976)). Αυτό µπορεί να 

επιτευχθεί µε τη βοήθεια κατάλληλης επιλογής εκφράσεων για τις συναρτήσεις ψ1(z), ψ2(z). Πράγµατι αν για 

τις συναρτήσεις αυτές επιλεγούν οι εκφράσεις: 

• Για το άνω στρώµα (0≤z≤h1) : 1(z)ψ   ,
h

zh(z)ψ 2
1

1
1 =

−
=   

• Για το κάτω στρώµα (h1≤z≤H) : 
[ ]

[ ]   
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2
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τότε ξεκινώντας από τις εξισώσεις (2.66α), (2.66β) και ακολουθώντας την παραπάνω διαδικασία (Jones και 

Xenophontos (1976)) είναι δυνατό να καταλήξει κανείς σε εξίσωση ανάλογη της (2.46β), (βλέπε και 

Παράγραφο 2.2.7). 

2.2.3.5. Φορµαλιστικές µέθοδοι ανάπτυξης προσοµοιωµάτων 

Η χρήση φορµαλιστικών µεθόδων προσφέρει τη δυνατότητα ανάπτυξης προσοµοιωµάτων µε τη βοήθεια 

των οποίων µπορεί να µελετηθεί η µηχανική συµπεριφορά της επιφάνειας του εδάφους υπό την επίδραση 

κατακορύφων φορτίων που δρουν σε κάποιο τµήµα της. Κύριο χαρακτηριστικό των προσοµοιωµάτων αυτών 

είναι το γεγονός ότι δεν πρόκειται για µηχανικά προσοµοιώµατα (δηλαδή προσοµοιώµατα αποτελούµενα 

από ελατήρια συνδεόµενα µεταξύ τους µε κάποιας µορφής σύνδεση, π.χ. διατµητικά επίπεδα) ούτε για 

προσοµοιώµατα που οι βασικές εξισώσεις τους είναι απλοποιηµένες σχέσεις που στηρίζονται στις κλασσικές 

εξισώσεις της τρισδιάστατης (ή της δισδιάστατης) ελαστικότητας. Αντίθετα, πρόκειται για καθαρά 

µαθηµατικά προσοµοιώµατα τα οποία στηρίζονται σε µαθηµατικές µεθόδους, µε βάση τις οποίες 

επιχειρείται ο προσδιορισµός σχέσεων οι οποίες συνδέουν τα φορτία που δρουν στην επιφάνεια του εδάφους 

µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις τις οποίες προκαλούν.  

Άλλο ένα σηµείο διαφοροποίησης των προσοµοιωµάτων αυτής της µορφής είναι η πολυπαραµετρικότητά 

τους. Πρόκειται για τη δυνατότητα επιλογής του αριθµού των παραµέτρων που είναι επιθυµητό να ληφθούν 

υπόψη για την προσοµοίωση του εδάφους (θεωρητικά είναι δυνατή και η θεώρηση «άπειρου» αριθµού 

παραµέτρων). Έτσι, π.χ., η βασική εξίσωση του προσοµοιώµατος του Winkler αλλά και οι εξισώσεις των 
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προσοµοιωµάτων δυο (ή και των τριών) παραµέτρων αποτελούν υποπεριπτώσεις των γενικού τύπου 

εξισώσεων στις οποίες καταλήγουν οι φορµαλιστικές µέθοδοι. Η δυνατότητα αυτή όµως αποτελεί 

ταυτόχρονα και το σηµείο στο οποίο τα προσοµοιώµατα αυτά εµφανίζουν µια µεγάλη αδυναµία η οποία έχει 

εµποδίσει την χρήση τους σε πρακτικές εφαρµογές. Η αδυναµία αυτή πηγάζει από το πρόβληµα του 

προσδιορισµού (αλλά και της φυσικής ερµηνείας) των παραµέτρων οι οποίες εισάγονται στις βασικές 

εξισώσεις των προσοµοιωµάτων. Είναι γεγονός, ότι επιχειρώντας να αυξήσει κανείς την ακρίβεια ενός 

προσοµοιώµατος µέσω της αύξησης των εισαγόµενων παραµέτρων εισάγει πολύ µεγαλύτερες δυσκολίες 

εφόσον θα πρέπει ταυτόχρονα να επιτύχει έναν ρεαλιστικό προσδιορισµό τους µέσω πειραµατικών 

µετρήσεων. Ωστόσο, η θεωρητική αξία των φορµαλιστικών µεθόδων δεν µπορεί να αµφισβητηθεί καθώς 

αποτελούν µια διαφορετικής µορφής (σε µαθηµατικό επίπεδο) τεκµηρίωση της ορθότητας των εξισώσεων 

στις οποίες στηρίζονται τόσο το προσοµοίωµα του Winkler όσο και τα προσοµοιώµατα των δυο (ή και των 

τριών) παραµέτρων.  

Οι φορµαλιστικές µέθοδοι οι οποίες είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία (όπως παρουσιάζονται από τον 

Kerr (1985)) δίνονται εν συντοµία παρακάτω. 

Η Μέθοδος του Ratzersdorfer  

Επειδή στα πλαίσια των φορµαλιστικών µεθόδων τόσο οι µετακινήσεις της επιφανείας του υποβάθρου 

όσο και οι αντίστοιχες εξωτερικές κατακόρυφες φορτίσεις θεωρούνται ως συναρτήσεις, η µέθοδος του 

Ratzersdorfer στηρίζεται στον ολοκληρωτικό µετασχηµατισµό της συνάρτησης φόρτισης p(x): 

 w(ξ)dξ)xξP(p(x) ∫ −=  (2.72) 

Στην παραπάνω σχέση ο «πυρήνας» του µετασχηµατισµού P(|ξ-x|) είναι η συνάρτηση του Green 

(συνάρτηση επιρροής) η οποία αφορά τις κατακόρυφες δυνάµεις αλληλεπίδρασης. Εισάγοντας την 

βοηθητική παράµετρο xξx −=  η (2.72) γίνεται: 

x)dxw(x)xP(p(x) += ∫  (2.73) 

Αναπτύσσοντας τη συνάρτηση )xw(x +  σε σειρά Taylor προκύπτει: 

....x
dx

wd1x
dx

wd1x
dx
dww(x))xw(x 3

3

3
2

2

2

++++=+
62

 (2.74) 

και αντικαθιστώντας στην (2.73) ο Ratzersdorfer κατέληξε στη σχέση: 

[ ] [ ] ....
dx

wdx)dxP(x
dx

wdx)dxP(x
dx
dwx)dxP(xw(x)x)dxP(p(x) 3

3
3

2

2
2 +



+



++= ∫∫∫∫ 6

1
2
1  (2.75) 

Λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι ο πυρήνας του µετασχηµατισµού P είναι συµµετρικός ως προς το x=ξ, 

πρέπει να µηδενιστούν οι όροι που αντιστοιχούν σε παραγώγους των οποίων η τάξη είναι περιττός αριθµός. 

Εποµένως η (2.75) παίρνει την τελική της µορφή: 

....
dx

wdk
dx

wdkw(x)kp(x) 4

4

22

2

10 +++=  (2.76) 
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Όπου: 

∫∫∫ === x)dxP(x
24
1k   και    x)dxP(x

2
1k   ,x)dxP(k 4

2
2

10
 

Η εξίσωση (2.76) αποτελεί και τη βασική εξίσωση της υπόθεσης του Ratzersdorfer. Εύκολα καταλήγει 

κανείς στο συµπέρασµα ότι εάν επιλεγεί η χρήση µιας παραµέτρου η εξίσωση του προσοµοιώµατος 

ταυτίζεται µε την εξίσωση του προσοµοιώµατος του Winkler (Σχέση (2.1α)), ενώ εάν επιλεγεί η χρήση δυο 

παραµέτρων τότε υπάρχει ταύτιση µε τις εξισώσεις των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων (Σχέσεις (2.4β), 

(2.8β), (2.25)). Πρέπει τέλος να επισηµανθεί το γεγονός ότι ο Ratzersdorfer δεν αναφέρεται ούτε στην 

φυσική σηµασία αλλά ούτε και στις ιδιότητες των παραµέτρων kn. 

Η Μέθοδος του Favre  

O Favre (1960) έκανε την a priori παραδοχή ότι η εξωτερική φόρτιση p(x) είναι συνάρτηση τόσο των 

κατακορύφων µετακινήσεων w(x) όσο και των παραγώγων τους. ∆ηλαδή: 

,.....) 
dx

wd ,
dx

wd ,
dx
dw f(w,p(x) 3

3

2

2

=  (2.77) 

Κατόπιν ανέπτυξε το δεξιό µέλος της (2.77) σε σειρές Maclaurin: 

......ww
ww
fw

w
f

2
1w

w
fw

w
fw

w
f...) 0, 0, f(0,p(x) 2
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′∂∂
∂
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∂
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′∂

∂
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∂
∂

+=
22

...  (2.78) 

Λαµβάνοντας υπόψη τη προφανή συνθήκη ότι όταν p(x)=0, τότε w(x)=w΄(x)=w΄΄(x)=…=0 και εποµένως 

f(0, 0, ….)=0 και ταυτόχρονα απαλείφοντας τους µη γραµµικούς όρους από την (2.78) προκύπτει: 

.....(x)w
w
f(x)w

w
fw(x)

w
fp(x) +′′

′′∂
∂

+′
′∂

∂
+

∂
∂

=  (2.79) 

Τέλος, λαµβάνοντας υπόψη τις συνθήκες συµµετρίας πρέπει να µηδενιστούν όλες οι παράγωγοι περιττής 

τάξης. Εποµένως η τελική σχέση του Favre είναι: 

.....(x)wkw(x)kp(x) 10 +′′+=  (2.80) 

Όπου: 

w
fk  και  

w
fk 10 ′′∂

∂
=

∂
∂

=  

Πρέπει επίσης να αναφερθεί το γεγονός ότι µελετώντας την επιρροή των φορτίων στα γειτονικά σηµεία, 

ο Favre κατέληξε στο συµπέρασµα ότι k0>0 και k1<0. Το τελευταίο συµπέρασµα έρχεται σε πλήρη 

αντιστοιχία µε τις σχέσεις (2.4β), (2.8β), (2.25) που διέπουν τα µηχανικά προσοµοιώµατα των δυο 

παραµέτρων. 

Παρόµοια τεχνική µε τον Favre εφάρµοσαν και οι Hermann, Fletcher (1971) οι οποίοι ξεκίνησαν από την 

a priori παραδοχή ότι οι δυνάµεις αλληλεπίδρασης µεταξύ µιας δοκού και του εδάφους έχουν την ακόλουθη 

γραµµική σχέση: 

n

nN

0n
n dx

wdap(x) ∑
=

=  (2.81) 
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Στη σχέση (2.81) – η οποία είναι της ίδιας µορφής µε την γενικού τύπου εξίσωσης (2.80) από την οποία 

ξεκίνησε το συλλογισµό του ο Favre – οι συντελεστές na  αποτελούν τις παραµέτρους του προσοµοιώµατος. 

Στο σηµείο αυτό οι Hermann και Fletcher προχώρησαν σε µια επιπλέον παραδοχή η οποία είναι 

συνυφασµένη µε την κλασσική εξίσωση του Euler για την κάµψη των δοκών. Πιο συγκεκριµένα, έκαναν την 

παραδοχή ότι εφόσον η εξίσωση κάµψης των δοκών είναι: 

p(x)q(x)
dx

wdEI 4

4

−=  

και εφόσον η εξίσωση αυτή αποτελεί µια προσέγγιση της πραγµατικής συµπεριφοράς, είναι λογικό να γίνει 

µια αντίστοιχη παραδοχή όµοιας τάξεως και για την µορφή της εξίσωσης που διέπει τις δυνάµεις 

αλληλεπίδρασης p(x). Εποµένως προχώρησαν στη θεώρηση n≤4 παραµέτρων στην εξίσωση (2.81): 

4

4

43

3

32

2

210 dx
wda

dx
wda

dx
wda

dx
dwawap(x) ++++=  (2.82) 

Τέλος, κάνοντας τη θεώρηση του προβλήµατος της κάµψης δοκών απείρου µήκους εδραζόµενων επί 

ελαστικού υποβάθρου του οποίου οι ελαστικές σταθερές δεν µεταβάλλονται κατά µήκος και κάνοντας τις 

βασικές παραδοχές του Favre, κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι: 

0a  ,0a  και  aa 4231 ≤≤=  

Εποµένως, η (2.82) παίρνει την τελική µορφή: 

4

4

42

2

20 dx
wda

dx
wdawap(x) −−=  (2.83) 

η οποία είναι προφανές ότι έχει την ίδια µορφή µε την εξίσωση (2.80) του Favre αν σ’ αυτήν ληφθούν 

υπόψη τέσσερις όροι. 

Η Μέθοδος των Levinson – Bharatha  

Οι Levinson – Bharatha (1978) και (1980) πραγµατοποίησαν µια γενικής µορφής προσέγγιση του 

προβλήµατος προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου λαµβάνοντας υπόψη την ανισοτροπία, 

τη µη γραµµικότητα αλλά και την ανοµοιογένεια του εδάφους. Για την προσέγγιση αυτή έκαναν χρήση 

µεθόδων βασισµένων  σε αξιώµατα της ορθολογιστικής µηχανικής (rational mechanics).  

Για την ειδική περίπτωση της µελέτης υποστρώµατος µε αρχικά επίπεδη ελεύθερη επιφάνεια, έθεσαν το 

αξίωµα ότι η τιµή της δύναµης αλληλεπίδρασης p(x,y) σε ένα σηµείο προσδιορίζεται από την κατακόρυφη 

µετακίνηση w(x,y) και τις µερικές παραγώγους της στο σηµείο αυτό (Levinson – Bharatha (1978)). 

Εποµένως ξεκίνησαν από την ίδια παραδοχή από την οποία ξεκίνησε και ο Favre, η εξίσωση του οποίου 

όµως αναφέρεται σε προβλήµατα δύο διαστάσεων. Για την περίπτωση γραµµικώς ελαστικού και οµογενούς 

υποστρώµατος – και θεωρώντας σύστηµα συντεταγµένων µε άξονες x, y να ταυτίζονται µε την επιφάνεια 

του – η εξίσωση µε βάση την οποία προσδιορίζονται οι δυνάµεις αλληλεπίδρασης κατά τους Levinson – 

Bharatha, είναι: 

....wKwKy)w(x,Ky)p(x, 4
2

2
10 +∇+∇+=  (2.84) 

Όπου )y/x/( 2222 ∂∂+∂∂=∇ 2 , είναι ο τελεστής του Laplace.  
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Για τα προβλήµατα δυο διαστάσεων η (2.84) γίνεται: 
( )

( )2m

2m

m4

4

22

2

10 dx
wdk....

dx
wdk

dx
wdkw(x)kp(x) ++++=  (2.85) 

Εξαιτίας του γεγονότος ότι το έργο το οποίο παράγουν οι δυνάµεις αλληλεπίδρασης p(x) κατά την 

παραµόρφωση της επιφανείας του υποστρώµατος w(x), πρέπει να είναι ποσότητα θετικά ορισµένη, εξάγεται 

το συµπέρασµα ότι: (-1)nkn>0 για n=0, 1, 2, …., m –1. Εποµένως: k0>0, k1<0, k2>0,….. 

Οι Levinson – Bharatha προχώρησαν σε µια ταξινόµηση των εξισώσεων που προκύπτουν από τη γενική 

σχέση (2.85).  

Η ταξινόµηση αυτή έγινε µε βάση τον αριθµό των όρων οι οποίοι λαµβάνονται υπόψη. Ειδικότερα, για τα 

προβλήµατα δυο διαστάσεων η ταξινόµηση είναι η εξής: 

n=0, 1 p=k0w (2.86α) 

n=2, 3 p= k0w+k1w΄΄ (2.86β) 

n=4, 5 p= k0w+k1w΄΄+k2w(4) (2.86γ) 

……… …………..  

Τάξη 

n=2m, 2m+1 p= k0w+k1w΄΄+k2w(4)+….+kmw(2m) (2.86δ) 

Παρά το γεγονός ότι η ανάπτυξη των παραπάνω προσοµοιωµάτων στηρίζεται σε καθαρά µαθηµατική 

διατύπωση, είναι δυνατή η αντιστοίχηση των εξισώσεων (2.86α) – (2.86γ) σε µηχανικά προσοµοιώµατα τα 

οποία είναι διαθέσιµα στη βιβλιογραφία, ως εξής:  

Η εξίσωση (2.86α) τάξεως n=0 αντιστοιχεί στο προσοµοίωµα του Winkler, η εξίσωση (2.86β) τάξεως 

n=2 αντιστοιχεί στα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων, ενώ τέλος η εξίσωση (2.86γ) τάξεως n=4 

αντιστοιχεί σε προσοµοίωµα το οποίο συνίσταται από ένα καµπτικό στρώµα προσαρτηµένο στο 

προσοµοίωµα δυο παραµέτρων του Pasternak (Σχήµα 2.21). 

k0

k0

1k

k
k0

1

2k

p(x)

p(x)

p(x)

Στρώµα ελατηρίων

∆ιατµητικό στρώµα

Καµπτικό στρώµα

Μηχανικό ΠροσοµοίωµαΤάξη

0,1

2,3

4,5

∆ιατµητικό στρώµα

 
Σχήµα 2.21. Αντιστοίχιση των κλασσικών µηχανικών προσοµοιωµάτων µε τις εξισώσεις των Levinson – Bharatha. 
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Στα προσοµοιώµατα αυτά, k0=k είναι η σταθερά του στρώµατος των ελατηρίων, -k1=G η δυστµησία του 

διατµητικού επιπέδου, και k2=Df είναι η δυσκαµψία του καµπτικού στρώµατος. 

Κλείνοντας, θα πρέπει να τονιστεί ότι τόσο η υπόθεση των Levinson – Bharatha όσο και οι αντίστοιχες 

υποθέσεις των Ratzersdorfer και Favre που παρουσιάστηκαν παραπάνω έχουν την ίδια γενική µορφή: 

( )wLp =  (2.87) 

όπου L είναι γραµµικός διαφορικός τελεστής που περιλαµβάνει µόνον παραγώγους άρτιας τάξης. 

Η Μέθοδος των Kerr – Rhines 

Οι Kerr – Rhines (1967), κατάφεραν να αποδείξουν ότι η ανάπτυξη της ακριβούς λύσης του 

προβλήµατος ελαστικού συνεχούς µέσου πεπερασµένου πάχους το οποίο εδράζεται επί ακλόνητου 

υποβάθρου, οδηγεί σε εξίσωση αλληλεπίδρασης µε γενική µορφή: 

( ) ( )wLpL 21 =  (2.88) 

όπου L1, L2 είναι γραµµικοί διαφορικοί τελεστές.  

Η προσέγγιση αυτή είναι διαφορετική από την προσέγγιση (2.87) και έτσι οδηγεί σε διαφορετική 

ακολουθία µαθηµατικών προσοµοιωµάτων από την αντίστοιχη ακολουθία των Levinson – Bharatha. 

Η µέθοδος των Kerr – Rhines ξεκινά από τη θεώρηση ενός εδαφικού στρώµατος πάχους H το οποίο 

υπόκειται σε κατακόρυφη φόρτιση p(x,y) στην ελεύθερη επιφάνεια του, και εδράζεται επί µιας λείας 

ακλόνητης βάσης. Γίνεται αρχικά η παραδοχή ότι το εδαφικό αυτό στρώµα φορτίζεται σε συνθήκες επίπεδης 

παραµόρφωσης. Όπως είναι γνωστό από τις εξισώσεις της επίπεδης ελαστικότητας, όταν µια συνάρτηση 

φ(x,y) ικανοποιεί την διαρµονική εξίσωση: 

 0φ =∇ 4  (2.89) 

αλλά και τις απαιτούµενες συνοριακές συνθήκες που ορίζουν την παραµόρφωση ενός σώµατος, τότε οι 

τάσεις στο εσωτερικό του σώµατος αυτού µπορούν να υπολογιστούν από τις παρακάτω σχέσεις: 

2xx z
φσ

∂
∂

=
2

 
2zz x
φσ

∂
∂

=
2

 
zx
φσ xz ∂∂

∂
−=

2

 (2.90) 

Επιπλέον, αν οριστεί η συνάρτηση µετακινήσεων ψ(x,y) η οποία ικανοποιεί τις εξισώσεις: 

zx
ψ

φ  και  0ψ
∂∂

∂
=∇=∇

2
22  (2.91) 

τότε αποδεικνύεται ότι οι µετακινήσεις στις διευθύνσεις x και z – U(x,z) και W(x,z) αντίστοιχα – δίνονται 

από τις σχέσεις: 

x
φν)(1

z
ψ)ν(1EU 2

∂
∂

+−
∂
∂

−=  (2.92α) 

z
φν)(1

x
ψ)ν(1EW 2

∂
∂

+−
∂
∂

−=  (2.92β) 

Για την συνάρτηση των τάσεων φ(x,y) µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει την εξής µορφή (Bosson (1938)): 

∑
∞

=

=
0n

n

n n!
z(x)Xz)φ(x,  (2.93) 
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Εισάγοντας την (2.93) στις (2.90) προκύπτει µετά από ορισµένες συµπτύξεις, η εξής συµβολική µορφή: 

 
 

......Xcos(zD)
D
z

D
sin(zD)

2
1

Xsin(zD)
2D
zXzcos(zD)

2
1sin(zD)

2D
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2
1cos(zD)z)φ(x,

323

210
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 +=

 

(2.94) 

Όπου: Dn=dn/dxn, n=1, 2, 3, ….. 

Η αντίστοιχη συνάρτηση των µετακινήσεων δίνεται από τη σχέση: 

......cos(zD)X
D
1sin(zD)X

D
1cos(zD)X

D
1sin(zD)Xz)ψ(x, 332210 +−+−=  (2.95) 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι: 

Για z=-H (Βάση υποστρώµατος): σxz(x,-H)=0 και   W(x,-H)=0 (2.96α) 

Για z=0    (Ελεύθερη επιφάνεια): σxz(x,0)=0 και   σzz(x,0)=-p(x) (2.96β) 

Θέτοντας W(x,0)=-w(x), προκύπτει η ακόλουθη σχέση η οποία συνδέει τις κατακόρυφες εξωτερικές 

δυνάµεις p(x) που δρουν στην ελεύθερη επιφάνεια του υποστρώµατος, µε τις κατακόρυφες µετακινήσεις τις 

οποίες προκαλούν: 

[ ] w(x)DH(HD)sin(HD)cos
D
1

ν1
Ep(x)(HD)2sin 2

2
2













 +

−
=  (2.97) 

Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις που υπεισέρχονται στην παραπάνω εξίσωση µπορούν να αναπτυχθούν 

µε τη βοήθεια εκθετικών σειρών. Από τους µετασχηµατισµούς προκύπτει η παρακάτω γενική εξίσωση η 

διερεύνηση της οποίας έγινε από τους Kerr – Rhines και θα παρουσιαστεί παρακάτω: 
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όπου Ε*=Ε/(1-ν2). 

Εύκολα διαπιστώνεται ότι εάν στην σχέση (2.98) διατηρηθεί µόνον ο πρώτος όρος σε κάθε ένα από τα 

δυο µέλη της τότε προκύπτει: 
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2

2

dx
wd

H
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=  (2.99) 

Ολοκλήρωση της (2.99) οδηγεί στη σχέση: p(x)=( Ε*/H)w+A1x+A2. Εφόσον όµως για p(x)=0 θα πρέπει 

w(x)=0 συνάγεται το συµπέρασµα ότι Α1=Α2=0. Εποµένως: 

w
H

*Ep 





=  (2.100) 

Η σχέση (2.100) είναι ανάλογη της σχέσης (2.1β) του Winkler, στην οποία η ελατηριακή σταθερά k είναι 

ίση µε: 

)νΗ(1
Ek 2−

=  (2.101) 
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∆ιατηρώντας εκείνους τους όρους της (2.98) οι οποίοι περιέχουν το συντελεστή Η υψωµένο σε δυνάµεις 

µικρότερες ή ίσες του 2, η γενική εξίσωση δίνει µετά από διαδικασία όµοια µε εκείνη που ακολουθήθηκε 

προηγουµένως: 

2

2

dx
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3
H*Ew

H
*Ep 
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=  (2.102) 

Είναι φανερό, ότι η παραπάνω σχέση ταυτίζεται µε την σχέση η οποία διέπει τα προσοµοιώµατα δυο 

παραµέτρων (βλ. π.χ. (2.4β) ή (2.8β)), µε σταθερές: 

 
)Ην(1

Ek 2−
=  

)ν3(1
EHG 2−

=  (2.103) 

Με όµοια διαδικασία, εάν διατηρηθούν εκείνοι οι όροι της (2.98) οι οποίοι περιέχουν δυνάµεις του H 

µέχρι τρίτης τάξης (Η3) προκύπτει η σχέση: 
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Η σχέση (2.104) ταυτίζεται – όπως τονίστηκε και στην παράγραφο 2.2.3.1 – µε την εξίσωση (2.46β) στην 

οποία κατέληξε ο Kerr ξεκινώντας όµως από τη θεώρηση του µηχανικού προσοµοιώµατος που δίνεται στο 

σχήµα 2.13. Η διαφοροποίηση µεταξύ των εξισώσεων (2.46β) και (2.104) συνίσταται στον ορισµό των 

σταθερών οι οποίες υπεισέρχονται στις σχέσεις αυτές. 

Εάν ληφθούν υπόψη και όροι της (2.98) οι οποίοι περιέχουν δυνάµεις του H µέχρι τέταρτης τάξης (Η4), 

προκύπτει η εξίσωση: 
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Αντιστοίχως αν ληφθούν υπόψη όροι του Η υψωµένοι σε δύναµη µέχρι πέµπτης τάξης (Η5) προκύπτει: 
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Όπως και στην περίπτωση της µελέτης της µεθόδου των Levinson – Bharatha έτσι και στη µέθοδο των 

Kerr – Rhines υπάρχει µια αντιστοιχία των προσοµοιωµάτων που προκύπτουν από την (2.98) και µιας 

σειράς µηχανικών προσοµοιωµάτων. Όπως αποδείχθηκε η σχέση (2.100) αντιστοιχεί στο προσοµοίωµα του 

Winkler, ενώ η (2.102) και η (2.104) είναι ανάλογες των εξισώσεων των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων 

και του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr, αντίστοιχα. 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος (2.22α) περιγράφεται από τη σχέση: 
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Οι εξισώσεις (2.105) και (2.107) είναι όµοιες µε µόνη διαφορά τις σταθερές που υπεισέρχονται σ’ αυτές. 

Εποµένως η εξίσωση (2.105) αντιστοιχεί στο µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος (2.22α). 

Οµοίως µπορεί να αποδειχθεί ότι τα µηχανικά προσοµοιώµατα των σχηµάτων (2.22β) και (2.22γ) 

περιγράφονται από τις παρακάτω εξισώσεις αντιστοίχως: 
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Σχήµα 2.22. Μηχανικά προσοµοιώµατα ανωτέρας τάξης. 

Οι εξισώσεις (2.108α) και (2.108β) αλλά και η (2.106) των Kerr – Rhines είναι της ίδιας µορφής. Αυτό 

σηµαίνει ότι τα προσοµοιώµατα µεγαλύτερης τάξης των Kerr – Rhines δεν αντιστοιχούν µονοσήµαντα σε 

ένα, αλλά σε δυο ισοδύναµα – όσον αφορά τις εξισώσεις που τα διέπουν – µηχανικά προσοµοιώµατα. Τα 

συµπεράσµατα που βγαίνουν από τα παραπάνω εκτεθέντα, παραθέτονται εποπτικά στο Σχήµα 2.23. 

Αντίστοιχο Μηχανικό ΠροσοµοίωµαΤάξη Τάξη Αντίστοιχο Μηχανικό Προσοµοίωµα

Η

Η2

Η3

Η4

Η5

Η6 Η10

Η7

8Η

9Η

 
Σχήµα 2.23. Η αντιστοίχιση εξισώσεων των προσοµοιωµάτων των Kerr – Rhines σε µηχανικά προσοµοιώµατα. 
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Κλείνοντας την παρουσίαση των προσοµοιωµάτων που αναπτύσσονται µε φορµαλιστικές µεθόδους, 

αξίζει να γίνει µια αναφορά στα συµπεράσµατα που µπορούν να εξαχθούν από τη µελέτη των µεθόδων 

αυτών: 

• Όλες οι µέθοδοι συγκλίνουν στο γεγονός ότι η πρώτη προσέγγιση που µπορεί να γίνει για την 

προσοµοίωση του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου είναι η προσοµοίωση µέσω µιας στρώσης 

γραµµικών ελατηρίων ανεξάρτητων µεταξύ τους. Το προσοµοίωµα, αυτό ως γνωστόν, αποτελεί το 

ευρέως διαδεδοµένο προσοµοίωµα του Winkler. 

• Τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων αποτελούν την αµέσως πιο ακριβή προσέγγιση στο πρόβληµα 

µετά το προσοµοίωµα του Winkler, ειδικά από µαθηµατικής άποψης. 

• Οι φορµαλιστικές µέθοδοι µπορούν να διακριθούν σε δυο γενικές κατηγορίες όσον αφορά την γενική 

µορφή των εξισώσεων στις οποίες στηρίζονται: 

1. Η πρώτη κατηγορία µεθόδων αποτελείται από τις µεθόδους των Ratzersdorfer, Favre, Hermann – 

Fletcher και Levinson – Bharatha. Όλες αυτές οι µέθοδοι ξεκινούν από την a priori υπόθεση ότι οι 

κατακόρυφες µετακινήσεις της επιφάνειας του εδάφους, συνδέονται µε τις κατακόρυφες εξωτερικές 

δυνάµεις µέσω µιας σχέσης του τύπου: 

.....) , 
dx

wd , 
dx

wd , 
dx
dw f(w,p(x) 3

3

2

2

=  (2.109α) 

2. Η δεύτερη κατηγορία µεθόδων χαρακτηρίζεται από την µέθοδο των Kerr – Rhines, η οποία ξεκινά 

από τη θεώρηση ελαστικού υποστρώµατος πάχους Η υπό συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης και 

από την παραδοχή ότι η σχέση µεταξύ δυνάµεων και µετακινήσεων στην επιφάνεια του εδάφους, 

έχει την γενική µορφή: 

....) ,
dx

pd ,
dx

pd ,
dx
dp .....p, ,

dx
wd ,

dx
wd ,

dx
dw f(w,p(x) 3

3

2

2

3

3

2

2

=  (2.109β) 

• Το ζητούµενο για όλες τις φορµαλιστικές µεθόδους ανάπτυξης προσοµοιωµάτων είναι η απόδειξη 

σύγκλισης τους προς την ακριβή λύση (την οποία στα πλαίσια της παραδοχής ελαστικής συµπεριφοράς, 

αντιπροσωπεύουν οι εξισώσεις της τρισδιάστατης ή της δισδιάστατης ελαστικότητας) όσο αυξάνει ο 

αριθµός των όρων που λαµβάνονται υπόψη στις γενικές εξισώσεις τους. Αν και µια τέτοια απόδειξη δεν 

έχει παρουσιαστεί παρά µόνον θεωρητικά (Kerr (1985)), το γεγονός ότι όλες οι µέθοδοι οδηγούν στην 

µαθηµατική τεκµηρίωση των προσοµοιωµάτων των Winkler, Pasternak κ.τ.λ. από διαφορετική σκοπιά, 

αποτελεί ένα σηµείο ιδιαίτερου ενδιαφέροντος και αξίας. 
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2.2.4. Προσοµοιώµατα συνεχούς ελαστικού µέσου 

Η προσοµοίωση του εδάφους ως συνεχούς ελαστικού µέσου αποτελεί τον πιο ακριβή τρόπο 

προσοµοίωσής του µέσα στα πλαίσια της παραδοχής ελαστικής συµπεριφοράς. Η θεώρηση του συνεχούς 

ελαστικού µέσου µπορεί να διακριθεί στη θεώρηση του οµογενούς ισότροπου ή ανισότροπου (κυρίως 

ορθότροπου) και στη θεώρηση του µη οµογενούς µέσου. Πέραν της παραπάνω διάκρισης, το πρόβληµα του 

συνεχούς ελαστικού µέσου διακρίνεται σε προβλήµατα του ελαστικού ηµιεπιπέδου (επίπεδα προβλήµατα) 

και σε προβλήµατα του ελαστικού ηµιχώρου (χωρικά προβλήµατα). 

Τα προσοµοιώµατα του ελαστικού ηµιεπιπέδου εκφράζονται µαθηµατικώς από τις εξισώσεις της 

επίπεδης ελαστικότητας (επίπεδη ένταση ή επίπεδη παραµόρφωση) και έχουν ως βάση, τη λύση του Flamant 

(για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε Timoshenko και Goodier (1970) σελ. 85). Η λύση του προβλήµατος 

από τον Flamant αφορά τον υπολογισµό των τάσεων και των µετακινήσεων στο εσωτερικό και την 

επιφάνεια ελαστικού ηµιεπιπέδου, φορτιζόµενου στην επιφάνεια του από κατακόρυφο µοναχικό φορτίο 

(Σχήµα 2.24). Με βάση την λύση αυτή καθίσταται δυνατή η επίλυση για κάθε µορφής κατακόρυφη φόρτιση 

µε κατάλληλες ολοκληρώσεις (π.χ. Poulos και Davis (1974)). 
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Σχήµα 2.24. Το πρόβληµα του Flamant. 

Τα προσοµοιώµατα του ελαστικού ηµιχώρου στηρίζονται στις γενικές εξισώσεις της τρισδιάστατης 

ελαστικότητας. Θεµελιώδη λύση για τα προβλήµατα αυτά αποτελεί η λύση του Boussinesq (1885) για το 

πρόβληµα του ελαστικού ηµιχώρου, ο οποίος φορτίζεται στην επιφάνεια του από κατακόρυφη µοναχική 

δύναµη (Σχήµα 2.25). Από την επίλυση του θεµελιώδους αυτού προβλήµατος προκύπτουν οι λύσεις για 

διαφόρους τύπους κατανεµηµένης κατακόρυφης φόρτισης σε οποιασδήποτε µορφής περιοχή της επιφάνειας 

του εδάφους. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται τεχνικές ολοκληρωτικών µετασχηµατισµών (Selvadurai 

(1979)) ή η µέθοδος της επαλληλίας (Τσότσος (1991) σελ. 129). Η λύση του Boussinesq χρησιµοποιείται 

κυρίως σε προβλήµατα πλακών ή δοκών πεπερασµένων διαστάσεων διότι στις περιπτώσεις αυτές η 

παραδοχή επίπεδης συµπεριφοράς δεν είναι ρεαλιστική.  
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Η θεώρηση του συνεχούς ελαστικού µέσου (οµογενούς ή όχι) δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις 

κατά τις οποίες το έδαφος συνίσταται από στρώσεις διαφορετικών υλικών πεπερασµένου πάχους. Στις 

περιπτώσεις αυτές θα πρέπει να γίνει εφαρµογή µεθόδων που αφορούν τα «πολυστρωµατικά» ελαστικά 

συστήµατα. Τα συστήµατα αυτά διακρίνονται σε ελαστικά µέσα µιας στρώσης πεπερασµένου πάχους επί 

ακλόνητου υποβάθρου, σε ελαστικά µέσα µιας στρώσης πεπερασµένου πάχους επί ελαστικού ηµιχώρου 

καθώς και σε ελαστικά µέσα πολλών στρώσεων. Για τις παραπάνω περιπτώσεις υπάρχουν διάφορες 

προσεγγιστικές λύσεις οι οποίες είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία (π.χ. Burmister (1945), Lemcoe (1960), 

Poulos (1967)). Θα πρέπει να τονιστεί, ότι η λύση του προβλήµατος του ελαστικού στρώµατος 

πεπερασµένου πάχους επί ακλόνητου υποβάθρου παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς αποτελεί ένα 

άµεσο µέτρο σύγκρισης για τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή του προσοµοιώµατος του 

Vlasov, το οποίο επίσης αναφέρεται σε αντίστοιχο πρόβληµα (Παράγραφος 2.2.2.5). 
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Σχήµα 2.25. Το πρόβληµα του Boussinesq. 

Αν και είναι η πιο ακριβής µέθοδος, η προσοµοίωση του εδάφους ως συνεχούς ελαστικού µέσου έχει το 

µειονέκτηµα ότι είναι ένα ιδιαίτερα πολύπλοκο µαθηµατικό πρόβληµα. Το γεγονός αυτό καθιστά 

προβληµατική την χρήση του σε συνήθεις εφαρµογές, αν µάλιστα προστεθεί και το γεγονός της δυνατότητας 

χρήσης της ευρέως πλέον διαδεδοµένης και εξαιρετικά ακριβούς µεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων. 

Επιπλέον, το γεγονός ότι σε πραγµατικές συνθήκες το έδαφος δεν συµπεριφέρεται ως ελαστικό µέσο 

καθιστά µη συµφέρουσα την χρήση µιας πολύπλοκης µαθηµατικής µεθόδου, η οποία µάλιστα ξεκινά από 

παραδοχές που δεν ανταποκρίνονται πλήρως στην πραγµατικότητα. Ωστόσο, πέραν των παραπάνω 

αρνητικών σηµείων, η θεώρηση του εδάφους ως συνεχούς ελαστικού µέσου συνιστά µια αξιόπιστη λύση 

αναφοράς για τη σύγκριση των διαφόρων προσοµοιωµάτων (µιας, δυο ή τριών παραµέτρων), των οποίων οι 

εξισώσεις στηρίζονται στην παραδοχή της ελαστικής συµπεριφοράς. Επιπλέον, η επίλυση του προβλήµατος 

του συνεχούς ελαστικού µέσου απαιτεί την γνώση-προσδιορισµό των σταθερών Ε, ν για τις οποίες, σε 

αντίθεση µε τις σταθερές που εισάγουν τα απλοποιηµένα προσοµοιώµατα, υπάρχουν πολλά διαθέσιµα 

στοιχεία από εργαστηριακές και επί τόπου µετρήσεις (βλέπε π.χ. Bowles (1988)). Η τελευταία παρατήρηση 
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δίνει τη δυνατότητα συσχέτισης των κλασικών ελαστικών σταθερών Ε, ν µε τις σταθερές των 

απλοποιηµένων προσοµοιωµάτων (π.χ. µε το δείκτη εδάφους του Winkler). Αυτό επιτυγχάνεται µε την 

επίλυση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος τόσο µε την µέθοδο του συνεχούς ελαστικού µέσου όσο και µε 

κάποιο συγκεκριµένο προσοµοίωµα και την σύγκριση των αποτελεσµάτων (Biot (1937) και Vesic (1961)). 

Περισσότερες λεπτοµέρειες για θέµα αυτό δίνονται στην Παράγραφο 2.4.2. 

2.2.5. Προσοµοιώµατα µε χρήση επιφανειακών και χωρικών πεπερασµένων στοιχείων 

Η προσοµοίωση του ελαστικού υποβάθρου µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων προσεγγίζει το 

πρόβληµα του συνεχούς µέσου µε έναν πεπερασµένο αριθµό στοιχείων (πεπερασµένα στοιχεία) στα οποία 

προσδίδονται οι ιδιότητες του µέσου και τα οποία συνδέονται µεταξύ τους σε διακριτά σηµεία (κόµβοι). Η 

µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια γενικής εφαρµογής αριθµητική-προσεγγιστική µέθοδος 

επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, η οποία είναι κατά κανόνα αρκετά ακριβής για τις απαιτήσεις που θέτουν 

οι περισσότερες πρακτικές εφαρµογές. Ως µέθοδος ανήκει στην κατηγορία των ενεργειακών µεθόδων, στα 

πλαίσια των οποίων οι συνθήκες ισορροπίας διατυπώνονται µε τη βοήθεια των µεθόδων µεταβολών, όπως 

π.χ. η µέθοδος Ritz (βλέπε π.χ. Νιτσιώτα (1985)), η οποία και αποτελεί και το θεωρητικό υπόβαθρο της 

αρχικής διατύπωσης της µεθόδου. Η εφαρµογή της είναι αλληλένδετη µε τη χρήση ηλεκτρονικού 

υπολογιστή και το γεγονός αυτό της προσδίδει µεγάλες δυνατότητες αντιµετώπισης εξαιρετικά σύνθετων 

προβληµάτων. 

Με δεδοµένες τις δυσκολίες στην πρακτική εφαρµογή των προσοµοιωµάτων που στηρίζονται στις 

εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού µέσου, η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί την πιο ακριβή, 

ρεαλιστική και ταυτόχρονα εύχρηστη µέθοδο επίλυσης προβληµάτων που αφορούν, µεταξύ άλλων, και την 

έδραση δοκών ή πλακών επί ελαστικού υποβάθρου. Εποµένως, οι λύσεις που προκύπτουν από τη χρήση της 

µεθόδου µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως λύσεις αναφοράς για την αξιολόγηση της ακρίβειας και της 

αξιοπιστίας άλλων προσοµοιωµάτων, όπως αυτά που παρουσιάστηκαν στις πρώτες παραγράφους του 

παρόντος κεφαλαίου. 

Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου, που την καθιστούν την πλέον κατάλληλη για την αντιµετώπιση σχεδόν 

όλων των προβληµάτων που εντάσσονται στο γνωστικό αντικείµενο της ανάλυσης των κατασκευών και 

ειδικότερα στα προβλήµατα δοκών και πλακών επί ελαστικού υποβάθρου, µπορούν να συνοψιστούν στα 

εξής: 

• η αξιοπιστία της µεθόδου, 

• η ευελιξία της µεθόδου, δηλαδή η δυνατότητα  προσοµοίωσης σύνθετων κατασκευών µε πολύπλοκη 

γεωµετρία, 

• η ευκολία προγραµµατιστικής υλοποίησης, που στηρίζεται στην µητρωική διατύπωση, και η ύπαρξη 

µεγάλου αριθµού σχετικών προγραµµάτων, 

• η ύπαρξη στη βιβλιογραφία µεγάλου αριθµού επιφανειακών και χωρικών στοιχείων,  

• η δυνατότητα προσοµοίωσης τόσο ισότροπων όσο και ανισότροπων και µη οµογενών ελαστικών µέσων 

• η δυνατότητα αντιµετώπισης γραµµικών και µη γραµµικών προβληµάτων. 
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Επικεντρώνοντας την προσοχή στα προβλήµατα δοκών και πλακών επί ελαστικού υποβάθρου, θα πρέπει 

να γίνει η βασική διάκριση µεταξύ δυο βασικών κατηγοριών ανάλυσης: 

1. Στα πλαίσια της πρώτης κατηγορίας, οι δοκοί ή οι πλάκες διακριτοποιούνται µε τη βοήθεια 

πεπερασµένων στοιχείων µιας ή δυο διαστάσεων αναλόγων του τύπου του προβλήµατος, ενώ η 

συµπεριφορά του εδάφους προσοµοιώνεται µε τη βοήθεια ενός από τα προσοµοιώµατα που 

παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου (ακόµα και µε τις εξισώσεις του 

συνεχούς ελαστικού ηµιχώρου του Boussinesq: βλέπε π.χ. Cheung και Zienkiewicz (1965) ή Cheung και 

Nag (1968)). Αυτή η κατηγορία αναλύσεων χρησιµοποιείται περισσότερο σε κοινές πρακτικές εφαρµογές 

εξαιτίας κυρίως της ευκολίας µε την οποία επιτυγχάνεται η εισαγωγή της γεωµετρίας και γενικότερα των 

δεδοµένων του προβλήµατος. Επιπλέον, η κατηγορία αυτή αποτελεί το αντικείµενο της συντριπτικής 

πλειοψηφίας των εργασιών και εφαρµογών που αφορούν το πρόβληµα της έδρασης δοκών ή πλακών επί 

ελαστικού υποβάθρου (βλέπε Selvadurai (1979)). 

2. Στα πλαίσια της δεύτερης κατηγορίας αναλύσεων – η οποία αποτελεί το αντικείµενο της παρούσας 

παραγράφου – τόσο η συµπεριφορά των δοκών ή των πλακών όσο και η συµπεριφορά του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου προσοµοιώνονται µε τη  βοήθεια καταλλήλων πεπερασµένων στοιχείων. Εποµένως, 

ως συνεχές – τουλάχιστον µακροσκοπικά – µέσο τριών διαστάσεων το έδαφος θα πρέπει να προσοµοιωθεί 

µε τη βοήθεια χωρικών πεπερασµένων στοιχείων ή µε τη βοήθεια επιφανειακών, όταν η φύση του προς 

επίλυση προβλήµατος το επιτρέπει (προβλήµατα επίπεδης έντασης ή παραµόρφωσης). Τα προβλήµατα 

αυτής της κατηγορίας αναλύσεων εστιάζονται κυρίως στην περίπτωση προσοµοίωσης του υποβάθρου µε 

τρισδιάστατα – χωρικά στοιχεία. Στην περίπτωση αυτή αυξάνει πολύ ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας του 

συστήµατος κατασκευή – ελαστικό υπόστρωµα, µε αποτέλεσµα την αύξηση και των προς επίλυση 

εξισώσεων (βλέπε ενδεικτικά Σχήµα 2.26).  

Ακλόνητη βάση

Η

x

y

z

Ly

Lx

L  =12mx L  =18my H=10m
ΤΜΗΜΑ ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟΥ ΕΛΑΣΤΙΚΟΥ ΥΠΟΒΑΘΡΟΥ

Οκτάκοµβα χωρικά στοιχεία
(Brick Elements) } 1m 1m 1mxx

∆ΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ 

Βαθµοί ελευθερίας κόµβων

Αριθµός κόµβων ελαστικού υποβάθρου: 2717

∆ιαστάσεις:

Ελαστικό υπόβαθρο:  Ε, νΧωρικό πλαίσιο

ελαστικού υποβάθρου:    3/κόµβο (µεταφορικοί)

Συνολικός αριθµός βαθµών
ελευθερίας κόµβων ελαστικού υποβάθρου:  7410*

Ακ
λό
νη
τη

 βά
ση

*(Πλήρως παγιωµένοι οι κόµβοι της βάσης του ελαστικού υποβάθρου)
 

Σχήµα 2.26. Ενδεικτικό παράδειγµα προσοµοίωσης χωρικού πλαισίου επί τρισδιάστατου ελαστικού υποβάθρου. 
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Παρά το γεγονός ότι µε τις σύγχρονες δυνατότητες των ηλεκτρονικών υπολογιστών είναι εφικτή η 

επίλυση συστηµάτων µε χιλιάδες εξισώσεις, µια τέτοια επίλυση δεν παύει να είναι δύσκολη και χρονοβόρα, 

(Vallabhan και Das (1991α)), καθώς στον καθαρό χρόνο επίλυσης θα πρέπει να προστεθεί και ο χρόνος 

προετοιµασίας του προσοµοιώµατος και επεξεργασίας των αποτελεσµάτων. Η διαδικασία αυτή θα µπορούσε 

να δικαιολογηθεί µόνο σε εξαιρετικές περιπτώσεις, στις οποίες µάλιστα θα πρέπει να γίνει χρήση ειδικών 

προγραµµάτων – αυτοµάτων γεννητριών τρισδιάστατων κανάβων (π.χ. Τσαµασφύρος (1994), σελ. 135). Θα 

πρέπει πάντως να τονιστεί, ότι αποτελέσµατα από την χρήση χωρικών προσοµοιωµάτων είναι διαθέσιµα 

στην βιβλιογραφία (π.χ. Kolar και Nemec (1989)), χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι η χρήση τους έχει 

επικρατήσει στην καθηµερινή πρακτική του µηχανικού. 

Η αντίστοιχη περίπτωση επίλυσης µε επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία δεν προκαλεί παροµοίου 

µεγέθους προβλήµατα, καθώς ακόµα και στην περίπτωση διακριτοποίησης µεγάλων επιφανειών δεν αυξάνει 

υπερβολικά ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας του συστήµατος (Βλέπε ενδεικτικά Σχήµα 2.27). 

Ακλόνητη βάση
Lx

z

x

φ

Η

Συνθήκες επίπεδης έντασης ή παραµόρφωσης
Ελαστικό υπόβαθρο:  Ε, νΕπίπεδο πλαίσιο

*(Πλήρως παγιωµένοι οι κόµβοι της βάσης του ελαστικού υποβάθρου)

ελευθερίας κόµβων ελαστικού υποβάθρου:  810*

ελαστικού υποβάθρου:  3/κόµβο (2 µεταφορικόι / 1 στροφικός)

Αριθµός κόµβων ελαστικού υποβάθρου: 297
1m 1m 

ΤΜΗΜΑ ∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟΥ ΕΛΑΣΤΙΚΟΥ ΥΠΟΒΑΘΡΟΥ

H=10m

Συνολικός αριθµός βαθµών

∆ιαστάσεις: xL  =26m

(Planar Elements)

Βαθµοί ελευθερίας κόµβων

∆ιακριτοποίηση
Τετράκοµβα επίπεδα στοιχεία } x

 
Σχήµα 2.27. Ενδεικτικό παράδειγµα προσοµοίωσης επίπεδου πλαισίου επί ελαστικού υποβάθρου δυο διαστάσεων. 

(Πρέπει να τονιστεί µάλιστα, ότι στα παραπάνω σχήµατα οι αριθµοί των βαθµών ελευθερίας υπολογίστηκαν 

µε βάση κανάβους στους οποίους δεν πραγµατοποιήθηκαν πυκνώσεις – ως είθισται – στις περιοχές πλησίον 

των πλαισίων. Μια τέτοια πύκνωση είναι συνήθως απαραίτητη και προκαλεί ακόµα µεγαλύτερη αύξηση του 

αριθµού των βαθµών ελευθερίας ειδικά στο τρισδιάστατο πρόβληµα). 

Ένα ακόµα πρόβληµα που ανακύπτει από τη χρήση προσοµοιωµάτων µε χωρικά αλλά και επιφανειακά 

πεπερασµένα στοιχεία είναι η επιλογή των διαστάσεων του τµήµατος του εδάφους που θα πρέπει να 

λαµβάνεται υπόψη στις αναλύσεις. Το πρόβληµα αυτό είναι µεγαλύτερο στην περίπτωση που το ελαστικό 

υπόβαθρο δεν συνίσταται από µια ελαστική στρώση πεπερασµένου πάχους – όπως οι περιπτώσεις των 

Σχηµάτων 2.26 και 2.27 – αλλά είναι «ηµιάπειρο» µέσο. Για περιπτώσεις κατακόρυφης στατικής ή 

σεισµικής – µε οριζόντια ψευδο-στατικά φορτία – φόρτισης το µέγεθος του εδαφικού όγκου που θα πρέπει 
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να ληφθεί υπόψη µπορεί να προκύψει από µια σειρά δοκιµαστικών επιλύσεων. Κατά τις επιλύσεις αυτές 

ελέγχονται διαδοχικά προσοµοιώµατα στα οποία αυξάνεται συνεχώς το εύρος του εδαφικού όγκου που 

λαµβάνεται υπόψη. Όταν αποδειχθεί από έναν έλεγχο µετακινήσεων ότι η περαιτέρω αύξηση των 

διαστάσεων του κανάβου δεν επηρεάζει τα αποτελέσµατα, τότε η επαναληπτική αυτή διαδικασία σταµατά 

(Μορφίδης και Αβραµίδης (2002)). Αντίθετα, στην περίπτωση κατά την οποία µελετάται το πρόβληµα της 

δυναµικής αλληλεπίδρασης εδάφους – κατασκευής, τότε η εισαγωγή της φόρτισης στην κατασκευή 

πραγµατοποιείται υπό µορφή κυµάτων. Στις περιπτώσεις αυτές τίθεται το πρόβληµα της µελέτης διάδοσης 

κυµάτων εντός ηµιάπειρου συνεχούς ελαστικού ή όχι µέσου. Για την αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτών 

είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία ειδικές τεχνικές που εντάσσονται µέσα στα πλαίσια της µεθόδου 

πεπερασµένων στοιχείων. Πέραν αυτών των τεχνικών µπορεί να γίνει χρήση και της «µεθόδου απείρου 

στοιχείου» (infinite element method), η οποία είναι εξειδικευµένη στην αντιµετώπιση τέτοιου τύπου 

προβληµάτων (βλέπε π.χ. Bettess (1980), Beer και Meek (1981)).  

Ένα ακόµα θέµα που εισάγει η χρήση των επιφανειακών και χωρικών προσοµοιωµάτων για την 

προσοµοίωση του εδάφους είναι η απαίτηση – σε ορισµένες περιπτώσεις – χρήσης ειδικών στοιχείων 

διασύνδεσης (interface elements), τα οποία θα πρέπει να παρεµβάλλονται µεταξύ των πεπερασµένων 

στοιχείων που προσοµοιώνουν το έδαφος και των πεπερασµένων στοιχείων των δοκών, όταν τα στοιχεία 

αυτά είναι ασύµβατα λόγω των διαφορετικών βαθµών ελευθερίας που έχουν (βλέπε π.χ. Liao (1995)). Μια 

τέτοια περίπτωση µπορεί να προκύψει, π.χ., όταν επιλύεται το πρόβληµα κάµψης δοκού επί ελαστικού 

υποβάθρου που προσοµοιώνεται µε επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία επίπεδης έντασης ή παραµόρφωσης. 

Στην περίπτωση αυτή, τα στοιχεία δοκού έχουν ένα µεταφορικό και ένα στροφικό βαθµό ελευθερίας, ενώ τα 

δισδιάστατα στοιχεία επίπεδης έντασης δυο µεταφορικούς. Για την περίπτωση αυτή έχουν αναπτυχθεί ειδικά 

ισοπαραµετρικά στοιχεία για την αντιµετώπιση του προβλήµατος (βλέπε π.χ. Viladkar et al (1994) και 

Babie, Salmon (1996), (1997)). 

Σε γενικές γραµµές και κλείνοντας την αναφορά στα προσοµοιώµατα χωρικών πεπερασµένων στοιχείων, 

θα πρέπει να τονιστεί ότι δεν µπορούν να κατηγοριοποιηθούν αυστηρά οι περιπτώσεις κατά τις οποίες είναι 

αποδοτική ή απαραίτητη η χρήση τους. Ταυτόχρονα, τα οφέλη µιας τέτοιας ανάλυσης δεν είναι προφανή και 

ανάλογα της πολυπλοκότητας της ανάλυσης ειδικά στις συνήθεις εφαρµογές. Επιπλέον, δεν είναι 

διαδεδοµένα στην πράξη εξειδικευµένα προγράµµατα για τέτοιου είδους αναλύσεις και εποµένως οι όποιες 

εφαρµογές περιορίζονται αποκλειστικά σε αναλύσεις ειδικών έργων. Ειδικότερα όµως για την περίπτωση 

χρήσης επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων, µπορεί να θεωρηθεί ότι η χρήση τους είναι πιο εύκολα 

εφαρµόσιµη καθώς τα αντίστοιχα υπολογιστικά εργαλεία είναι πιο διαδεδοµένα και για τις πρακτικές 

εφαρµογές. Η χρήση τους µάλιστα είναι και πιθανώς επιβεβληµένη όταν: 

• η µελετούµενη θεµελίωση έχει πολύπλοκη γεωµετρία, 

• η ύπαρξη γειτονικών κατασκευών ή γεωκατασκευών επηρεάζει την µελετούµενη θεµελίωση (π.χ. όταν 

πλησίον της θεµελίωσης υπάρχει κάποιος τοίχος αντιστήριξης γαιών), 

• το ελαστικό υπόβαθρο έχει πολύπλοκο επιφανειακό προφίλ, και 

• το ελαστικό υπόβαθρο αποτελείται από διάφορες στρώσεις πολύπλοκης γεωµετρίας. 
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2.2.6. Άλλες προσεγγίσεις του προβλήµατος 

Στις προηγούµενες παραγράφους έγινε µια αναλυτική παρουσίαση των προσοµοιωµάτων της 

συµπεριφοράς του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, όπως έχουν καταγραφεί σε µια σειρά από 

βιβλιογραφικές πηγές µετά την πρώτη προσέγγιση του προβλήµατος από τους Winkler και Zimmermann. 

Πέραν των προσοµοιωµάτων αυτών είναι επίσης γνωστά και άλλα προσοµοιώµατα, τα οποία όµως δεν 

έχουν γίνει ευρύτερα γνωστά. Πρόκειται στην ουσία για υποθέσεις, οι οποίες ενώ δεν ξεφεύγουν από τις 

βασικές αρχές στις οποίες στηρίζονται και τα παραπάνω προσοµοιώµατα, θα παρουσιαστούν κυρίως για 

λόγους πληρότητας. 

• Η υπόθεση του Loof: Η υπόθεση του Loof (1965) στηρίζεται στη βασική παραδοχή των 

προσοµοιωµάτων δύο παραµέτρων, τα οποία ξεκινούν από θεώρηση διασύνδεσης µεταξύ των µεταφορικών 

ελατηρίων της υπόθεσης του Winkler, και καταλήγει σε µαθηµατική διατύπωση ανάλογη των σχέσεων 

(2.4β), (2.8β), (2.13) και (2.25). Πιο συγκεκριµένα, το µηχανικό προσοµοίωµα του Loof είναι παρόµοιας 

«σύλληψης» µε το αντίστοιχο µηχανικό προσοµοίωµα του Pasternak (Παράγραφος 2.2.2.2), καθώς στη 

διατύπωση του αναφέρεται ότι η διασύνδεση µεταξύ των µεταφορικών ελατηρίων επιτυγχάνεται µέσω 

ειδικών στοιχείων τα οποία µεταβιβάζουν διατµητικές δυνάµεις Τ που δίνονται από τη σχέση: Τ=Α(dw/dx). 

Η σχέση αυτή είναι παρόµοια µε την (2.5α), γεγονός που σηµαίνει ότι και η υπόθεση του Loof ξεκινά από 

την υπόθεση «διατµητικής» διασύνδεσης µεταξύ των µεταφορικών ελατηρίων. Η υπόθεση του Loof µπορεί 

να επεκταθεί και σε τρισδιάστατα προβλήµατα, οπότε προκύπτει µαθηµατική διατύπωση ανάλογη των 

(2.4α) και (2.8α). 

• Το ανάλογο της εφελκυόµενης ράβδου: Το ανάλογο της εφελκυόµενης ράβδου (beam – column analogy) 

προτάθηκε από τον Horvarth (1993). ∆εν πρόκειται για µια διαφορετική προσέγγιση του προβλήµατος, αλλά 

για µαθηµατική διαπίστωση που στηρίζεται στο προσοµοίωµα των Filonenko – Borodich (Παράγραφος 

2.2.2.1). Πρόκειται για την µελέτη της διαφορικής εξίσωσης που διέπει το πρόβληµα της κάµψης 

εφελκυόµενης δοκού Euler επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler στα πλαίσια της θεωρίας δεύτερης 

τάξης. Η συγκεκριµένη εξίσωση είναι όµοια µε την εξίσωση που διέπει το πρόβληµα της κάµψης δοκού 

Euler επί του ελαστικού υποβάθρου των Filonenko – Borodich. Η οµοιότητα αυτή οδηγεί στο συµπέρασµα 

ότι η µελέτη της κάµψης των δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων µπορεί να γίνει µε την 

επίλυση της διαφορικής εξίσωσης που διέπει την κάµψη δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler στα 

πλαίσια της θεωρίας δεύτερης τάξης. Αυτό επιτυγχάνεται προσθέτοντας στην πραγµατική αξονική δύναµη 

που καταπονεί τη δοκό µια ιδεατή σταθερή εφελκυστική δύναµη, το µέγεθος της οποίας εξαρτάται από τα 

ελαστικά χαρακτηριστικά του εδάφους.  

• Απλοποιηµένο συνεχές ελαστικό µέσο δυο παραµέτρων: Η έννοια του απλοποιηµένου συνεχούς µέσου 

δυο παραµέτρων οφείλεται στους Kerr και Rhines (1967). Πρόκειται για την κατάστρωση της διαφορικής 

εξίσωσης του προσοµοιώµατος του Pasternak ξεκινώντας όχι από τη θεώρηση του µηχανικού 

προσοµοιώµατος του σχήµατος (2.5), αλλά από τις γενικές εξισώσεις του τρισδιάστατου ελαστικού µέσου 
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πεπερασµένου πάχους. Εποµένως πρόκειται για µια διαφορετική προσέγγιση της γνωστής έννοιας του 

ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων µέσα στα πλαίσια της δεύτερης κατηγορίας µεθόδων ανάπτυξης 

ελαστικών προσοµοιωµάτων (Παράγραφος 2.2.2). Η διαφοροποίηση αυτής της προσέγγισης συνίσταται 

κυρίως στο γεγονός ότι µε την προτεινόµενη από τον Kerr διαδικασία επιτυγχάνεται ταυτόχρονα µε την 

κατάστρωση της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος και η συσχέτιση των δυο παραµέτρων του µε τις 

ελαστικές σταθερές του υποβάθρου Ε, ν. Πάντως, ενώ η εγκυρότητα της µεθόδου όσον αφορά την εξίσωση 

στην οποία καταλήγει είναι δεδοµένη, η συσχέτιση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος µε τις ελαστικές 

σταθερές Ε, ν είναι αµφιβόλου αξιοπιστίας και επιδέχεται κριτικής (Kerr (1965)).  

2.2.7. Γενικές παρατηρήσεις και συγκρίσεις µεταξύ των προσοµοιωµάτων 

Στην παράγραφο αυτή θα γίνει µια σύνοψη των ιδιοτήτων των προσοµοιωµάτων που παρουσιάστηκαν 

στις προηγούµενες παραγράφους. Παράλληλα, θα γίνει η κατάταξη µε βάση την µαθηµατική τους 

διατύπωση καθώς και µε βάση την χρονολογία εµφάνισης τους στη διεθνή βιβλιογραφία. Τέλος, θα 

επιχειρηθεί µια συνοπτική καταγραφή των πλεονεκτηµάτων και των µειονεκτηµάτων τους και θα 

παρουσιαστούν κάποιες σχέσεις µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η συσχέτιση ορισµένων από αυτά. 

Ένα από τα βασικότερα συµπεράσµατα που µπορούν να εξαχθούν από τα όσα εκτέθηκαν στις 

προηγούµενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου είναι ότι η διαδικασία προσοµοίωσης της 

συµπεριφοράς του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου υπό κατακόρυφη φόρτιση «οριοθετείται» από δυο 

προσοµοιώµατα τα οποία αντιπροσωπεύουν το άνω και το κάτω «όριο» της ακρίβειας που µπορεί να 

επιτευχθεί εντός των περιορισµών της παραδοχής οµοιογενούς ελαστικής συµπεριφοράς. Πρόκειται για το 

προσοµοίωµα του Winkler – Zimmermann, το οποίο αποτελεί την πιο χονδροειδή προσέγγιση του 

προβλήµατος, και για το προσοµοίωµα του οµογενούς ελαστικού συνεχούς µέσου το οποίο αποτελεί την 

ακριβέστερη δυνατή προσέγγιση. (Τα προσοµοιώµατα των επιφανειακών και των χωρικών πεπερασµένων 

στοιχείων – τα οποία επίσης παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους – αποτελούν µια µέθοδο 

προσεγγιστικής επίλυσης των εξισώσεων του συνεχούς ελαστικού µέσου και όχι µια ανεξάρτητη και 

αυτοτελή προσέγγιση του προβλήµατος). Το µεταξύ των δυο αυτών προσοµοιωµάτων «χάσµα ακρίβειας» 

γεφυρώνεται µε την εισαγωγή των προσοµοιωµάτων δυο ή και περισσοτέρων παραµέτρων. Στις 

προηγούµενες παραγράφους παρουσιάστηκαν διάφορες υποθέσεις οι οποίες οδηγούν σε τέτοιου τύπου 

προσοµοιώµατα. 

Στις προηγούµενες παραγράφους έγινε και µια αναφορά σε φορµαλιστικές µεθόδους µε τις οποίες 

επιτυγχάνεται: 

• η αυστηρά µαθηµατική τεκµηρίωση της δυνατότητας των προσοµοιωµάτων πολλαπλών παραµέτρων να 

καλύπτουν το χάσµα ακρίβειας µεταξύ του προσοµοιώµατος του Winkler και του προσοµοιώµατος του 

συνεχούς ελαστικού µέσου, και 

• η διατύπωση µαθηµατικών προσοµοιωµάτων µε περισσότερες των τριών παραµέτρους (Σχήµα 2.23). 

Πιο συγκεκριµένα, οι Kerr και Rhines (Kerr (1984)) απέδειξαν αναπτύσσοντας σε σειρές την τασική 

συνάρτηση – λύση του ελαστικού συνεχούς µέσου πεπερασµένου πάχους, ότι η σχέση µεταξύ κατακόρυφων 
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δυνάµεων και µετακινήσεων στην επιφάνεια του εδάφους έχει τη γενική µορφή της σχέσης (2.109β) 

(Παράγραφος 2.2.3.5). Από τη σχέση αυτή προκύπτουν οι µαθηµατικές διατυπώσεις όλων των 

προσοµοιωµάτων δυο ή τριών παραµέτρων αλλά και του προσοµοιώµατος του Winkler. Αυτό επιτυγχάνεται, 

αν στην (2.109β) διατηρηθεί συγκεκριµένος αριθµός όρων στα δυο µέλη της, όπως συνοπτικά δίνεται στον 

παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 2.1. Ταξινόµηση των βασικών εδαφικών προσοµοιωµάτων µε βάση τη χρονολογία, τη µεθοδολογία, και τη 
µορφή της µαθηµατικής τους διατύπωσης.  

Τάξεις παραγώγων 
κατακορύφων δυνάµεων 

Τάξεις παραγώγων 
κατακορύφων µετακινήσεων Προσοµοίωµα/Υπόθεση Χρονολογία Μέθοδος 

0 2 4 0 2 4 
Winkler (Zimmermann) 1867 (1888) Μ/Ε(1) *   *   

Wieghardt(2) 1922        
Γενικευµένο 

προσοµοίωµα εδάφους(3) 1937 Μ *   * *  

Filonenko - Borodich 1940 Μ *   * *  
Hetenyi 1946 Μ *   *  * 

Hetenyi (Γενικευµένο) 1950 Μ *  * *  * 
Pasternak 1954 Μ/Ε(1) *   * *  
Reissner 1958 Ε * *  * *  
Vlasov 

(ένα ελαστικό στρώµα) 
1960 Ε *   * *  

Vlasov 
(δυο ελαστικά στρώµατα) 

1960 Ε * *  * *  
Kerr 1964 Μ/Φ * *  * *  
Loof 1965 Μ *   * *  

Υπόµνηµα 
[Μ]: Μηχανικό προσοµοίωµα 
[Ε]: Προσοµοίωµα Απλοποιηµένου Ελαστικού Μέσου 
[Φ]: Φορµαλιστικό Προσοµοίωµα 

Παρατηρήσεις 
(1) Προκύπτει και µε απλοποιητικές παραδοχές στις εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού µέσου (Kerr (1985)). 
(2) Ολοκληρωτικός µετασχηµατισµός.  
(3) Παραδοχή αλληλεπίδρασης εδάφους – κατασκευής µε κατακόρυφες δυνάµεις και ροπές. Η χρονολογία που 
αναφέρεται αντιστοιχεί σε σχετική εργασία του Pasternak χωρίς να είναι σίγουρο ότι την πρότεινε πρώτος. 

Από τον Πίνακα 2.1 προκύπτει το συµπέρασµα, ότι ο αριθµός των πραγµατικά διαφορετικών 

µαθηµατικών διατυπώσεων του προβλήµατος είναι σηµαντικά µικρότερος σε σχέση µε τον αριθµό των 

υποθέσεων που κατά καιρούς έχουν γίνει. Τα προσοµοιώµατα που εµφανίζονται στον πίνακα αυτό µπορούν 

να οµαδοποιηθούν σε τρεις βασικές κατηγορίες, οι οποίες ταυτίζονται µε τον αριθµό των παραµέτρων που 

υπεισέρχονται στις µαθηµατικές διατυπώσεις τους. ∆ιαφοροποίηση υφίσταται στην φυσική σηµασία των 

παραµέτρων αυτών ανάλογα µε την αρχική υπόθεση του προσοµοιώµατος. Πρέπει βέβαια να τονιστεί, ότι 

φυσική σηµασία έχουν µόνον οι παράµετροι των προσοµοιωµάτων που στηρίζονται σε µηχανικά 
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προσοµοιώµατα, αν και η σηµασία αυτή δεν είναι ξεκάθαρη και άµεσα ανταποκρινόµενη στην πραγµατική 

συµπεριφορά του εδάφους (περισσότερες λεπτοµέρειες δίνονται στην Παράγραφο 2.4). 

Πέραν της παραπάνω οµαδοποίησης, έχει αποδειχθεί και η περαιτέρω συσχέτιση ορισµένων από τα 

προσοµοιώµατα του Πίνακα 2.1. Πιο συγκεκριµένα, συσχέτιση υφίσταται µεταξύ των προσοµοιωµάτων: 

• Προσοµοίωµα Kerr – Προσοµοίωµα Reissner (Kerr (1965)): Όπως µπορεί να αποδειχθεί εύκολα από 

την σύγκριση των σχέσεων (2.46α) και (2.56), οι δυο αυτές σχέσεις ταυτίζονται, εάν στην µαθηµατική 

διατύπωση του Kerr (2.46α) τεθούν: 

3KC =  (2.110α) 







=

H
E

3
4K s  (2.110β) 

( )sHG
9
4G =  (2.110γ) 

όπου στις παραπάνω σχέσεις Εs είναι το µέτρο ελαστικότητας και Gs το µέτρο διάτµησης του εδάφους 

και Η το πάχος του ελαστικού υποστρώµατος (Παράγραφος 2.2.3.2.).  

• Προσοµοίωµα Kerr – Προσοµοίωµα Vlasov (Jones και Xenophontos (1976)): Όπως αναφέρθηκε και 

στην Παράγραφο 2.2.3.4, το προσοµοίωµα του Vlasov µε δυο ελαστικά στρώµατα και το προσοµοίωµα 

του Kerr ταυτίζονται αν γίνει συγκεκριµένη επιλογή των συναρτήσεων για το προφίλ των κατακορύφων 

µετακινήσεων. Η σύγκλιση µεταξύ των δυο προσοµοιωµάτων επιτυγχάνεται αν θεωρηθεί ότι το ανώτερο 

από τα δυο στρώµατα του προσοµοιώµατος του Vlasov πάχους h1 (Σχήµα 2.20) είναι εξαιρετικά λεπτό 

και ταυτόχρονα θεωρηθεί ότι το µέτρο ελαστικότητας του Ε1 είναι επίσης πολύ µικρό. Η ταυτόχρονη 

εκπλήρωση των δυο αυτών συνθηκών οδηγεί σύµφωνα µε τη σχέση (2.67α) στην συνθήκη t1→0, ενώ η 

σταθερά k1 αποκτά πεπερασµένη µη µηδενική τιµή. Στην ειδική αυτή περίπτωση, το άνω στρώµα του 

ελαστικού υποβάθρου συµπεριφέρεται όπως ακριβώς προβλέπει η υπόθεση του Winkler, ενώ το κάτω 

εξακολουθεί να ανταποκρίνεται στις εξισώσεις των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων (βλέπε σχέση 

2.67β). Με βάση το σκεπτικό αυτό αποδεικνύεται, ότι τα προσοµοιώµατα των Kerr και Vlasov 

ταυτίζονται, και µάλιστα οι σταθερές του εξίσωσης του προσοµοιώµατος του Kerr (εξίσωση 2.46β) 

αποκτούν στην περίπτωση αυτή τις παρακάτω τιµές (Jones και Xenophontos (1976)): 
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Η επεξήγηση των συµβόλων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις δίνεται στην Παράγραφο 2.2.3.4, 

ενώ πρέπει επίσης να τονιστεί ότι οι σχέσεις αυτές ισχύουν για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης. 
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• Προσοµοίωµα Pasternak – Γενικευµένο Προσοµοίωµα εδάφους: (Kerr (1964)): Στην Παράγραφο 

2.2.2.4 παρουσιάστηκε το γενικευµένο προσοµοίωµα του εδάφους. Η προσέγγιση του προβλήµατος µε 

βάση το προσοµοίωµα αυτό είναι η µοναδική (µεταξύ των υπολοίπων που παρουσιάστηκαν) που 

στηρίζεται στην υπόθεση ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ εδάφους και δοκού (ή πλάκας) εκδηλώνεται όχι 

µόνον µε κατακόρυφες δυνάµεις αλλά και µε ροπές. Αν και η παραδοχή αυτή είναι µια de facto παραδοχή 

που δεν απορρέει από την µελέτη ενός µηχανικού προσοµοιώµατος, ούτε από την απλοποίηση των 

εξισώσεων του συνεχούς ελαστικού µέσου, µπορεί να αποδειχθεί ότι τεκµηριώνεται µε βάση το µηχανικό 

προσοµοίωµα του Pasternak (Παράγραφος 2.2.2.2). Για το σκοπό αυτό θεωρείται η κατάσταση 

ισορροπίας ροπών του απειροστού στοιχείου πλάκας επί ελαστικού υποβάθρου Pasternak. 
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Σχήµα 2.28. Ισορροπία ροπών του απειροστού στοιχείου πλάκας επί ελαστικού υποβάθρου Pasternak. 

Όπως φαίνεται από το παραπάνω σχήµα, εάν καταστρωθούν οι συνθήκες ισορροπίας ροπών τότε στις 

ροπές που δρουν επί του απειροστού στοιχείου της πλάκας θα πρέπει να προστεθούν και οι ροπές msx και 

msy οι οποίες προκύπτουν από τις δυνάµεις Νx και Νy του διατµητικού επιπέδου. Αν ληφθούν υπόψη οι 

σχέσεις (2.6α) και (2.6β) τότε προκύπτουν οι σχέσεις του σχήµατος (2.28). Από τις σχέσεις αυτές 

προκύπτει ότι οι ροπές που µεταβιβάζονται από διατµητικό επίπεδο στην πλάκα είναι ανάλογες των 

αντιστοίχων κλίσεων (που ταυτίζονται µε τις γωνίες στροφής ∂w/∂x και ∂w/∂y). Εποµένως από τη 

σύγκριση των σχέσεων αυτών µε την (2.12γ) προκύπτει το συµπέρασµα ότι η σταθερά k1 που 

υπεισέρχεται στη σχέση αυτή ταυτίζεται µε τη σταθερά του διατµητικού επιπέδου G.  

• Προσοµοίωµα Pasternak – Προσοµοίωµα Vlasov (Ting (1973α)): Όπως τονίστηκε στις παραγράφους 

2.2.2.2 (εξίσωση 2.8β) και 2.2.2.5 (εξίσωση 2.25), τα δυο αυτά προσοµοιώµατα διέπονται από όµοιες 

µαθηµατικές διατυπώσεις, έστω και αν βασίζονται σε διαφορετικές φιλοσοφίες σχηµατισµού των 

διατυπώσεων αυτών. Εύκολα όµως µπορεί να αποδειχθεί ότι το µηχανικό προσοµοίωµα του Pasternak, το 

οποίο συνίσταται από ένα σύστηµα µεταφορικών ελατηρίων – διατµητικού στρώµατος (Σχήµα 2.5), είναι 

εργικά ισοδύναµο µε το ελαστικό υπόστρωµα του Vlasov, το πεδίο µετατοπίσεων του οποίου διέπεται 

από τις σχέσεις (2.22α) και (2.22β). Από την θεώρηση της ισότητας της ελαστικής ενέργειας 

παραµόρφωσης του απειροστού τµήµατος του µηχανικού προσοµοιώµατος του σχήµατος 2.5 µε την 
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αντίστοιχη ενέργεια του απειροστού τµήµατος του ελαστικού υποβάθρου του Vlasov, προκύπτουν 

αφενός οι εξισώσεις (2.26α) και (2.26β) και αφετέρου η σχέση (2.8β). Εποµένως µε τη διαδικασία αυτή 

αποδεικνύεται ότι οι βασικές εξισώσεις του προσοµοιώµατος του Vlasov µπορούν να προκύψουν και 

χωρίς την πολύπλοκη διαδικασία που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 2.2.2.5, ενώ παράλληλα 

επιτυγχάνεται ο συσχετισµός των παραµέτρων των δυο προσοµοιωµάτων (για περισσότερες λεπτοµέρειες 

βλέπε Ting (1973α)). 

• Σχόλια επί των προσοµοιωµάτων και πεδία εφαρµογής τους 

Κλείνοντας την παρούσα παράγραφο θα γίνει µια συνοπτική αναφορά στα πλεονεκτήµατα και στα 

µειονεκτήµατα των προσοµοιωµάτων καθώς και στα πεδία εφαρµογής τους.  

Προσοµοίωµα Winkler: Το παλαιότερο και απλούστερο προσοµοίωµα κατέχει και το µεγαλύτερο µέρος της 

έρευνας που αφορά το πρόβληµα της συµπεριφοράς των κατασκευών επί ελαστικού υποβάθρου. Ωστόσο 

έχει υποστεί και πολύ µεγάλη κριτική η οποία έχει ξεκινήσει από πολύ παλαιά (Wieghardt (1922)) και έχει 

ως κύριο στόχο την αδυναµία του στην απόδοση των παραµορφώσεων της παράπλευρης στην φορτιζόµενη 

περιοχή επιφάνειας του εδάφους. Η υπόθεση του Winkler αποδεικνύεται ανεπαρκής και στον υπολογισµό 

των αναπτυσσοµένων εντατικών µεγεθών στα άκρα δοκών και πλακών (Vlasov και Leont'ev (1960)). Στις 

αδυναµίες του προσοµοιώµατος θα πρέπει να προστεθεί και το παράδοξο που προκύπτει από την ανάλυση 

δοκών ή πλακών επί ελαστικού υποβάθρου µε ελεύθερα άκρα και οµοιόµορφη φόρτιση: όταν η ανάλυση 

αυτή πραγµατοποιείται µε βάση το προσοµοίωµα του Winkler δεν προκύπτει ένταση στη δοκό ή την πλάκα 

καθώς κάτω από τέτοιες συνθήκες η µαθηµατική διατύπωση του προσοµοιώµατος οδηγεί σε κίνηση 

απολύτως στερεού σώµατος. Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού, αλλά και για να ληφθεί υπόψη 

έστω και προσεγγιστικά η σύζευξη των ελατηρίων η οποία οδηγεί σε πιο ρεαλιστικά αποτελέσµατα 

προτείνεται (Bowles (1988) σελ. 418, ACI Structural Journal (1988) σελ. 322) ο διπλασιασµός των τιµών 

των µεµονωµένων ελατηρίων στις περιοχές κοντά στα άκρα των φορέων θεµελίωσης. Εξάλλου έχει επίσης 

προταθεί και η τροποποίηση της υπόθεσης της σταθερής τιµής του δείκτη εδάφους, και η αντικατάσταση της 

µε την υπόθεση του µεταβλητού δείκτη εδάφους προκειµένου να επιτευχθούν πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα 

(Liao (1995)). 

Σύµφωνα µε τον Vesic (1961) τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τη χρήση του προσοµοιώµατος του 

Winkler συγκλίνουν µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του συνεχούς ελαστικού µέσου στην περίπτωση δοκών 

«απείρου» ή µεγάλου µήκους. Προϋπόθεση για αυτή την σύγκλιση αποτελεί η κατάλληλη επιλογή της τιµής 

του δείκτη εδάφους Κ (βάσει π.χ. των αναλυτικών µεθόδων των Biot (1937) και Vesic (1961)). Αντιθέτως 

για δοκούς µεσαίου µήκους (δηλαδή για τις συνήθεις δοκούς) ή για δοκούς δύσκαµπτες σε σχέση µε το 

υπόβαθρο, η προσέγγιση των αποτελεσµάτων του προσοµοιώµατος του Winkler στα αποτελέσµατα του 

συνεχούς ελαστικού µέσου είναι πολύ µικρή. Τα συµπεράσµατα αυτά επιβεβαιώθηκαν και πειραµατικά από 

τον ίδιο (Vesic και Johnson (1963)) ειδικά για την περίπτωση αργιλικών εδαφών. Πέραν τούτων πάντως, 

έχει αποδειχθεί ότι για την ταυτόχρονη επίτευξη ακριβούς προσέγγισης των µεγεθών έντασης και 
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µετακίνησης δεν αρκεί η επιλογή µιας µόνον συγκεκριµένης τιµής του δείκτη εδάφους, αλλά η επιλογή δυο 

ή περισσοτέρων (βλέπε Vesic και Saxena (1970)).  

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η παρατήρηση ότι το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει πολύ καλά 

την κατανοµή των αναπτυσσοµένων τάσεων στη περίπτωση µελέτης φορέα θεµελίωσης σχετικά µεγάλης 

δυσκαµψίας εδραζόµενου επί µη συνεκτικού – αµµώδους εδάφους. Στην περίπτωση αυτή όµως επιβάλλεται 

η θεώρηση µεταβλητού δείκτη εδάφους, µε µεγαλύτερες τιµές στο κέντρο και µικρότερες στα άκρα του 

στοιχείου θεµελίωσης (βλέπε π.χ. ACI Structural Journal (1988) σελ. 308, ή Selvadurai (1979) σελ. 436). Για 

το πρόβληµα αυτό η κατανοµή που προβλέπεται από την προσοµοίωση µε το συνεχές ελαστικό µέσο 

(εξισώσεις Boussinesq) είναι τελείως εσφαλµένη (βλέπε π.χ. Βαλαλά (1991) σελ. 83). Αλλά και στην  

περίπτωση προβλήµατος εύκαµπτου φορέα θεµελίωσης επί αµµώδους εδάφους το προσοµοίωµα του 

Winkler µπορεί να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Αντίθετα, στην περίπτωση έδρασης επί συνεκτικού 

εδάφους το προσοµοίωµα του Winkler κρίνεται ανεπαρκές όταν το στοιχείο θεµελίωσης είναι σχετικά 

δύσκαµπτο, ενώ όταν είναι σχετικά εύκαµπτο τότε η αποτελεσµατικότητα του εξαρτάται από τη µορφή της 

φόρτισης και είναι πιο µεγάλη στην περίπτωση στοιχείων φορτιζόµενων στο κέντρο τους από τοπικά φορτία 

(Selvadurai (1979), σελ. 437). 

Τεκµηρίωση για την ισχύ της υπόθεσης του Winkler προκύπτει από τη µελέτη για την συµπεριφορά 

ασυµπίεστου µη οµογενούς ελαστικού µέσου (Gibson (1967)). Πιο συγκεκριµένα αποδεικνύεται ότι η 

υπόθεση του Winkler εκπληρώνεται όταν το υπόβαθρο είναι ασυµπίεστο, έχει γραµµικά µεταβαλλόµενο σε 

σχέση µε το βάθος µέτρο ελαστικότητας, του οποίου η τιµή στην ελεύθερη επιφάνεια είναι ίση µε το µηδέν. 

Τονίζεται ότι εδάφη θεµελίωσης που συνίστανται από συµπιεσµένη άργιλο (consolidated clay) και 

φορτίζονται υπό συνθήκες σταθερού όγκου, προσεγγίζουν σε πολύ µεγάλο βαθµό τις προϋποθέσεις αυτές.  

Η υπόθεση του Winkler εκτός από την εφαρµογή της σε προβλήµατα έδρασης δοκών ή πλακών επί του 

εδάφους, δίνει αξιόπιστες λύσεις για µια σειρά από προβλήµατα όπως η µελέτη πλωτών γεφυρών και 

γενικότερα πλωτών κατασκευών, καθώς η βασική παραδοχή του ταυτίζεται στην περίπτωση αυτή µε την 

αρχή του Αρχιµήδη (βλέπε π.χ. Korenev (1960)). Μπορεί να αντιµετωπίσει επίσης το πρόβληµα µιας δοκού 

η οποία εδράζεται επί συστήµατος εγκαρσίων δοκών οµοιόµορφα και σχετικά πυκνά τοποθετηµένων. 

Τέτοιου τύπου συστήµατα συναντώνται στις κατασκευές των σιδηροτροχιών των σιδηροδρόµων αλλά και 

στις κατασκευές των πλοίων (βλέπε π.χ. Hetenyi (1966)). Σηµαντικές είναι και οι εφαρµογές του 

προσοµοιώµατος στην ανάλυση των ρηγµατωµένων πλακών (βλέπε Selvadurai (1979), σελ. 15 – 16). Αξίζει 

επίσης να σηµειωθεί ότι οι εξισώσεις που προκύπτουν από την υπόθεση του Winkler αποτελούν την ακριβή 

µαθηµατική διατύπωση και για το πρόβληµα των αξονοσυµµετρικά φορτισµένων κυκλικών λεπτότοιχων 

σωλήνων (π.χ. Hetenyi (1946) σελ. 179, Penzien (1960), και Huang, Shi (1998)). Τέλος µια εξαιρετικά 

σπάνια εφαρµογή αφορά την µελέτη της συµπεριφοράς κοχλιών που χρησιµοποιούνται στις ξύλινες 

κατασκευές (Hetényi (1966)). Στην περίπτωση αυτή ο κοχλίας είναι ενσωµατωµένος στο σώµα του ξύλου το 

οποίο µπορεί να θεωρηθεί ως ελαστικό υπόβαθρο. 

Πέραν των αδυναµιών αλλά και των εφαρµογών που εκτέθηκαν παραπάνω θα πρέπει να τονιστεί ότι το 

προσοµοίωµα του Winkler κατέχει το σηµαντικό πλεονέκτηµα της απλότητας στη µαθηµατική του 
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διατύπωση, γεγονός που δίνει τη δυνατότητα σχηµατισµού κλειστών αναλυτικών λύσεων για πολύ µεγάλη 

κατηγορία προβληµάτων δοκών µε διάφορους τύπους φόρτισης και συνθήκες στήριξης. Έτσι καθίσταται 

εύκολος ο προγραµµατισµός του προσοµοιώµατος σε ηλεκτρονικό υπολογιστή (βλέπε επισκόπηση της 

σχετικής βιβλιογραφίας στην Παράγραφο 1.2.1.1). ∆εν θα πρέπει επίσης να παραβλέπεται το γεγονός ότι 

ανεξαρτήτως των αστοχιών του, δεν παύει να αποτελεί µια σε γενικές γραµµές ικανοποιητική προσέγγιση 

του προβλήµατος τουλάχιστον σε συνήθεις πρακτικές εφαρµογές.  

Το προσοµοίωµα του Winkler τέλος υπερτερεί των προσοµοιωµάτων δυο ή και περισσοτέρων 

παραµέτρων, και όσον αφορά το γεγονός ότι για την εφαρµογή του απαιτείται η γνώση µιας µόνον 

παραµέτρου (του δείκτη εδάφους) η φυσική σηµασία της οποίας είναι πλήρως ξεκαθαρισµένη, ενώ 

ταυτόχρονα για τον προσδιορισµό της υπάρχει πληθώρα βιβλιογραφικών πηγών και µεθόδων πειραµατικών 

και αναλυτικών (βλέπε Παράγραφο 2.4.2). 

Προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων: Προκειµένου αφενός να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της ασυνέχειας των 

κατακορύφων µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους και αφετέρου να αποφευχθεί η προσφυγή στις 

πολύπλοκες εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού µέσου, έχει προταθεί µια σειρά προσοµοιωµάτων δυο 

παραµέτρων τα οποία παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους (Πίνακας 2.1). Απόρροια της 

“συνεχούς φύσης” των προσοµοιωµάτων αυτών αποτελεί η δυνατότητα που έχουν να λαµβάνουν υπόψη την 

τρισδιάστατη φύση του προβλήµατος δηλαδή την επιρροή των παραµορφώσεων της επιφάνειας του εδάφους 

σε δυο κάθετες µεταξύ τους διευθύνσεις (Selvadurai (1979), σελ. 57 και 103).  

Αν και τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων χαρακτηρίζονται από µαθηµατική διατύπωση σχετικά 

πιο σύνθετη από την αντίστοιχη του προσοµοιώµατος του Winkler παρέχουν ωστόσο την δυνατότητα 

σχηµατισµού κλειστών αναλυτικών λύσεων τόσο για το στατικό όσο και για το δυναµικό πρόβληµα των 

δοκών (ενδεικτικά αναφέρονται Zhaohua και Cook (1983), Wang και Stephens (1977)). Το γεγονός αυτό 

έδωσε την ώθηση για µια εκτενή διερεύνηση του προσοµοιώµατος από πολλούς ερευνητές (βλέπε 

Παράγραφο 1.2.1.2). Ωστόσο, βασικό µειονέκτηµα των προσοµοιωµάτων αποτελεί η αδυναµία του 

αξιόπιστου προσδιορισµού της τιµής της δεύτερης παραµέτρου. Αν εξαιρεθεί το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα του Vlasov (Jones και Xenophontos (1977), Vallabhan και Das (1988)) και η προσέγγιση του 

Vartanyan (1966) – για την οποία γίνεται αναφορά στην Παράγραφο 2.4.3. – καµία άλλη αναλυτική µέθοδος 

προσδιορισµού της παραµέτρου αυτής δεν είναι διαθέσιµη όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 2.2.2.5, 

ενώ αντίστοιχο κενό εµφανίζεται και σε πειραµατικά δεδοµένα (βλέπε π.χ. Scott (1981), σελ. 141). Η 

αδυναµία αυτή αποτελεί ένα σηµείο υστέρησης των έναντι του προσοµοιώµατος του Winkler. 

Θα πρέπει επίσης να επισηµανθεί η αδυναµία των προσοµοιωµάτων στην προσέγγιση της κατανοµής των 

τάσεων κάτω από σχετικά δύσκαµπτους φορείς θεµελίωσης που εδράζονται επί µη συνεκτικού / αµµώδους 

εδάφους (Selvadurai (1979), σελ. 436). Στον αντίποδα, εµφανίζονται αποτελεσµατικά στην ανάλυση 

δύσκαµπτων φορέων θεµελίωσης επί συνεκτικού εδάφους. Η αποτελεσµατικότητα τους αυτή οφείλεται και 

στο χαρακτηριστικό τους γνώρισµα – που θα παρουσιαστεί αναλυτικά παρακάτω – να αποδίδουν έστω και 

µε καθαρά προσεγγιστικό τρόπο την συγκέντρωση των τάσεων στα όρια σχετικώς δύσκαµπτων φορέων που 

εδράζονται επί συνεκτικού εδάφους. (Αντίστοιχη ιδιότητα κατέχει και το προσοµοίωµα του συνεχούς 
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ελαστικού µέσου (βλέπε π.χ. Βαλαλά (1991), σελ. 83). Αλλά και στην περίπτωση σχετικά εύκαµπτων 

φορέων θεµελίωσης επί συνεκτικού εδάφους, τα προσοµοιώµατα αυτά αποδίδουν πιο σωστά τα µεγέθη 

έντασης και µετακίνησης από το προσοµοίωµα του Winkler, ειδικότερα όταν η φόρτιση του φορέα είναι 

σχεδόν οµοιόµορφη ή συνίσταται από φορτία κοντά στα ελεύθερα άκρα του (Selvadurai (1979), σελ. 436). 

Ένα από τα βασικά χαρακτηριστικά των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων αποτελεί η εµφάνιση 

µοναχικών δυνάµεων – αντιδράσεων στα ελεύθερα άκρα των δοκών ή των πλακών (κυρίως των σχετικώς 

δύσκαµπτων), η οποία οφείλεται στις παραδοχές επάνω στις οποίες στηρίζονται οι εξισώσεις του 

προσοµοιώµατος (Vlasov (1960), Kerr (1964)). Πιο συγκεκριµένα, ενώ το προσοµοίωµα του Winkler 

χαρακτηρίζεται από την πλήρη ασυνέχεια των κατακορύφων µετακινήσεων στα άκρα των δοµικών 

στοιχείων (δοκών ή πλακών), τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων χαρακτηρίζονται από την ασυνέχεια 

(γόνατο) της κλίσης της παραµορφωµένης επιφάνειας του εδάφους στα άκρα αυτά. Η ασυνέχεια αυτή 

προκαλεί την εµφάνιση µοναχικών αντιδράσεων οι οποίες είναι ιδεατές µη υπαρκτές δυνάµεις που η 

θεώρηση τους όµως είναι απαραίτητη για την εκπλήρωση των συνθηκών ισορροπίας των κατακορύφων 

δυνάµεων (Morfidis, Avramidis (2002)). Η εµφάνιση των δυνάµεων αυτών οφείλεται σε φαινόµενο ανάλογο 

µε αυτό το οποίο προκαλεί την εµφάνιση µοναχικών αντιδράσεων στις γωνίες των πλακών (Νιτσιώτα 

(1985), σελ. 76) και είναι από µαθηµατικής άποψης ένα ασυµπτωτικό φαινόµενο (Kerr (1965), Friedrichs 

(1955)). Μια άλλης φύσεως εξήγηση µπορεί να δοθεί µε βάση το πρόβληµα της φόρτισης της επιφάνειας 

του συνεχούς ελαστικού ηµιχώρου µέσω απολύτως στερεού σώµατος πεπερασµένων διαστάσεων. Όπως 

φαίνεται και από το Σχήµα 2.29α η συνάρτηση της κατανοµής των τάσεων που αναπτύσσονται στην 

επιφάνεια επαφής, εµφανίζει κοντά στα άκρα του στερεού σώµατος ραγδαία αύξηση (Sadowsky (1928)).  
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Σχήµα 2.29. Επεξήγηση του φαινοµένου εµφάνισης συγκεντρωµένων δυνάµεων – αντιδράσεων στο προσοµοίωµα του 

Pasternak, (α) µε βάση τη σύγκριση µε τη µελέτη του συνεχούς ελαστικού µέσου, (β) µε βάση την υπόθεση του Vlasov. 

Η αύξηση αυτή έχει ως αποτέλεσµα τον «απειρισµό» των τάσεων ακριβώς στα άκρα. Η εµφάνιση των 

µοναχικών αντιδράσεων στα πλαίσια της µαθηµατικής διατύπωσης των προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων 

µπορεί να θεωρηθεί ως η απόδοση του φαινοµένου αυτού. Μια επιπλέον εξήγηση δίνει ο Vlasov (1960), 
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σύµφωνα µε την οποία η απουσία των συγκεντρωµένων αυτών αντιδράσεων θα οδηγούσε στο παράδοξο της 

πρόκλησης µη σταθερών µετακινήσεων κάτω από απολύτως στερεό σώµα το οποίο φορτίζεται κεντρικά 

(Σχήµα 2.29β). Εποµένως η σταθερή παραµόρφωση επιτυγχάνεται µόνον από την επαλληλία της 

οµοιόµορφης αντίδρασης και τον δυο συγκεντρωµένων αντιδράσεων. Τέλος, η εµφάνιση των δυνάµεων 

αυτών προβλέπεται και από την εφαρµογή της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας του 

συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο (Κerr (1976), Vallabhan και Das (1988)), από την οποία προκύπτει 

ότι οι δυνάµεις αυτές αντιπροσωπεύουν την επιρροή των παραµορφώσεων του εδάφους πέρα από τα όρια 

των δοκών (ή πλακών). 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να γίνει µια ειδική αναφορά στο προσοµοίωµα του Vlasov το οποίο εµφανίζει 

διαφοροποίηση από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων (Παράγραφος 2.2.2.5). Το προσοµοίωµα 

αυτό µε την αρχική του διατύπωση δεν έτυχε της ευρύτερης χρήσης σε πρακτικές εφαρµογές γεγονός που 

πιθανώς να οφείλεται στην δυσκολία αξιόπιστου προσδιορισµού της παραµέτρου γ, στην δυσκολία επίλυσης 

των εξισώσεων του (µε βάση τα υπολογιστικά εργαλεία εκείνης της εποχής), στο γεγονός ότι αναφέρεται σε 

υποστρώµατα πεπερασµένου πάχους µε µη µεταβαλλόµενες ελαστικές σταθερές καθ’ όλο το πάχος τους, 

γεγονός που γενικά δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα, και τέλος στο γεγονός ότι δεν είναι ευρέως 

διαδεδοµένες και εύκολα εφαρµόσιµες ακριβέστερες λύσεις του ίδιου προβλήµατος προκειµένου να 

χρησιµοποιηθούν ως µέτρα σύγκρισης των αποτελεσµάτων (Vallabhan και Das (1991α), (1991β)). Ωστόσο 

θα πρέπει να τονιστεί ότι η ακρίβεια του προσοµοιώµατος είναι και πειραµατικά τεκµηριωµένη – από 

περιορισµένης έκτασης πάντως πειράµατα – από τους Jones και Xenophontos (Jones και Xenophontos 

(1977)). Τα πειράµατα αυτά τεκµηρίωσαν επίσης και τις σχέσεις προσδιορισµού του προφίλ των 

κατακορύφων µετακινήσεων (2.28) και (2.29). Παράλληλα όπως θα τονιστεί και παρακάτω τα 

αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος συγκλίνουν προς τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τη 

θεωρία ελαστικότητας µε κατάλληλη εκλογή τιµών των παραµέτρων του. 

 Κλείνοντας την αναφορά στα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων θα πρέπει να σηµειωθεί ότι µετά 

από έρευνα όσων δηµοσιευµένων µελετών κατέστη δυνατό να εντοπιστούν πάνω στο αντικείµενο των 

προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων, προκύπτει το συµπέρασµα ότι πέραν της αρχικής εργασίας του Vlasov 

(στην οποία παρουσιάζονται οι βασικές εξισώσεις του προσοµοιώµατος), λίγες εργασίες προχωρούν σε 

άµεση σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την χρήση του προσοµοιώµατος µε την 

θεωρητικά ακριβέστερη λύση του συνεχούς ελαστικού ηµιχώρου ή έστω µε την επίσης ακριβή λύση των 

επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Εξαίρεση αποτελούν οι εργασίες των Vallabhan, Das (1988), 

(1991α), Vallabhan, Daloglou (1999), και Morfidis, Avramidis (2002), χωρίς βέβαια να σηµαίνει ότι δεν 

υπάρχουν πιθανόν και άλλες που δεν κατέστη δυνατό να εντοπιστούν. Η γενική αυτή τάση οφείλεται 

προφανώς στην αδυναµία αξιόπιστου προσδιορισµού της δεύτερης παραµέτρου. Το συµπέρασµα αυτό 

επιβεβαιώνεται και από το γεγονός ότι στις µοναδικές εργασίες – πέραν της αρχικής εργασίας του Vlasov – 

στις οποίες πραγµατοποιείται µια τέτοια σύγκριση γίνεται χρήση του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του 

Vlasov το οποίο είναι το µοναδικό προσοµοίωµα της κατηγορίας που δεν απαιτεί τον εξαρχής προσδιορισµό 

της δεύτερης παραµέτρου.  
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O Vlasov (1960) στην αρχική του εργασία, προχωρά σε µια σειρά παραµετρικών διερευνήσεων – 

συγκρίσεων των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από τη µελέτη απολύτως στερεάς δοκού, αλλά και 

ελαστικών δοκών πεπερασµένου και «απείρου» µήκους αφενός µε βάση το προτεινόµενο προσοµοίωµα, και 

αφετέρου µε βάση τη θεωρητικά ακριβέστερη µέθοδο του συνεχούς ελαστικού ηµιεπιπέδου. Από τις 

συγκρίσεις αυτές εξάγεται το συµπέρασµα ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το προσοµοίωµα των 

δυο παραµέτρων εξαρτώνται σε µεγάλο βαθµό από την παράµετρο που καθορίζει την κατανοµή των 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, και µε κατάλληλη εκλογή της τιµής της επιτυγχάνεται η 

σύγκλιση µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα της δισδιάστατης ελαστικότητας. Ωστόσο θα πρέπει να 

επισηµανθεί ότι η εύρεση της τιµής της παραµέτρου για την οποία σύµφωνα µε τον Vlasov επιτυγχάνεται η 

σύγκλιση αυτή είναι σε γενικές γραµµές αυθαίρετη καθώς δεν προκύπτει από κάποια ορθολογική 

διαδικασία. 

Στις εργασίες των Vallabhan και Das (1988, 1991α) επιχειρείται µια σύγκριση του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος του Vlasov µε προσοµοιώµατα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Από τη σύγκριση 

αυτή προκύπτει το γενικό συµπέρασµα της καλής σύγκλισης των αποτελεσµάτων που προκύπτουν και από 

τις δυο προσοµοιώσεις. Στην εργασία των Μορφίδη και Αβραµίδη (2002) γίνεται σύγκριση του 

προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων, µε και χωρίς την επιρροή των παραµορφώσεων εκατέρωθεν του 

φορέα θεµελίωσης, µε προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Από την σύγκριση αυτή 

προκύπτει το βασικό συµπέρασµα ότι είναι κεφαλαιώδους σηµασίας η θεώρηση των παραµορφώσεων του 

εδάφους εκατέρωθεν του φορέα θεµελίωσης η οποία εκφράζεται µε τη θεώρηση µεταφορικών ελατηρίων 

στα ελεύθερα άκρα του. Το συµπέρασµα αυτό έρχεται σε πλήρη συµφωνία µε το συµπέρασµα στο οποίο 

κατέληξαν και οι Vallabhan et al (1991γ) από τη µελέτη πλακών επί του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος 

του Vlasov.  

Προσοµοιώµατα τριών παραµέτρων: Tα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων έχουν την ιδιότητα να 

αποδίδουν την µερική ασυνέχεια που εµφανίζεται στις κατακόρυφες µετακινήσεις του υποβάθρου 

(Παράγραφος 2.2.3 – Σχήµα 2.13) γύρω από την φορτιζόµενη περιοχή όπως έχει διαπιστωθεί και 

πειραµατικά Föppl (1909), Soldini (1965). Είναι γεγονός ότι δεν έτυχαν εκτενούς διερεύνησης, αν και η 

πρώτη µαθηµατική τους διατύπωση χρονολογείται από το 1946 (Πίνακας 2.1). Η συστηµατική έρευνα της 

βιβλιογραφίας οδήγησε στο συµπέρασµα ότι µετά τις αρχικές δηµοσιεύσεις των Hetenyi, Reissner και Kerr, 

δεν ακολούθησε ενασχόληση µε τα αντίστοιχα προσοµοιώµατα πλην ορισµένων εξαιρέσεων. Οι εξαιρέσεις 

αυτές αναφέρονται στους Rhines (1967), Weitsman (1970), Rades (1971) και Horvath (1983α), (1993), και 

γι αυτές θα γίνει µια σύντοµη αναφορά παρακάτω. 

Χρονολογικά πρώτος ο Hetenyi (1946) – τουλάχιστον µε βάση τις βιβλιογραφικές αναφορές που κατέστη 

δυνατό να εντοπιστούν – έθεσε το πρόβληµα της προσοµοίωσης της µερικής συνέχειας των µετακινήσεων 

της επιφάνειας του εδάφούς, ως γεφύρωση του «χάσµατος» µεταξύ του προσοµοιώµατος του Winkler και 

των προσοµοιωµάτων που θεωρούν πλήρη συνέχεια. Για το σκοπό αυτόν πρότεινε το προσοµοίωµα που 

παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 2.2.3.3 (Σχήµα 2.16). Από την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων του 
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προσοµοιώµατος (εξίσωση 2.59) σχηµάτισε τις εκφράσεις των µεγεθών έντασης και µετακίνησης για δοκούς 

«απείρου», και πεπερασµένου µήκους. Παράλληλα σηµείωσε (µέσω παραδειγµάτων) την ευελιξία της 

σύλληψης της µερικής συνέχειας όσον αφορά τη δυνατότητα επιλογής του βαθµού της ανάλογα µε την 

κατηγορία του εδάφους θεµελίωσης και τις τοπικές συνθήκες. Πρέπει πάντως να τονιστεί ότι πέραν της 

εργασίας αυτής δεν επακολούθησε η περαιτέρω ενασχόληση µε το προσοµοίωµα.  

Ο Kerr (1965) στη θεµελιώδη εργασία του για την ανάπτυξη της δικής του εκδοχής για την προσοµοίωση 

της µερικής συνέχειας των µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους ασχολήθηκε αποκλειστικά µε τον 

υπολογισµό των µεγεθών έντασης και µετακίνησης απολύτως στερεού σώµατος υπό στατική φόρτιση. Τα 

βασικά συµπεράσµατα της εργασίας αυτής είναι: 

• Το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα (Σχήµα 2.13) αποτελεί την «φυσική» επέκταση του 

προσοµοιώµατος του Pasternak (Σχήµα 2.5). Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι από τις 

εξισώσεις των µεγεθών έντασης και µετακίνησης του προσοµοιώµατος του Kerr προκύπτουν οι 

αντίστοιχες εξισώσεις του προσοµοιώµατος του Pasternak µε σχηµατισµό της οριακής τιµής τους όταν η 

σταθερά του άνω στρώµατος των ελατηρίων λαµβάνει τιµές που τείνουν στο άπειρο. 

• Λόγω της άνω στρώσης των ελατηρίων, αποφεύγεται η ανάπτυξη µεµονωµένων αντιδράσεων 

(περίπτωση προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων) αλλά και ο «απειρισµός» κατακορύφων τάσεων 

(περίπτωση συνεχούς ελαστικού µέσου) στα άκρα των δοµικών στοιχείων. 

• Ο αριθµός των παραµέτρων του προσοµοιώµατος µπορεί να µειωθεί στις δυο. Αυτό επιτυγχάνεται εάν 

στις εξισώσεις του προσοµοιώµατος, τεθεί C=3K. Η συνθήκη αυτή είναι διαπιστωµένο πειραµατικά ότι 

ισχύει για κοκκώδη (Siemonsen (1942)), και συνεκτικά εδάφη (για τις παραµορφώσεις που προκαλούνται 

αµέσως µετά την επιβολή της φόρτισης), (Faber (1933)). 

• Από την σύγκριση πειραµατικών αποτελεσµάτων, µε αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή 

του προσοµοιώµατος, εξάγεται το συµπέρασµα ότι το προσοµοίωµα αποδίδει µε ικανοποιητική ακρίβεια, 

τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από δοκιµές φόρτισης µε άκαµπτη πλάκα. 

• Οι βασικές εξισώσεις του προσοµοιώµατος µπορούν πολύ εύκολα να προσαρµοστούν και σε προβλήµατα 

όπου λαµβάνεται υπόψη και η επιρροή του χρόνου στην εξέλιξη των παραµορφώσεων του εδάφους 

(βισκοελαστικά προσοµοιώµατα, βλέπε επίσης Reissner (1958) και Hetenyi (1966)). 

Το µηχανικό προσοµοίωµα του Kerr πλεονεκτεί σαφώς του αντιστοίχου προσοµοιώµατος του Hetenyi, 

για δυο βασικούς λόγους:  

α. Από τις εξισώσεις του Kerr µπορούν να προκύψουν οι αντίστοιχες διαφορικές εξισώσεις των 

προσοµοιωµάτων των δυο παραµέτρων ενώ το προσοµοίωµα του Hetenyi στηρίζεται σε διαφορετική 

φιλοσοφία µη συµβατή µε τα προσοµοιώµατα αυτά. Εποµένως τα µητρώα δυσκαµψίας ή φόρτισης για 

δοκούς επί του ελαστικού υποβάθρου του Hetenyi δεν µπορούν να τύχουν γενικής εφαρµογής. 

β. Η διαφορική εξίσωση του προσοµοιώµατος του Hetenyi είναι κατά δυο τάξεις µεγαλύτερη από την 

αντίστοιχη εξίσωση του Kerr (βλέπε σχέσεις (2.46β) και (2.63β)). Εποµένως εάν οι εξισώσεις αυτές 

συνδυαστούν µε τις κλασσικές εξισώσεις ισορροπίας των δοκών οδηγούν σε διαφορικές εξισώσεις 

ογδόης και έκτης τάξης αντίστοιχα. Η επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης όγδοης τάξης είναι σαφώς πιο 
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πολύπλοκη από µια αντίστοιχη έκτης τάξης όχι µόνον γιατί αυξάνει σε µεγάλο βαθµό τον όγκο των 

εκφράσεων των λύσεων, αλλά και γιατί εισάγει την ανάγκη προσδιορισµού δυο επιπλέον συνοριακών 

συνθηκών. 

Ο Rhines (1967) ξεκινώντας από τις βασικές υποθέσεις του Reissner (1958) επέκτεινε τη µαθηµατική 

διατύπωση του προσοµοιώµατος λαµβάνοντας υπόψη προβλήµατα στα οποία το έδαφος θεµελίωσης 

εκτείνεται και παραπλεύρως του φορέα θεµελίωσης (πλάκα). Ωστόσο τόσο στην εργασία αυτή όσο και στη 

µεταγενέστερη εργασία του Reissner (1967) – η οποία έγινε µε κίνητρο την εργασία του Rhines – γίνεται 

µόνον µια αναλυτικότερη κατάστρωση και τεκµηρίωση των απαραίτητων συνοριακών συνθηκών και όχι 

επίλυση και εφαρµογή των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος. 

Ο Weitsman (1970) ασχολήθηκε κυρίως µε το πρόβληµα της µονόπλευρης στήριξης δοκών επί 

ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler και Reissner. Αν και τα προβλήµατα αποκόλλησης δεν αποτελούν 

αντικείµενο της παρούσας διατριβής, ωστόσο η αναφορά γίνεται διότι ο Weitsman προχώρησε στην 

κατάστρωση της διαφορικής εξίσωσης ισορροπίας δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Reissner και 

έδωσε κάποιες λεπτοµέρειες για την επίλυσή της προσανατολισµένος κυρίως προς το πρόβληµα των 

µονόπλευρων στηρίξεων, και χωρίς να ασχοληθεί µε τη µητρωική διατύπωση του προβλήµατος (µητρώα 

δυσκαµψίας και φόρτισης δοκών). 

Από την εργασία του Rades (1971) για τη δυναµική συµπεριφορά απολύτως στερεού σώµατος επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων προκύπτει το συµπέρασµα ότι και για την µελέτη του δυναµικού 

(όπως και για τη µελέτη του στατικού) προβλήµατος που αφορά την εξαναγκασµένη ταλάντωση, η 

προσέγγιση του Kerr υπερτερεί των υπολοίπων απλοποιηµένων προσοµοιωµάτων. Ωστόσο ο Rades 

εξέφρασε και κάποιους προβληµατισµούς όσον αφορά την δυνατότητα του προσοµοιώµατος στην µελέτη 

των δυναµικών προβληµάτων που αφορούν την µετάδοση επιφανειακών κυµάτων. Τέλος διατύπωσε και 

κάποια συµπεράσµατα για το πεδίο εφαρµογής του προσοµοιώµατος, τονίζοντας ότι µπορεί να εφαρµοστεί 

και να οδηγήσει σε αξιόπιστα αποτελέσµατα στην περίπτωση υποστρωµάτων λεπτού πάχους µε χαµηλές 

τιµές του λόγου του Poison, αλλά και στην περίπτωση µελέτης συγκεκριµένων σχηµάτων ελαστοµερών 

υποστρωµάτων (rubber pads and carpets) που χρησιµοποιούνται για σκοπούς µόνωσης έναντι ταλαντώσεων 

(π.χ. σεισµική µόνωση). 

Ο Horvath (1983α), (1993) διερεύνησε συστηµατικά την αξιοπιστία και τη δυνατότητα εφαρµογής του 

προσοµοιώµατος του Reissner, ασχολούµενος όµως καθαρά µε την εδαφοτεχνική πλευρά του προβλήµατος. 

Ο ίδιος επέκτεινε το προσοµοίωµα διατυπώνοντας εξισώσεις µε τη βασική παραδοχή µη σταθερού µέτρου 

ελαστικότητας σε σχέση µε το βάθος του υποβάθρου. Μετά από µια σειρά διερευνήσεων και έχοντας ως 

λύση αναφοράς την λύση που προκύπτει από τη χρήση της θεωρίας ελαστικότητας (Poulos και Davis 

(1974)), κατέληξε σε δυο βασικά συµπεράσµατα: 

– Το προσοµοίωµα του Reissner είναι πάρα πολύ αξιόπιστο κατά τη µελέτη προβληµάτων όπου το 

ελαστικό υπόβαθρο είναι µικρού βάθους που αποτελείται από υλικό του οποίου ο λόγος του Poisson είναι 

κοντά στο µηδέν, συµπέρασµα που έρχεται σε πλήρη συµφωνία µε την παρατήρηση του Rades όπως 

αναφέρθηκε πιο πάνω. 
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– Σε κάθε περίπτωση συγκρίσεων που πραγµατοποιήθηκαν, το προσοµοίωµα του Reissner αποδεικνύεται 

πιο αξιόπιστο από το προσοµοίωµα του Winkler κατά τη σύγκριση µε λύσεις βασισµένες στην ακριβή 

επίλυση προβληµάτων ελαστικότητας (Poulos και Davis (1974)). 

Κλείνοντας την αναφορά στα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων θα πρέπει να τονιστεί 

συµπερασµατικά ότι ειδικά το προσοµοίωµα του Kerr αποτελεί µια πολύ «ευέλικτη» και γενική προσέγγιση 

του προβλήµατος της έδρασης δοκών ή πλακών επί ελαστικού υποβάθρου. Ο σχηµατισµός µητρώων 

δυσκαµψίας και φόρτισης δοκών (αλλά και η ανάπτυξη κατάλληλων επιφανειακών στοιχείων πλάκας) επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων αποτελεί µια πολύ χρήσιµη εφαρµογή, καθώς η δυνατότητα να 

µετατρέπεται µε κατάλληλους µετασχηµατισµούς των εξισώσεων του είτε σε προσοµοίωµα µίας είτε σε 

προσοµοίωµα δυο παραµέτρων, το καθιστά κατάλληλο για την προσοµοίωση ενός µεγάλου εύρους τύπων 

εδάφους, αλλά και διαφόρων επιπέδων δυσκαµψίας των φορέων θεµελίωσης. Η παρατήρηση αυτή θα πρέπει 

να συνδυαστεί και από το συµπέρασµα (που προκύπτει από την κριτική που προηγήθηκε) ότι τα 

προσοµοιώµατα της µιας και των δυο παραµέτρων, εµφανίζονται να είναι αλληλοσυµπληρούµενα τόσο στις 

κατηγορίες εδαφών όσο και στους τύπους φόρτισης των φορέων θεµελίωσης που είναι σε θέση να 

αντιµετωπίσουν επαρκώς. Επιπλέον των παραπάνω το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποτελεί ένα 

«εργαλείο» αντιµετώπιση προβληµάτων όπου η επιρροή της πλήρους συνέχειας ή ασυνέχειας των 

µετακινήσεων στην παράπλευρη προς την φορτιζόµενη επιφάνεια του εδάφους στα µεγέθη έντασης και 

µετακίνησης των φορέων θεµελίωσης είναι αντικείµενο «παραµετρικής» διερεύνησης. 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Το γενικό πρόβληµα της ∆οκού επί Ελαστικού Υποβάθρου 
 

76

2.3. Η προσοµοίωση της µορφής αλληλεπίδρασης εδάφους – θεµελίωσης 

Προκειµένου να οριστεί πλήρως το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης του εδάφους µε τη θεµελίωση, είναι 

απαραίτητος – όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 2.1 – ο ορισµός συγκεκριµένων συνθηκών που 

σχετίζονται µε τη µηχανική συµπεριφορά της επιφάνειας επαφής εδάφους – θεµελίωσης.  Τα 

προσοµοιώµατα του εδάφους που παρουσιάστηκαν πιο πάνω βασίζονται στις εξής παραδοχές: 

• Μικρές παραµορφώσεις: Η παραδοχή αυτή έχει ως αποτέλεσµα να είναι ρεαλιστική η θεώρηση της 

ελαστικής συµπεριφοράς του εδάφους.  

• Λεία και αµφίπλευρη επαφή εδάφους – φορέα θεµελίωσης: Η παραδοχή αυτή έχει ως αποτέλεσµα την 

αγνόηση αφενός των δυνάµεων τριβής, και αφετέρου των φαινοµένων αποκόλλησης, 

• Στιγµιαία ανάπτυξη των παραµορφώσεων: Με βάση την παραδοχή αυτή γίνεται η θεώρηση ότι κατά την 

επιβολή των φορτίων αναπτύσσεται το σύνολο των µετακινήσεων. 

Οι παραπάνω παραδοχές καθιστούν το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης εδάφους – κατασκευής γραµµικό. 

Ωστόσο σε πραγµατικές συνθήκες οι παραπάνω παραδοχές πολλές φορές καταστρατηγούνται, καθώς: 

• Σε περίπτωση που το έδαφος φορτίζεται από υψηλού επιπέδου τάσεις, αναπτύσσονται µεγάλες 

παραµορφώσεις γεγονός που οδηγεί σε πλαστικοποιήσεις. Στην περίπτωση αυτή δεν ισχύει η «ελαστική» 

προσέγγιση του προβλήµατος, και απαιτείται η ανάλυση µε µεθόδους µέσω των οποίων προσδιορίζεται η 

φέρουσα ικανότητα του εδάφους (βλέπε π.χ. Βαλαλάς (1985) ή Τσότσος (1991)). 

• Το έδαφος ως υλικό δεν έχει την ικανότητα παραλαβής εφελκυστικών τάσεων. Αυτό το γεγονός καθιστά 

γενικά µη ισχύουσα την παραδοχή της αµφίπλευρης επαφής εδάφους – θεµελίωσης. Ενώ όµως υπό 

συνθήκες κατακόρυφης φόρτισης είναι σχεδόν απίθανη η εµφάνιση εφελκυστικών τάσεων, στην 

περίπτωση υψηλών σεισµικών δράσεων οι δυνάµεις ανατροπής είναι πολύ πιθανό να προκαλέσουν την 

εµφάνιση αδρανών περιοχών στην διεπιφάνεια εδάφους – θεµελίωσης. 

• Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης είναι αργιλικό και µάλιστα χαλαρό και κορεσµένο, η 

παραδοχή της στιγµιαίας ανάπτυξης του συνόλου των παραµορφώσεων δεν είναι ρεαλιστική, καθώς 

σηµαντικό τµήµα των τελικών καθιζήσεων αναπτύσσεται µε την πάροδο του χρόνου. Πρόκειται για το 

φαινόµενο της στερεοποίησης και η µελέτη του αποτελεί αντικείµενο ειδικών θεωριών και 

προσοµοιωµάτων.  

Τα παραπάνω προβλήµατα συνθέτουν µια σειρά προβληµάτων που ανακύπτουν κατά τη µελέτη των 

επιφανειακών θεµελιώσεων. Αν και τα προβλήµατα αυτά δεν αποτελούν αντικείµενο της παρούσας 

διατριβής θα παρουσιαστούν συνοπτικά παρακάτω για λόγους πληρότητας. 

2.3.1. Χρονική µεταβλητότητα της εδαφικής συµπεριφοράς  

Στην περίπτωση κατά την οποία το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από υψηλής διαπερατότητας κοκκώδη 

και µη συνεκτικά εδάφη (π.χ. αµµώδη εδάφη) τότε µε την επιβολή της φόρτισης επέρχεται εκτόνωση της 

αρχικής υπερπίεσης του νερού των πόρων και έτσι το φορτίο παραλαµβάνεται αµέσως από τον εδαφικό 

σκελετό. Έτσι οι καθιζήσεις είναι άµεσες και ελαστικές (βλέπε π.χ. Αναγνωστόπουλος, Γεωργιάδης, 

Πιτιλάκης, (1994)). Εποµένως στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει χρονική µεταβλητότητα στην εδαφική 
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συµπεριφορά και είναι ρεαλιστική η εφαρµογή ελαστικών µεθόδων – καθώς και των προσοµοιωµάτων που 

παρουσιάστηκαν στο παρών Κεφάλαιο – για τον υπολογισµό των µετακινήσεων. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από λεπτόκκοκα συνεκτικά εδάφη που 

παρουσιάζουν χαµηλή διαπερατότητα, η αναπτυσσόµενη υπερπίεση του νερού των πόρων αργεί πολύ να 

εκτονωθεί και έτσι η διαδικασία ανάληψης του φορτίου από τον εδαφικό σκελετό εξελίσσεται µε πολύ αργό 

ρυθµό. Όπως είναι φυσικό µε παρόµοιο ρυθµό εξελίσσονται και οι µετακινήσεις. Εποµένως πέραν των 

αρχικών µετακινήσεων η αποµάκρυνση του νερού των πόρων προκαλεί πρόσθετες µετακινήσεις οι οποίες 

εξελίσσονται σταδιακά και εποµένως αποτελούν φαινόµενο εξαρτώµενο από το χρόνο. Όπως είναι γνωστό 

από πολλά συγγράµµατα εδαφοµηχανικής οι µετακινήσεις των λεπτόκοκκων εδαφών δίνονται από τη σχέση: 

σ2σ1αρχολ wwww ++=  (2.112) 

Όπου: 

wαρχ είναι το τµήµα των µετακινήσεων που προκαλείται αµέσως µετά την επιβολή των φορτίων. Οι 

µετακινήσεις αυτές οφείλονται στην ελαστική παραµόρφωση του εδάφους, και µπορούν να 

υπολογιστούν µε βάση τη θεωρία ελαστικότητας. 

wσ1  είναι το τµήµα των µετακινήσεων που οφείλεται στην στερεοποίηση του εδάφους. Οι µετακινήσεις 

αυτές προκαλούνται από τη µεταβολή του δείκτη πόρων λόγω της σταδιακής αποµάκρυνσης του 

νερού, δηλαδή οφείλονται στην στερεοποίηση του εδάφους 

wσ2   είναι το τµήµα των µετακινήσεων που πραγµατοποιείται υπό σταθερές ενεργές τάσεις, και οφείλονται 

στον ερπυσµό του εδάφους. Για προβλήµατα συνήθων κατασκευών και για χρονικά διαστήµατα 

ανάλογα της διάρκειας ζωής τους, οι µετακινήσεις αυτές είναι µικρές και δεν υπολογίζονται. 

Τα δυο τελευταία τµήµατα των µετακινήσεων είναι χρονικά εξαρτώµενα και ο υπολογισµός τους 

εντάσσεται σε µια κατηγορία προβληµάτων που ονοµάζονται προβλήµατα στερεοποίησης. Για την 

αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτών πρέπει να γίνει χρήση της θεωρίας στερεοποίησης πρώτη 

προσέγγιση της οποίας έγινε από τον Terzaghi (1925), και για την οποία υπάρχει εκτενής βιβλιογραφία και 

ένας σηµαντικός αριθµός µεθόδων (βλέπε π.χ. Bowles (1988), Τσότσος (1991), και Αναγνωστόπουλος, 

Γεωργιάδης, Πιτιλάκης, (1994)). 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να γίνει και µια µικρή αναφορά στα βισκοελαστικά προσοµοιώµατα τα οποία 

αποτελούν µια προσέγγιση του προβλήµατος της στερεοποίησης. Πρόκειται για µηχανικά προσοµοιώµατα 

τα οποία αποτελούνται από συνδυασµούς µεταφορικών ελατηρίων και αποσβεστήρων ιξώδους αποσβέσεως 

(βλέπε π.χ. Christensen (1982)). Θα πρέπει µάλιστα να τονιστεί ότι όλα τα προσοµοιώµατα του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου που παρουσιάστηκαν στο παρών κεφάλαιο έχουν τη δυνατότητα µε την προσθήκη 

αποσβεστήρων να µετατραπούν σε βισκοελαστικά προσοµοιώµατα µε δυνατότητα εκτίµησης των χρονικά 

µεταβαλλόµενων µετακινήσεων (βλέπε π.χ. Kerr (1964), Viladkar et al (1993)). Τα βισκοελαστικά 

προσοµοιώµατα µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν και για την µελέτη της εξέλιξης των φαινοµένων 

ερπυσµού. Εκτενής βιβλιογραφική αναφορά επί του αντικειµένου είναι διαθέσιµη µεταξύ άλλων και στις 

παρακάτω πηγές: Hetényi (1966), Selvadurai (1979, σελ. 40 – 42) και Dutta (2002).  
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2.3.2. Μονόπλευρες στηρίξεις – προβλήµατα αποκόλλησης και τριβής 

Στις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές η επαφή µεταξύ του εδάφους και της θεµελίωσης θεωρείται 

αµφίπλευρη. Αυτό σηµαίνει ότι γίνεται η παραδοχή πως η συµπεριφορά του εδάφους είναι ίδια και κατά την 

εφαρµογή θλιπτικών αλλά και εφελκυστικών τάσεων. Η παραδοχή αυτή είναι επαρκής στην περίπτωση 

µελέτης κατασκευών µε φορείς θεµελίωσης µικρών διαστάσεων. Επιπλέον η θεώρηση και του ιδίου βάρους 

των δοµικών στοιχείων οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ακόµα και στην περίπτωση κατά την οποία εµφανιστούν 

περιοχές αποκόλλησης εδάφους – θεµελίωσης είναι πολύ µικρές και εποµένως η αγνόηση τους δεν οδηγεί σε 

σοβαρά λάθη. 

Ωστόσο όταν µελετώνται κατασκευές υπό δυναµική – σεισµική καταπόνηση (ή ακόµα και από στατικού 

τύπου σεισµική καταπόνηση) υπάρχει περίπτωση κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες όπως π.χ. κατά την 

υψηλή σεισµική διέγερση υψηλών – εύκαµπτων κτηρίων, να εµφανιστούν αδρανείς περιοχές στην επιφάνεια 

επαφής εδάφους θεµελίωσης (Yim και Chopra (1984), Song και Lee (1993)). Μάλιστα στην περίπτωση αυτή 

η αποκόλληση έχει σηµαντική επιρροή στην απόκριση των κτηρίων καθώς µεταβάλλει την αναπτυσσόµενη 

τέµνουσα βάσης, και εποµένως θα πρέπει να λαµβάνεται υπόψη. Ένα άλλο πεδίο εφαρµογής της 

διερεύνησης της πιθανότητας αποκολλήσεων είναι και η µελέτη των ραγών των σιδηροδροµικών δικτύων 

(Kerr (1974)). 

Η θεώρηση της επαφής εδάφους – θεµελίωσης ως µονόπλευρης αποτελεί ένα µη γραµµικό πρόβληµα, 

καθώς η περιοχή στην οποία µπορεί να εµφανιστεί η αποκόλληση δεν είναι εκ των προτέρων γνωστή. 

Εποµένως η µεθοδολογία επίλυσης θα πρέπει να είναι αριθµητική. Τρεις είναι σε γενικές γραµµές οι κύριες 

κατηγορίες αριθµητικών µεθόδων επίλυσης του προβλήµατος: η µέθοδος των πολλαπλασιαστών του 

Lagrange, η µέθοδος των συναρτήσεων ποινής (penalty method), και µέθοδοι µαθηµατικού 

προγραµµατισµού όπως ο γραµµικός και ο τετραγωνικός προγραµµατισµός. Λύσεις µπορούν να βρεθούν και 

µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων (π.χ. Cheung και Nag (1968), Svec (1974)), ή και µε τη µέθοδο 

των συνοριακών στοιχείων (π.χ. Katsikadelis και Kallivokas (1986), Hu και Hartley (1994)). Τέλος θα 

πρέπει να σηµειωθεί ότι στα σύγχρονα προγράµµατα ανάλυσης κατασκευών είναι ενσωµατωµένοι ειδικοί 

σύνδεσµοι οι οποίοι επιτρέπουν την µελέτη αναλόγων προβληµάτων (π.χ. ο σύνδεσµος ΝLLink  του SAP 

V7.42 (2000)). Σηµαντικός είναι ο αριθµός των δηµοσιεύσεων επάνω στο αντικείµενο της µονόπλευρης 

επαφής εδάφους – θεµελίωσης. Ενδεικτικά αναφέρονται οι εργασίες των Tsai και Westmann (1967), του 

Gecit (1980) για το πρόβληµα µονόπλευρης έδρασης δοκών επί του ελαστικού ηµιχώρου, των Pavlovic και 

Tsikkos (1982), των Lin και Adams (1987) και των Kaschev και Mikhajlov (1995) για το πρόβληµα 

µονόπλευρης έδρασης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler, και οι εργασίες των Ting (1973) και 

Kerr (1976) για το αντίστοιχο πρόβληµα δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων. Τέλος για το 

πρόβληµα µονόπλευρης επαφής εδάφους – πλακών βιβλιογραφικές αναφορές δίνονται µεταξύ άλλων και 

από τους Selvadurai (1979) και Silva et al (2001). 

Άλλη µια κατηγορία προβληµάτων επαφής εδάφους – θεµελίωσης είναι τα προβλήµατα τριβής. Στη 

γενική τους διατύπωση, τα προβλήµατα τριβής µεταξύ δυο εν επαφή ελαστικών ή µη σωµάτων είναι 

πολύπλοκα µαθηµατικά προβλήµατα, των οποίων η αντιµετώπιση γίνεται πολλές φορές σε συνδυασµό µε τα 
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προβλήµατα αποκόλλησης και µε ανάλογες αριθµητικές µεθόδους (βλέπε π.χ. Mitsopoulou και Doudoumis, 

1987). Η θεώρηση των δυνάµεων τριβής προκαλεί την αλληλεπίδραση µεταξύ εδάφους και θεµελίωσης όχι 

µόνον µε δυνάµεις κάθετες στην εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο επαφής, αλλά ταυτόχρονα και µε δυνάµεις 

παράλληλες σε αυτήν. Εποµένως, η προσοµοίωση – τουλάχιστον προσεγγιστικά – της αλληλεπίδρασης 

εδάφους και θεµελίωσης στην περίπτωση κατά την οποία λαµβάνονται υπόψη και οι δυνάµεις τριβής απαιτεί 

την θεώρηση και καταλλήλων ελατηρίων η διεύθυνση των οποίων είναι παράλληλη της εφαπτοµένης σε 

κάθε σηµείο του άξονα του στοιχείου θεµελίωσης (βλέπε π.χ. Babie και Salmon (1996), (1997)). Στις 

συνήθεις επιφανειακές θεµελιώσεις η επιρροή των δυνάµεων τριβής δεν είναι αναγκαίο να ληφθεί υπόψη. 

Αντίθετα ο υπολογισµός των δυνάµεων τριβής είναι απαραίτητος κατά την µελέτη πασσάλων ή τοίχων 

αντιστήριξης. Στις περιπτώσεις αυτές υπάρχουν κατάλληλες γραµµικές ή µη µέθοδοι εκτίµησης των 

αναπτυσσόµενων δυνάµεων πλευρικής τριβής (Αναγνωστόπουλος, Γεωργιάδης, Πιτιλάκης (1994)).  

2.4. Φυσική σηµασία και προσδιορισµός των παραµέτρων των προσοµοιωµάτων του εδάφους 

2.4.1. Γενικά 

Στις προηγούµενες παραγράφους παρουσιάστηκε µια σειρά από µοντέλα προσοµοίωσης του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου, µε τα οποία επιτυγχάνεται η σχετικά εύκολη αντιµετώπιση ενός µεγάλου αριθµού 

προβληµάτων αλληλεπίδρασης εδάφους – φορέων θεµελίωσης. Η αποτελεσµατικότητα των 

προσοµοιωµάτων αυτών εξαρτάται από τους παρακάτω παράγοντες: 

• την ευκολία και την ακρίβεια µε την οποία είναι δυνατός ο υπολογισµός των παραµέτρων που εισάγονται 

από τα προσοµοιώµατα αυτά, είτε από εργαστηριακές είτε από επί τόπου µετρήσεις, και  

• την αξιοπιστία και την ακρίβεια των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την χρήση τους σε σύγκριση 

µε εργαστηριακά ή πειραµατικά δεδοµένα. 

Ο πρώτος εκ των δυο παραπάνω παραγόντων οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ακόµα και τα προσοµοιώµατα 

που διέπονται από κατάλληλη µαθηµατική διατύπωση, έτσι ώστε να λαµβάνουν υπόψη µεγάλο αριθµό 

παραγόντων που επηρεάζουν την εδαφική συµπεριφορά, είναι πρακτικά αναποτελεσµατικά, όταν οι 

παράµετροι που υπεισέρχονται στην διατύπωσή τους εκτιµηθούν λανθασµένα. Θα πρέπει επίσης να τονιστεί, 

ότι από µεγάλο αριθµό εργαστηριακών ή επί τόπου δοκιµών είναι διαπιστωµένο ότι οι εκτιµώµενες τιµές 

των παραµέτρων που περιγράφουν την εδαφική συµπεριφορά δεν προσδιορίζονται µονοσήµαντα. Επί 

παραδείγµατι, η εκτιµώµενη τιµή του δείκτη εδάφους δεν εξαρτάται µόνον από τον τύπο του εδάφους, αλλά 

και από τη µορφή της φορτιζόµενης επιφάνειας και το µέγεθος των τάσεων που επιβάλλονται για τον 

προσδιορισµό του. Επιπλέον, οι ελαστικές σταθερές Ε, ν εξαρτώνται µεταξύ άλλων παραγόντων και από το 

µέγεθος και την ιστορία φόρτισης. Το γεγονός της µη µονοσήµαντης εκτίµησης των παραµέτρων της 

εδαφικής συµπεριφοράς αποτελεί ένα σηµαντικό µειονέκτηµα το οποίο καθιστά την εφαρµογή των 

προσοµοιωµάτων µια διαδικασία που θα πρέπει να γίνεται µε κριτικό πνεύµα και µε συνείδηση της µεγάλης 

διασποράς των πραγµατικών τιµών. 
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Επιπλέον, ο µη µονοσήµαντος προσδιορισµός των εδαφικών παραµέτρων έχει ως αποτέλεσµα την 

ανάπτυξη µιας σειράς µεθόδων εκτίµησής τους, πειραµατικών, αναλυτικών ή και υβριδικών. Οι µέθοδοι 

αυτές κατατάσσονται στις παρακάτω κατηγορίες (βλέπε π.χ. Selvadurai (1979), Kerr (1985)): 

1. Μέθοδοι βασισµένες σε επί τόπου µετρήσεις ( π.χ. δοκιµαστικές φορτίσεις πλάκας), 

2. Μέθοδοι µε βάση τις οποίες τα µεγέθη παραµόρφωσης ενός φορέα θεµελίωσης, που υπολογίζονται µε 

βάση κάποιο συγκεκριµένο εδαφικό προσοµοίωµα, συγκρίνονται µε αποτελέσµατα που προκύπτουν από 

επί τόπου µετρήσεις, 

3. Μέθοδοι στα πλαίσια των οποίων αποτελέσµατα υπολογισµών µε βάση τα απλά προσοµοιώµατα 

συγκρίνονται µε αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την προσοµοίωση του εδάφους ως 

συνεχούς ελαστικού µέσου (π.χ. Biot (1937), Vecic (1961), Vardanyan (1966)). Με τον τρόπο αυτό οι 

παράµετροι των απλοποιηµένων προσοµοιωµάτων συσχετίζονται µε τις κλασσικές ελαστικές σταθερές Ε, 

ν, για τις οποίες υπάρχει µια σειρά αξιόπιστων εργαστηριακών µεθόδων προσδιορισµού.  

4. Μέθοδοι σύµφωνα µε τις οποίες οι εδαφικές παράµετροι υπολογίζονται απευθείας από τις γενικές 

εξισώσεις του ελαστικού συνεχούς µέσου µε τη βοήθεια απλοποιητικών παραδοχών, οι οποίες αφορούν 

τα µεγέθη έντασης και µετακίνησης, ή µε τη χρήση µεθόδων στα πλαίσια των οποίων τα µεγέθη αυτά 

αναπτύσσονται σε σειρές Taylor ή Maclaurin. Πρόκειται για καθαρά αναλυτικές µεθόδους που 

στηρίζονται στις εξισώσεις των προσοµοιωµάτων του Reissner (1958), του Vlasov (1960), αλλά και των 

προσοµοιωµάτων που στηρίζονται σε φορµαλιστικές µεθόδους (Παράγραφος 2.2.3.5). Όπως και στην 

προηγούµενη κατηγορία µεθόδων, και οι µέθοδοι αυτές καταλήγουν σε συσχέτιση των παραµέτρων των 

προσοµοιωµάτων µε τις κλασσικές ελαστικές σταθερές Ε, ν. Πάντως, για τις µεθόδους αυτές έχουν 

εκφραστεί αµφιβολίες όσον αφορά την εγκυρότητα τους (βλέπε π.χ. Kerr (1985)). 

Στην παρούσα παράγραφο θα γίνει µια συνοπτική παρουσίαση των µεθόδων προσδιορισµού των 

εδαφικών παραµέτρων των απλοποιηµένων προσοµοιωµάτων µιας, δυο ή τριών παραµέτρων. Οι µέθοδοι 

πειραµατικού προσδιορισµού των κλασσικών ελαστικών σταθερών Ε, ν δεν αποτελούν αντικείµενο 

ενδιαφέροντος της παρούσας διατριβής και δεν θα γίνει ιδιαίτερη αναφορά γι’ αυτές. 

2.4.2. Το µέτρο αντίστασης του εδάφους – Πρώτη παράµετρος των προσοµοιωµάτων 

Το µέτρο αντίστασης του εδάφους ή πιο απλά ο δείκτης εδάφους Κ (coefficient of subgrade reaction) 

αποτελεί την µοναδική παράµετρο η οποία υπεισέρχεται στους υπολογισµούς των κατακόρυφων 

µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους, όταν αυτές υπολογίζονται µε το προσοµοίωµα του Winkler. Για 

το λόγο αυτόν άλλωστε εµφανίζεται σε µεγάλο τµήµα τις βιβλιογραφίας και µε την ονοµασία «σταθερά του 

Winkler». Ο δείκτης εδάφους είναι ίσος µε το λόγο της δύναµης που εφαρµόζεται σε ένα συγκεκριµένο 

σηµείο της επιφάνειας του εδάφους προς την αντίστοιχη κατακόρυφη µετακίνηση στο σηµείο αυτό (βλέπε 

Σχέση 2.1α), και έχει διαστάσεις δύναµης (π.χ. kN) ανά µονάδα όγκου (π.χ. m3). Οι τιµές του δείκτη 

εδάφους εξαρτώνται όχι µόνον από τις µηχανικές ιδιότητες του εδάφους, αλλά και από τις διαστάσεις και τη 

γεωµετρική µορφή της φορτιζόµενης επιφάνειας, και το επίπεδο της επιβαλλόµενης φόρτισης (Τerzaghi 

(1955)). Εποµένως, ο δείκτης εδάφους δεν µπορεί να θεωρηθεί ως µια καθαρά εδαφική ιδιότητα.  
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Τέλος, οφείλει να τονιστεί ότι ο δείκτης εδάφους Κ δεν θα πρέπει να συγχέεται µε τον συντελεστή της 

αντίδρασης του εδάφους (modulus of subgrade reaction) k, ο οποίος στην περίπτωση της µελέτης γραµµικών 

φορέων θεµελίωσης (π.χ. συνδετήριων δοκών ή πεδιλοδοκών) συνδέεται µε τον δείκτη εδάφους µε την 

σχέση k=Kb, όπου b το πλάτος του φορέα. 

Μέθοδοι προσδιορισµού του δείκτη εδάφους 

Οι τιµές του δείκτη εδάφους – όπως και των υπολοίπων εδαφικών παραµέτρων – µπορούν να 

προσδιοριστούν είτε µε πειραµατικές είτε µε αναλυτικές µεθόδους. Παρακάτω θα γίνει µια σύντοµη 

αναφορά στις µεθόδους αυτές και ειδικότερα στην µέθοδο της δοκιµαστικής φόρτισης πλάκας. 

• Πειραµατικές µέθοδοι 

Οι πειραµατικές µέθοδοι µε τις οποίες µπορεί να γίνει εκτίµηση του δείκτη εδάφους είναι οι τριαξονικές 

δοκιµές (π.χ. Bowles (1988), Τσότσος (1991)), η δοκιµή CBR (π.χ. Selvadurai (1979)), η δοκιµασία 

στερεοποίησης (Consolidation test), και η δοκιµαστική φόρτιση πλάκας.  

∆οκιµαστική φόρτιση πλάκας 

Η πιο συνήθης από τις παραπάνω µεθόδους είναι η επί τόπου δοκιµαστική φόρτιση πλάκας. Με βάση τη 

µέθοδο αυτή εφαρµόζεται στο έδαφος προοδευτικά αυξανόµενη πίεση µέσω µιας διάταξης πλακών. Από την 

καταµέτρηση της εξέλιξης των βυθίσεων σχηµατίζονται διαγράµµατα δύναµης (p) – µετακίνησης (w) τα 

οποία είναι γενικώς µη γραµµικά. Συνήθως ως τιµή του δείκτη εδάφους χρησιµοποιείται είτε η αρχική κλίση 

της καµπύλης p – w (εφαπτοµενική τιµή), είτε η κλίση µιας ευθείας που τέµνει την καµπύλη p – w σε ένα 

σηµείο που αντιστοιχεί σε µια προκαθορισµένη τιµή των µετακινήσεων (secant modulus). Οι διαστάσεις των 

πλακών που χρησιµοποιούνται για τις δοκιµές επηρεάζουν πολύ τα αποτελέσµατα των µετρήσεων, καθώς 

µεταβάλουν τα µεγέθη των βολβών επιρροής στο εσωτερικό του εδάφους (Terzaghi (1955)). Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες όσον αφορά τις προδιαγραφές των µετρήσεων υπάρχει πληθώρα βιβλιογραφικών 

πηγών (ενδεικτικά αναφέρονται Bowles (1988), Jones (1997)). Στις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές γίνεται 

χρήση πινάκων οι οποίοι δίνουν τιµές του δείκτη εδάφους, οι οποίες προκύπτουν από δοκιµαστικές 

φορτίσεις τετραγωνικής πλάκας πλευράς 0.305m (βλέπε π.χ Terzaghi (1955) και Αναγνωστόπουλος (1996)). 

Οι τιµές των πινάκων αυτών υπόκεινται σε διορθώσεις οι οποίες εξαρτώνται από τους εξής παράγοντες: 

– Τύπος του εδάφους (συνεκτικού ή αµµώδους), 

– ∆ιαστάσεις, σχήµα και τύπος της θεµελίωσης (κοιτόστρωση ή εσχάρα πεδιλοδοκών), 

– Βάθος θεµελίωσης 

Α. ∆ιόρθωση λόγω των διαστάσεων της θεµελίωσης 

Η διόρθωση λόγω της διαφοράς του πλάτους του στοιχείου θεµελίωσης, από το πλάτος της δοκιµαστικής 

πλάκας εξαρτάται αφενός από τον τύπο του εδάφους και αφετέρου από τον τύπο της θεµελίωσης. Σύµφωνα 

µε τον Terzaghi (1955) η τιµή του δείκτη εδάφους που προκύπτει από τους σχετικούς πίνακες θα πρέπει να 

υπόκειται σε µια διόρθωση πολλαπλασιαζόµενη µε τον παρακάτω συντελεστή για αµµώδη εδάφη: 
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όπου Βπλ είναι το πλάτος της δοκιµαστικής πλάκας. Ο αντίστοιχος συντελεστής για τα αργιλικά εδάφη είναι: 
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Στις δυο παραπάνω σχέσεις ο συντελεστής Βθ προσδιορίζεται µε διαφορετικό τρόπο όταν ο φορέας 

θεµελίωσης συνίσταται από πλάκες (π.χ. κοιτοστρώσεις, ή οδοστρώµατα) και µε διαφορετικό τρόπο όταν 

συνίσταται από γραµµικά στοιχεία (π.χ. εσχάρες πεδιλοδοκών). Πιο συγκεκριµένα, στην περίπτωση µελέτης 

γραµµικών φορέων θεµελίωσης ο συντελεστής Βθ ταυτίζεται µε το πλάτος της διατοµής τους εν επαφή µε το 

έδαφος. Αντίθετα, στην περίπτωση επιφανειακών φορέων θεµελίωσης, ο συντελεστής Βθ υπολογίζεται µεσω 

µιας επαναληπτικής διαδικασίας (βλέπε π.χ. Terzaghi (1955), ή Scott (1981) σελ. 248 – 249).  

Β. ∆ιόρθωση λόγω γεωµετρικής µορφής της θεµελίωσης 

Οι τιµές του δείκτη εδάφους προκύπτουν από φορτίσεις πλακών τετραγωνικού σχήµατος. Ωστόσο, στην 

πράξη οι φορείς θεµελίωσης δεν έχουν τετραγωνική µορφή. Εποµένως, οι διαθέσιµες τιµές των πινάκων θα 

πρέπει να υποστούν διόρθωση προκειµένου να «αναχθούν» σε µορφές επιφάνειας διάφορες της 

τετραγωνικής. Η διόρθωση αυτή συνιστάται ειδικά για την περίπτωση γραµµικών φορέων θεµελίωσης, ο 

λόγος των διαστάσεων των οποίων αποκλίνει πολύ από τη µονάδα. Για την αναγωγή αυτή ο Terzaghi (1955) 

προτείνει τον ακόλουθο εµπειρικό συντελεστή διόρθωσης που ισχύει τόσο για αργιλικά όσο και για αµµώδη 

εδάφη: 
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στην παραπάνω σχέση το L είναι το µήκος του στοιχείου θεµελίωσης, και Bθ είναι όπως και προηγουµένως, 

το πλάτος. 

Γ. ∆ιόρθωση λόγω βάθους θεµελίωσης 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης είναι αµµώδες, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη και το γεγονός 

ότι σε γενικές γραµµές, η τιµή του µέτρου ελαστικότητας αυξάνει σε σχέση µε το βάθος. Εποµένως εάν το 

βάθος θεµελίωσης βρίσκεται D µέτρα κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια του εδάφους, και οι πίνακες από 

τους οποίους γίνεται η εκτίµηση της τιµής του δείκτη εδάφους έχουν προκύψει από δοκιµές στην ελεύθερη 

επιφάνεια του εδάφους, τότε θα πρέπει να γίνει διόρθωση µε βάση τον παρακάτω συντελεστή (Selvadurai 

(1979) σελ.410): 
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Στην περίπτωση θεµελίωσης επί αργιλικού εδάφους, ο παραπάνω διορθωτικός συντελεστής θα πρέπει να 

τεθεί ίσος µε τη µονάδα. 
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Με βάση τις παραπάνω διορθώσεις, ξεκινώντας από τις τιµές του δείκτη εδάφους KS από τους 

διαθέσιµους πίνακες που συντάσσονται µε βάση τις δοκιµαστικές φορτίσεις πλακών προκύπτουν οι τελικές 

τιµές του δείκτη εδάφους Κ από τις παρακάτω σχέσεις: 

S
αµ.
β.θ.σ

αµ.
δ )]K)(n)(n[(nK =  (2.117α) 

Sσ
αρ.
δ )]K)(n[(nK =  (2.117β) 

• Αναλυτικές µέθοδοι 

Οι αναλυτικές µέθοδοι προσδιορισµού της τιµής του δείκτη εδάφους είναι στην πραγµατικότητα 

υβριδικές, καθώς στις µαθηµατικές διατυπώσεις στις οποίες καταλήγουν υπεισέρχονται άλλες εδαφικές 

παράµετροι (όπως το µέτρο ελαστικότητας του εδάφους Ε, ο λόγος του Poisson ν, ή άλλοι δείκτες), ο 

προσδιορισµός των οποίων απαιτεί δεδοµένα από πειραµατικές (εργαστηριακές ή επί τόπου) µετρήσεις. 

Παρακάτω θα δοθούν οι κυριότερες από τις αναλυτικές εκφράσεις του δείκτη εδάφους που είναι διαθέσιµες 

σε διάφορες βιβλιογραφικές πηγές. 

Σχέση του Biot 

O Biot (1937) συσχέτισε το δείκτη εδάφους K µε τις ελαστικές σταθερές του εδάφους (ΕS, νS) µέσω της 

σύγκρισης της µέγιστης καµπτικής ροπής µιας δοκού απείρου µήκους επί ελαστικού υποβάθρου 

φορτιζόµενης µε κατακόρυφο µοναχικό φορτίο, την οποία επίλυσε τόσο µε το προσοµοίωµα του Winkler, 

όσο και µε το προσοµοίωµα του οµογενούς ελαστικού ηµιεπιπέδου και ηµιχώρου. Η σχέση στην οποία 

κατέληξε για την περίπτωση συνθηκών επίπεδης έντασης είναι: 
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ενώ η αντίστοιχη σχέση για προβλήµατα τρισδιάστατης ελαστικότητας είναι: 
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Στις παραπάνω σχέσεις, ΕΒ είναι το µέτρο ελαστικότητας της δοκού, b είναι το πλάτος της δοκού, Ι είναι η 

ροπή αδράνειας της διατοµής της και C είναι µια σταθερά η οποία λαµβάνει τιµή ίση µε τη µονάδα στην 

περίπτωση οµοιόµορφης κατανοµής πιέσεων, και την τιµή 1.13 στην περίπτωση οµοιόµορφης κατανοµής 

των µετακινήσεων στην επιφάνεια του εδάφους σε όλο το πλάτος της δοκού (1.00<C<1.13). 

Η εφαρµογή της σχέσης (2.118β) οδηγεί σε σύγκλιση των αποτελεσµάτων των ροπών κάµψης για τα 

προσοµοιώµατα Winkler και ελαστικού ηµιχώρου αντίστοιχα. Ωστόσο, ο σχηµατισµός της στηρίζεται σε 

ανάλυση δοκού «απείρου» µήκους κάτω από συγκεκριµένη κατάσταση φόρτισης. Εποµένως, δεν είναι 

δυνατό να οδηγεί σε σύγκλιση αποτελεσµάτων για δοκούς πεπερασµένου µήκους κάτω από διαφορετικές 

καταστάσεις φόρτισης. Η πραγµατική όµως συµβολή της µεθόδου του Biot στον αναλυτικό προσδιορισµό 

του δείκτη εδάφους συνίσταται κυρίως στη σύλληψη της ιδέας της σύγκρισης των αποτελεσµάτων των 

προσοµοιωµάτων Winkler και ελαστικού ηµιχώρου. Με βάση την προσέγγιση αυτή ο Vesic ανέπτυξε µια 

σχέση γενικότερης εφαρµογής που θα παρουσιαστεί παρακάτω. 
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Σχέση του Vesic 

O Vesic (1961), στηριζόµενος επάνω στον βασικό κορµό της προσέγγισης του Biot, πρότεινε µια 

διαφορετική και πιο γενική σχέση για τον δείκτη εδάφους. Μελετώντας και ο ίδιος την περίπτωση της δοκού 

«απείρου» µήκους επεχείρησε το σχηµατισµό µιας σχέσης προσδιορισµού του δείκτη εδάφους, όχι µόνον µε 

αυστηρό κριτήριο την σύγκλιση των καµπτικών ροπών, αλλά µε κριτήριο την σύγκλιση της τιµής του 

χαρακτηριστικού µήκους της δοκού κατά την ανάλυση µε το προσοµοίωµα του Winkler (βλέπε Παράγραφο 

2.5.3 και Σχέση 2.133) και της τιµής του παράγοντα που καθορίζει τις εκφράσεις όλων των µεγεθών έντασης 

και παραµόρφωσης δοκού «απείρου» µήκους επί ελαστικού ηµιχώρου. Η σχέση του Vecic είναι: 
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Όπως έχει αποδειχθεί, για τις Ελληνικές συνθήκες η παραπάνω σχέση καταλήγει στην εξής προσέγγιση 

(Αναγνωστόπουλος (1994), (1996)): 
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Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι ο Barden (1962) κατέληξε στην παρακάτω σχέση: 
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η οποία ισχύει για σχετικά «µακριές» δοκούς (µήκος / πλάτος>10 σύµφωνα µε τον Barden). Η σχέση αυτή 

είναι όµοια µε την (2.119) εάν η υπόριζος ποσότητα στη σχέση αυτή θεωρηθεί περίπου ίση µε τη µονάδα. 

Σχέσεις του Vlasov  

Οι σχέσεις του προσοµοιώµατος του Vlasov έχουν σχηµατιστεί µε βάση συνθήκες επίπεδης 

ελαστικότητας και παρουσιάστηκαν λεπτοµερώς στην Παράγραφο 2.2.2.5. Όπως τονίστηκε στην 

παράγραφο αυτή, απόρροια της µεθόδου είναι και ο σχηµατισµός αναλυτικών εκφράσεων για τις δυο 

παραµέτρους του προσοµοιώµατος, οι οποίες εξαρτώνται από την παραδοχή που γίνεται για το προφίλ των 

κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου (Σχέσεις (2.28), (2.29), (2.30)). Πιο 

συγκεκριµένα, για την πρώτη παράµετρο – που αντιστοιχεί στο δείκτη εδάφους – ισχύει η γενική σχέση 

(2.26α) από την οποία προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις: 

)νH(1
E

K 2
0

0

−
=  (µε βάση τη γραµµική κατανοµή (2.28)) (2.121α) 








 +
−

=
(γΗ)sinh

2γΗ)(sinh(2γΗ)
)ν4(1

γEK 22
0

0  (µε βάση την υπερβολική κατανοµή (2.29)) (2.121β) 

)ν2(1
γE

K 2
0

0

−
=  (µε βάση την εκθετική κατανοµή (2.30)) (2.121γ) 

Στις παραπάνω σχέσεις υπενθυµίζεται ότι οι ελαστικές σταθερές Ε0, ν0 αντιστοιχούν σε συνθήκες 

επίπεδης έντασης, ενώ για την προσαρµογή τους σε συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης απαιτείται η 

αντικατάσταση τους από τη Σχέση (2.23στ). 
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Θα πρέπει να τονιστεί ότι η άµεση εφαρµογή των παραπάνω σχέσεων δεν είναι εφικτή καθώς θα πρέπει 

να καθοριστεί η παράµετρος γ. Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού είναι αναγκαία η εφαρµογή 

της επαναληπτικής διαδικασίας των Jones, Xenophontos (1977) και των Vallabhan, Das (1988). Θα πρέπει 

επίσης παρατεθεί και η σχέση των Vallabhan, Das (1991β) για την περίπτωση µη οµογενούς υποστρώµατος 

µε γραµµικά µεταβαλλόµενο µέτρο ελαστικότητας: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 







 +−−++
−+

−
=

γΗsinh
]γΗ212γΗ)[coshE(E]γΗ42γΗsinh2γΗ[E

ν)21(ν)8Η(1
ν)(1K 2

2
12

2
1  (2.122) 

Στην παραπάνω σχέση Ε1, Ε2 είναι οι τιµές του µέτρου ελαστικότητας του υποβάθρου στην κορυφή του και 

στη βάση του αντίστοιχα (για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε Vallabhan, Das (1991β)). Θα πρέπει επίσης 

να τονιστεί ότι η σχέση αυτή αντιστοιχεί σε συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης. 

Σχέση του Galin 

∆ιερευνώντας το πρόβληµα της κάµψης λεπτών δοκών πεπερασµένου µήκους επί ισότροπου ελαστικού 

ηµιχώρου, ο Galin κατέληξε στην ακόλουθη σχέση για την τιµή του δείκτη εδάφους (βλέπε Selvarurai 

(1979), σελ. 137): 

b) / L ln( )ν(1 b 2
Ε πK 2

S

−
=  (2.123) 

Η παραπάνω σχέση για τιµές του λόγου L/b (µήκος / πλάτος δοκού) ≥10 δίνει αποτελέσµατα παραπλήσια 

µε τα αποτελέσµατα της απλοποιηµένης σχέση του Vesic (2.120α). 

Σχέση των Kögler και Scheidig 

Οι Kögler και Scheidig προτείνουν την ακόλουθη σχέση (Selvarurai (1979), σελ. 418): 

( )[ ]bH21ln b
2E

K S

+
=  (2.124) 

Στην παραπάνω σχέση το Η συµβολίζει το πάχος του εδαφικού υποστρώµατος. 

Σχέση του De Beer 

Σύµφωνα µε τον De Beer ισχύει η σχέση (Αναγνωστόπουλος (1994), (1996)): 












=

3

S

bL
E

b
1.33K  (2.125) 

Σχέση του Dimitrov 

O Dimitrov προτείνει την παρακάτω σχέση (Αναγνωστόπουλος (1994), (1996)): 









=

)ν-(1
E

b
ρK 2

S  (2.126) 

Το ρ εξαρτάται από το λόγο µήκους / πλάτους της δοκού και δίνεται από τον ακόλουθο πίνακα: 

L/b 1.0 1.5 2.0 3.0 5.0 10.0 20.0 30.0 50.0 

ρ 1.05 0.87 0.78 0.66 0.54 0.45 0.39 0.33 0.30 
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Σχέση των Woinowsky – Krieger 

Κατόπιν πειραµατικής εργασίας οι Woinowsky – Krieger, πρότειναν την ακόλουθη σχέση: 

3

b

4
S

E
E

h
2.15K 








=  (2.127) 

Όπου το h είναι το ύψος της διατοµής της δοκού, και Εb το µέτρο ελαστικότητας του υλικού της. 

Σχέση του Rausch 

Σύµφωνα µε τον Rausch ο δείκτης εδάφους µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (Αβραµίδης (1995)): 

F 
E

K S

n
=  (2.128) 

Στην παραπάνω σχέση το F είναι το εµβαδόν θεµελίωσης, ενώ ο συντελεστής n είναι ίσος µε 0.4 (Πρέπει να 

τονιστεί ότι για το συντελεστή n µπορεί να δοθεί και η τιµή 0.25). 

Εκτίµηση του δείκτη εδάφους µε βάση την επιτρεπόµενη τάση 

Πρόκειται για µια µέθοδο σύµφωνα µε την οποία η εκτίµηση του δείκτη εδάφους µπορεί να γίνει µε βάση 

το λόγο της επιτρεπόµενης τάσης φόρτισης ενός συγκεκριµένου στοιχείου θεµελίωσης προς την αντίστοιχη 

µέση αναµενόµενη καθίζηση. ∆ηλαδή: 

Κ ≈ σεπιτρ. / w(αναµενόµενη) (2.129) 

Η επιτρεπόµενη τάση φόρτισης του εδάφους µπορεί να προσδιοριστεί είτε µε θεωρητικές µεθόδους (π.χ. 

µέθοδος Terzaghi ή µέθοδος Hansen), είτε µε επί τόπου δοκιµές (π.χ. δοκιµή διείσδυσης πρότυπου ή 

στατικού πενετροµέτρου) και συσχέτιση των αποτελεσµάτων µε εµπειρικούς πίνακες ή µε αναγωγή τους 

στις βασικές µηχανικές ιδιότητες του εδάφους (Αναγνωστόπουλος (1994)). Επιπλέον µπορεί να γίνει και 

χρήση ειδικών πινάκων διαφόρων Κανονισµών οι οποίοι δίνουν ενδεικτικές τιµές των επιτρεποµένων 

τάσεων σε σχέση µε την κατηγορία του εδάφους. Η προσφυγή στους πίνακες αυτούς είναι αναπόφευκτη 

όταν δεν είναι διαθέσιµα απαραίτητα γεωτεχνικά δεδοµένα. Η αναµενόµενη καθίζηση µπορεί να εκτιµηθεί 

µε τις γνωστές µεθόδους της Εδαφοµηχανικής (Τσότσος (1991), Αναγνωστόπουλος (1994)). 

2.4.3. Η δεύτερη παράµετρος των προσοµοιωµάτων 

Η φυσική σηµασία της δεύτερης παραµέτρου των προσοµοιωµάτων δεν είναι εποπτικά πάντα σαφής ούτε 

και µονοσήµαντα ορισµένη, καθώς – όπως τονίστηκε στην Παράγραφο 2.2.2 – ορίζεται διαφορετικά, 

ανάλογα µε το µηχανικό προσοµοίωµα που λαµβάνεται υπόψη. Σε γενικές γραµµές, οι µέθοδοι 

προσδιορισµού της δεύτερης παραµέτρου είναι ίδιες µε τις µεθόδους προσδιορισµού του δείκτη εδάφους 

(Παράγραφος 2.4.2). Ωστόσο, το γεγονός ότι για τον δείκτη εδάφους – η φυσική σηµασία του οποίου είναι 

ξεκάθαρη – οι διάφορες προσεγγίσεις οδηγούν σε πολύ διαφορετικά µεταξύ τους αποτελέσµατα προϊδεάζει 

για την δυσκολία ενός αξιόπιστου προσδιορισµού της τιµής της δεύτερης παραµέτρου.  

Σύµφωνα µε τον Selvadurai (1979), για τον προσδιορισµό της δεύτερης παραµέτρου απαιτείται όχι µόνον 

η µελέτη των µετακινήσεων ακριβώς κάτω από την επιφάνεια του φορτιζόµενου σώµατος, αλλά και στην 

αµέσως γειτνιάζουσα περιοχή. Το γεγονός αυτό µπορεί να εξηγηθεί πολύ εύκολα, αν υπενθυµιστεί ότι τα 

προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων έχουν τη χαρακτηριστική ιδιότητα να λαµβάνουν υπόψη την επιρροή 
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των παραµορφώσεων του εδάφους εκατέρωθεν του φορέα θεµελίωσης. Εποµένως, η καταγραφή της µορφής 

των κατακορύφων µετακινήσεων στην γειτνιάζουσα µε το φορέα θεµελίωσης περιοχή µπορεί να θεωρηθεί 

ως ένα µέτρο της δεύτερης παραµέτρου (Loof (1965). Πειραµατικές µέθοδοι προσδιορισµού της µορφής των 

µετακινήσεων είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία (Selvadurai (1979), σελ. 419), ωστόσο δεν κατέστη 

δυνατός ο εντοπισµός κάποιας εφαρµογής τους για τον προσδιορισµό της τιµής της δεύτερης παραµέτρου. 

Μια από τις προτεινόµενες µεθόδους συνίσταται στην εφαρµογή έκκεντρου και όχι κεντρικού φορτίου σε 

δοκιµαστικές φορτίσεις πλάκας (Pasternak (1954) και Kerr (1965)). Από την µέτρηση της κατακόρυφης 

µετακίνησης και της στροφής της δοκιµαστικής πλάκας, είναι δυνατή η εκτίµηση των τιµών των δυο 

παραµέτρων Κ, G.  

Όσον αφορά τις αναλυτικές µεθόδους προσδιορισµού της δεύτερης παραµέτρου, θα πρέπει να τονιστεί 

ότι η µοναδική εφαρµοσµένη µέθοδος είναι η µέθοδος του Vlasov (1960) και των Vallabhan και Das 

[(1988), (1991α), (1991β)], όπως τονίστηκε και στις σχετικές παραγράφους. Πιο συγκεκριµένα, από την 

εφαρµογή των εξισώσεων του Vlasov προκύπτουν οι παρακάτω τιµές για την δεύτερη εδαφική παράµετρο 

ταυτόχρονα µε τις τιµές της πρώτης παραµέτρου που δίνονται στις σχέσεις (2.121α – γ). 

)ν6(1
HE

G
o

o

+
=  (µε βάση τη γραµµική κατανοµή (2.28)) (2.130α) 

( ) 






 −
+

Ε
=

(γΗ)sinh
(2γΗ)2γΗ)sinh(

ν18γ
G 2

o

o  (µε βάση την υπερβολική κατανοµή (2.29)) (2.130β) 

)ν4γ(1
E

G
o

0

+
=  (µε βάση την εκθετική κατανοµή (2.30)) (2.130γ) 

Οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν για συνθήκες επίπεδης έντασης, ενώ µπορούν να χρησιµοποιηθούν και σε 

συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης, εάν αντί των Εο, νο γίνει χρήση των Ε, ν (δηλαδή των πραγµατικών 

τιµών του µέτρου ελαστικότητας και του λόγου του Poisson). Όπως και στην περίπτωση των σχέσεων 

(2.121α – γ) έτσι και στις παραπάνω σχέσεις απαιτείται η γνώση της παραµέτρου γ. Για τον προσδιορισµό 

της µπορεί να γίνει χρήση της µεθόδου των Vallabhan και Das. Οι ίδιοι κατέστρωσαν και µια σχέση 

υπολογισµού της δεύτερης παραµέτρου για την περίπτωση µη οµογενούς υποστρώµατος µε γραµµικά 

µεταβαλλόµενο µέτρο ελαστικότητας (βλέπε και Σχέση 2.122): 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
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 (2.131) 

Στην παραπάνω σχέση Ε1, Ε2 είναι οι τιµές του µέτρου ελαστικότητας του υποβάθρου στην κορυφή του και 

στη βάση του αντίστοιχα.  

Πέραν της παραπάνω µεθόδου θα πρέπει να γίνει αναφορά και στη µέθοδο του Vardanyan (1966). 

Πρόκειται για µια παραλλακτική µέθοδο, σύµφωνα µε την οποία συγκρίνεται η λύση του προβλήµατος 

κάµψης κυκλικής πλάκας τόσο µε το προσοµοίωµα δυο παραµέτρων όσο και µε το προσοµοίωµα του 

συνεχούς ελαστικού µέσου. Από την σύγκριση των αποτελεσµάτων των δυο λύσεων υπολογίζονται οι δυο 

εδαφικές παράµετροι. Πρόκειται για µια ιδέα η βασική σύλληψη της οποίας είναι ίδια µε την αντίστοιχη των 
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Biot (1937) και Vesic (1961). Η µέθοδος αυτή, ωστόσο, δεν έχει εφαρµοστεί έως σήµερα – τουλάχιστον σε 

όσες βιβλιογραφικές αναφορές κατέστη δυνατό να εντοπιστούν – και εποµένως δεν υπάρχουν διαθέσιµα 

αποτελέσµατα. Εποµένως, η εφαρµογή της για διάφορες κατηγορίες προβληµάτων (εδάφους και 

περιπτώσεων φόρτισης) θα µπορούσε να αποτελέσει ένα ενδιαφέρον αντικείµενο έρευνας. 

2.4.4. Η τρίτη παράµετρος των προσοµοιωµάτων 

Η φυσική σηµασία της τρίτης παραµέτρου εξαρτάται – όπως και στην περίπτωση της δεύτερης – από το 

προσοµοίωµα που λαµβάνεται υπόψη. Έτσι, εάν γίνει χρήση των προσοµοιωµάτων των Kerr ή Hetényi 

(βλέπε Παραγράφους 2.2.3.1 και 2.2.3.3 αντίστοιχα) τότε είναι προφανές ότι η τρίτη παράµετρος έχει 

φυσική σηµασία ανάλογη του δείκτη εδάφους. Αυτό το γεγονός δίνει θεωρητικά την δυνατότητα του 

αριθµητικού συσχετισµού της τιµής της τρίτης παραµέτρου µε την τιµή δείκτη εδάφους, όπως άλλωστε 

παρατηρείται και από τον Kerr (βλέπε Παράγραφο 2.2.7). Εποµένως, το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων του Kerr θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και ως ένα γενικευµένο προσοµοίωµα δυο 

παραµέτρων. Στην περίπτωση αυτή περιγράφεται από δυο µόνον παραµέτρους, και η διαφορά του από τα 

πραγµατικά προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων συνίσταται στην διαφορετική κατανοµή των τάσεων στην 

επιφάνεια του εδάφους.  

Όσον αφορά το προσοµοίωµα του Reissner (1958), (1967) θα πρέπει να τονιστεί, ότι καθώς η βασική του 

εξίσωση προκύπτει από τις εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού µέσου και όχι από κάποιο µηχανικό 

προσοµοίωµα, δεν µπορεί να γίνει κάποιος συσχετισµός της τρίτης παραµέτρου του όπως στην περίπτωση 

του προσοµοιώµατος του Kerr. Ωστόσο, όπως προκύπτει από την εξίσωση (2.56), εάν γίνει χρήση του 

προσοµοιώµατος του Reissner οι τιµές των τριών παραµέτρων µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των 

ελαστικών σταθερών Ε, ν του υποβάθρου. 

Όπως και στην περίπτωση της υπόθεσης του Reissner έτσι και στην περίπτωση, κατά την οποία το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων προκύπτει από την εφαρµογή φορµαλιστικών µεθόδων, η φυσική 

σηµασία των παραµέτρων δεν µπορεί να προσδιοριστεί, καθώς οι διαδικασίες των φορµαλιστικών µεθόδων 

είναι καθαρά µαθηµατικές. Ωστόσο, και στην περίπτωση αυτή οι τιµές των τριών παραµέτρων σχετίζονται 

µε τις ελαστικές σταθερές Ε, ν του υποβάθρου (εξίσωση 2.104). 

Κλείνοντας, θα πρέπει να τονιστεί ότι ενδιαφέρον αντικείµενο έρευνας αποτελεί η εφαρµογή µιας 

αναλυτικής διαδικασίας υπολογισµού των τριών παραµέτρων, ανάλογης της διαδικασίας του Vesic (1961) 

για το προσοµοίωµα Winkler. Μια τέτοια διαδικασία δεν έχει εντοπιστεί έως τώρα στη βιβλιογραφία. 
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2.5. Η προσοµοίωση των δοκών 

Στις προηγούµενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου έγινε µια εκτενής αναφορά στο ένα από τα 

τρία σκέλη του προβλήµατος αλληλεπίδρασης δοκών ή πλακών επί ελαστικού υποβάθρου, δηλαδή το 

σκέλος το οποίο αφορά στην προσοµοίωση του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου. Η ευρύτητα της 

αναφοράς αυτής οφείλεται, όπως επανειληµµένα τονίστηκε, στις δυσκολίες που ανακύπτουν κατά την 

προσπάθεια για µια όσο το δυνατόν πιο ρεαλιστική αλλά ταυτόχρονα εύκολα εφαρµόσιµη προσοµοίωση της 

συµπεριφοράς του εδάφους.  

Στην παρούσα παράγραφο θα γίνει αναφορά στο σκέλος του προβλήµατος που αφορά την προσοµοίωση 

της συµπεριφοράς των δοκών. Πιο συγκεκριµένα, θα παρουσιαστούν οι βασικές αρχές – παραδοχές 

προσοµοίωσης δοκών που 

α. έχουν συµπαγή διατοµή µε έναν τουλάχιστον άξονα συµµετρίας, 

β. υπόκεινται σε µικρές µετακινήσεις και παραµορφώσεις, 

γ. το υλικό τους ακολουθεί το γραµµικό ελαστικό νόµο, 

δ. φορτίζονται µόνον µε συντηρητικά εξωτερικά φορτία, 

ε. η διατοµή τους διατηρείται σταθερή σε όλο το µήκος τους, 

στ. η αξονική παραµόρφωση τους δεν λαµβάνεται υπόψη κατά την θεώρηση της συµπεριφοράς τους κάθετα 

προς τον άξονα τους.  

Έτσι, οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν την αξονική συµπεριφορά ενός απειροστού στοιχείου 

δοκού είναι ανεξάρτητες από τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν την συµπεριφορά του καθέτως προς 

τον άξονα του. 

2.5.1. Ελαστική θεωρία α’ και β’ τάξης 

Εντός του µεγάλου εύρους του πεδίου εφαρµογών που καλύπτει το γνωστικό αντικείµενο της Ανάλυσης 

των Κατασκευών εντάσσονται και εφαρµογές, η µελέτη των οποίων εµπίπτει σε µια κατηγορία 

προβληµάτων που ονοµάζονται µη γραµµικά προβλήµατα. Με τον γενικό όρο «µη γραµµικά προβλήµατα» 

χαρακτηρίζονται τα προβλήµατα που η µαθηµατική τους διατύπωση αποτελείται από µη γραµµικές 

εξισώσεις η επίλυση των οποίων απαιτεί χρήση επαναληπτικών µεθόδων. Τα µη γραµµικά προβλήµατα των 

κατασκευών κατατάσσονται σε δυο βασικές κατηγορίες: 

• Στα υλικώς µη γραµµικά προβλήµατα, στα πλαίσια των οποίων λαµβάνονται υπόψη µη γραµµικοί νόµοι 

τάσεων – παραµορφώσεων (ανελαστική – πλαστική συµπεριφορά), και 

• Στα γεωµετρικώς µη γραµµικά προβλήµατα, τα οποία διακρίνονται σε δυο υποκατηγορίες: 

(α) Προβλήµατα στα οποία οι σχέσεις συµβιβαστού (δηλαδή οι σχέσεις µετακινήσεων και 

παραµορφώσεων) είναι µη γραµµικές, και 

(β) Προβλήµατα στα οποία οι συνθήκες ισορροπίας καταστρώνονται µε βάση τη γεωµετρία του 

παραµορφωµένου φορέα. 
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Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας θα γίνει θεώρηση µόνον των γεωµετρικώς µη γραµµικών 

προβληµάτων που προκύπτουν από την κατάστρωση των εξισώσεων ισορροπίας µε βάση την γεωµετρία του 

παραµορφωµένου φορέα. Η ανάγκη για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων προκύπτει στην περίπτωση κατά 

την οποία, ενώ οι µετακινήσεις δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες, τα γεωµετρικά δεδοµένα του φορέα (π.χ. φορείς 

µε υποστυλώµατα υψηλής λιγυρότητας) καθιστούν αναγκαία την κατάστρωση των συνθηκών ισορροπίας 

επί του παραµορφωµένου άξονα, προκειµένου να ληφθούν υπόψη οι πρόσθετες ροπές και δυνάµεις 

εκτροπής που αναπτύσσονται από τις εκκεντρότητες των αξονικών φορτίων. Σε µια τέτοια περίπτωση, όπου 

οι παραµορφώσεις δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες, δεν είναι αναγκαία η θεώρηση µη γραµµικών σχέσεων 

συµβιβαστού. Τέτοιου τύπου προβλήµατα αντιµετωπίζονται µε την εφαρµογή της ελαστικής θεωρίας β’ 

τάξης. 

Ό όρος θεωρία «β’ τάξης» προκύπτει από την παραδοχή που γίνεται για την µαθηµατική διατύπωση της 

σχέσης που διέπει την µεταβολή των µετακινήσεων κατά µήκος του άξονα ενός παραµορφωµένου 

γραµµικού στοιχείου. Πιο συγκεκριµένα, αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor (π.χ. Riley , Hobson , and Bence 

(1998)) την συνάρτηση των εγκαρσίων µετακινήσεων w(x) ενός καµπτόµενου γραµµικού στοιχείου 

προκύπτει η ακόλουθη σχέση (Σχήµα 2.30): 

( ) ( ) .....xd
dx

wd
!3

1xd
dx

wd
!2

1dx
dx
dwxwdxxw 3

3

3
2

2

2

+







+








+






+=+  (2.132) 

Στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης διατηρούνται µόνον οι δυο πρώτοι όροι στο δεξιό µέλος της (2.132), 

ενώ οι υπόλοιποι θεωρούνται αµελητέοι και αγνοούνται. Με εφαρµογή της παραπάνω σχέσης 

καταστρώνονται οι εξισώσεις ισορροπίας του απειροστού στοιχείου, από τις οποίες γίνεται ο υπολογισµός 

των εντατικών µεγεθών (Σχήµα 2.30): 
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Συνθήκη ισορροπίας ροπών στα πλαίσια της θεωρίας δεύτερης τάξης:

Συνθήκη ισορροπίας ροπών στα πλαίσια της θεωρίας πρώτης τάξης:   dM - Vdx=0
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Σχήµα 2.30. Η κατάστρωση των συνθηκών ισορροπίας στον παραµορφωµένο άξονα του στοιχείου στα πλαίσια της 

θεωρίας β’ τάξης. 
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(Ακολουθώντας την ίδια λογική ορίζεται και η θεωρία τρίτης τάξεως, στα πλαίσια της οποίας λαµβάνονται 

υπόψη τρεις όροι στο δεξιό µέλος της σχέσης 2.132). 

Από την κατάστρωση των συνθηκών ισορροπίας του απειροστού στοιχείου (Σχήµα 2.30) προκύπτει η µη 

γραµµικότητα του προβλήµατος, καθώς για τον προσδιορισµό των εντατικών µεγεθών απαιτείται η γνώση 

των αξονικών δυνάµεων, οι οποίες όµως δεν είναι εξαρχής γνωστές. Εποµένως, η διαδικασία επίλυσης στην 

περίπτωση αυτή θα πρέπει να είναι επαναληπτική.  

Η χρήση της θεωρίας β’ τάξης είναι απαραίτητη για τον υπολογισµό των φορτίων λυγισµού, δηλαδή των 

αξονικών φορτίων, η υπέρβαση των οποίων οδηγεί σε απώλεια της ευσταθούς ισορροπίας. Η γνώση των 

φορτίων λυγισµού είναι κρίσιµη στην περίπτωση λεπτών γραµµικών φορέων, οι οποίοι υπόκεινται σε υψηλά 

θλιπτικά φορτία (π.χ. µεταλλικές κατασκευές, και πασσαλοθεµελιώσεις).  

(Για την µελέτη φορέων των οποίων το αξονικό φορτίο έχει υπερβεί το κρίσιµο φορτίο λυγισµού απαιτείται 

η χρήση της θεωρίας τρίτης τάξης). 

Θα πρέπει τέλος να τονιστεί, ότι η επιρροή των φαινοµένων που προκύπτουν από την δράση αξονικών 

φορτίων στην δυναµική συµπεριφορά των γραµµικών στοιχείων (υποστυλωµάτων) είναι επίσης σηµαντική. 

Η εκτίµηση της επιρροής αυτής µπορεί να γίνει µόνο µέσω της θεωρίας β’ τάξης. 

2.5.2. Θεωρίες Euler-Bernoulli  και Timoshenko – Θεώρηση των διατµητικών παραµορφώσεων 

Η ακριβής επίλυση του γενικού προβλήµατος της κάµψης απλών – πρισµατικών δοκών µε τυχαία 

διατοµή απαιτεί την επίλυση του τρισδιάστατου προβλήµατος ελαστικότητας το οποίο είναι εξαιρετικά 

πολύπλοκο (βλέπε Παράγραφο 2.2.4) και µόνο σε πολύ ειδικές περιπτώσεις γεωµετρίας και φόρτισης µπορεί 

να αντιµετωπιστεί. Ωστόσο, η γεωµετρία των πρισµατικών δοκών έχει την εξής βασική ιδιότητα: η διάστασή 

τους στη διεύθυνση της γενέτειρας του πρίσµατος είναι πολύ µεγαλύτερη από τις διαστάσεις της διατοµής 

τους. Το γεγονός αυτό δίνει τη δυνατότητα θεώρησης κάποιων παραδοχών µέσω των οποίων επιτυγχάνεται 

η σηµαντική απλοποίηση του προβλήµατος. Μέσα στα πλαίσια των απλοποιήσεων αυτών εντάσσονται και 

οι θεωρίες των Euler-Bernoulli και Timoshenko (1921), οι οποίες αποτελούν τις πιο απλές θεωρίες για τον 

υπολογισµό της εντατικής κατάστασης απλών – πρισµατικών δοκών. Η διαφορά µεταξύ των δυο αυτών 

προσεγγίσεων συνίσταται στη θεώρηση (θεωρία Timoshenko) ή όχι (θεωρία Euler-Bernoulli) των 

διατµητικών παραµορφώσεων. Ειδικά για την θεώρηση των διατµητικών παραµορφώσεων έχουν διατυπωθεί 

και πληρέστερες θεωρίες πέραν της υπόθεσης Timoshenko, η οποία αποτελεί και την πιο απλή προσέγγιση.  

Παρακάτω θα γίνει µια σύντοµη περιγραφή των θεωριών Euler-Bernoulli και Timoshenko, οι οποίες θα 

χρησιµοποιηθούν για την περιγραφή της κάµψης των δοκών στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. Επιπλέον, 

θα γίνει και µια σύντοµη αναφορά σε πληρέστερες θεωρίες υπολογισµού των διατµητικών παραµορφώσεων. 

2.5.2α Οι υποθέσεις του Bernoulli 

Οι υποθέσεις του Bernoulli µπορούν να εφαρµοστούν µόνο στην περίπτωση µικρών παραµορφώσεων και 

είναι οι εξής (Σχήµα 2.31): 

• Ορίζεται άξονας της δοκού το µήκος του οποίου θεωρείται ότι παραµένει σταθερό και µετά την 

παραµόρφωση και ονοµάζεται ουδέτερος άξονας, 
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• Οι επίπεδες διατοµές οι οποίες είναι κάθετες στον ουδέτερο άξονα παραµένουν επίπεδες και κάθετες 

πάνω στον ουδέτερο άξονα και µετά την παραµόρφωση, 

• Η εξωτερική φόρτιση της δοκού παραλαµβάνεται µόνον µε ορθές τάσεις κάθετες στη διατοµή και µε 

διατµητικές τάσεις πάνω στη διατοµή. Οι υπόλοιπες συνιστώσες του τανυστή τάσης θεωρούνται 

µηδενικές (Σχήµα 2.31). 
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Σχήµα 2.31. Οι παραδοχές της θεωρίας Bernoulli. 

Λόγω των µικρών παραµορφώσεων η ακτίνα καµπυλότητας R του παραµορφωµένου ουδέτερου άξονα 

δίνεται από τη γραµµική – προσεγγιστική σχέση: 2

2

dx
wd

R
1κ −≅=  και όχι από την ακριβή µη γραµµική 

(Σχήµα 2.31). 

Ξεκινώντας από την σχέση αυτή και µε βάση την παραδοχή των µικρών µετακινήσεων (που σε 

µαθηµατικό επίπεδο µεταφράζεται στις εξής σχέσεις: sinφ=tanφ=φ και cosφ=1) µπορεί να αποδειχθεί ότι η 

σχέση υπολογισµού των ροπών κάµψης είναι: 

( ) 







−= 2

2

dx
wdEIxM   

Πρέπει να τονιστεί ότι η παραπάνω σχέση αντιστοιχεί σε προβλήµατα µονοαξονικής κάµψης και 

αναφέρεται στην περίπτωση κατά την οποία το επίπεδο φόρτισης συµπίπτει µε άξονα συµµετρίας της 

διατοµής. Η γενίκευση σε προβλήµατα διαξονικής κάµψης µπορεί να γίνει σχετικά απλά αφού η παραδοχή 

της επιπεδότητας των διατοµών του Bernoulli επεκτείνεται και στα προβλήµατα αυτά αλλά και σε 

προβλήµατα κάµψης τυχαίων µη συµµετρικών διατοµών (βλέπε π.χ. Τσαµασφύρος (1990), σελ.5).  

Παρά το γεγονός ότι οι διατµητικές παραµορφώσεις θεωρούνται αµελητέες και αγνοούνται, οι 

αντίστοιχες διατµητικές τάσεις δεν είναι µηδενικές. Η συνισταµένη τους είναι ίση µε την τέµνουσα δύναµη 
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της διατοµής Q, η οποία υπολογίζεται από την κλασσική συνθήκη ισορροπίας dxdMQ =  που ισχύει τόσο 

στα πλαίσια της θεωρίας α’ όσο και στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. 

Η παραπάνω ανάλυση στηρίζεται πέραν των παραπάνω παραδοχών και στην παραδοχή των αµελητέων 

αξονικών παραµορφώσεων (Παραδοχή ατένειας, ΕF→∞). Αν αρθεί αυτή η παραδοχή, τότε διαφοροποιείται 

η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος. Πιο συγκεκριµένα, η θεώρηση των αξονικών παραµορφώσεων 

εισάγει και δεύτερο άγνωστο γεωµετρικό µέγεθος – τις αξονικές µετακινήσεις – και εποµένως η επίλυση του 

προβλήµατος απαιτεί την επίλυση όχι µιας αλλά δυο διαφορικών εξισώσεων (βλέπε Παράγραφο 3.6.4.2).  

2.5.2β Θεωρία Timoshenko – Θεώρηση των διατµητικών παραµορφώσεων  

Η επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων 

Όπως είναι γνωστό, η θεώρηση της επιρροής των διατµητικών παραµορφώσεων στην συµπεριφορά των 

δοκών υπό εγκάρσια στατική ή δυναµική φόρτιση µπορεί να θεωρηθεί σηµαντική όταν: 

• η τιµή του λόγου [Ύψος διατοµής δοκού / Μήκος ανοίγµατος δοκού] υπερβαίνει την τιµή 0.25           

(π.χ. υψίκορµες δοκοί ή χθαµαλά τοιχώµατα), 

• η δοκός υπόκειται σε εγκάρσια φόρτιση που αποτελείται από ισχυρά µοναχικά φορτία, 

• η δοκός έχει µη συµπαγή διατοµή (µε κορµό και πέλµατα) 

Ειδικά στην περίπτωση κατά την οποία γίνεται αναφορά σε προβλήµατα υψίκορµων δοκών επί 

ελαστικού υποβάθρου, η επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων εξαρτάται και από το λόγο της 

δυσκαµψίας της δοκού προς το µέτρο ενδοσιµότητας του ελαστικού υποβάθρου. Σηµαντικά συµπεράσµατα 

πάνω στο θέµα αυτό προκύπτουν από την ανάλυση του Essenburg (1962) για δοκούς απείρου µήκους επί 

ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler. Πιο συγκεκριµένα, το πιο βασικό συµπέρασµα που προκύπτει είναι 

ότι η επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων δεν εξαρτάται µόνον από την ενδοσιµότητα του υποβάθρου 

και την δυσκαµψία της δοκού, αλλά και από την γεωµετρία της διατοµής της.  

Για την περίπτωση δοκών επί ελαστικού υποβάθρου θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι αυτές πολύ συχνά 

έχουν διατοµές ανάποδου Τ, γεγονός που αν συνδυαστεί και µε την παρατήρηση ότι οι θεµελιοδοκοί 

δέχονται συνήθως ισχυρές τέµνουσες δυνάµεις από τα αξονικά φορτία των υποστυλωµάτων οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι για τις δοκούς αυτές η θεώρηση των διατµητικών παραµορφώσεων είναι ιδιαίτερης 

σηµασίας είτε γίνεται ανάλυση µε προσοµοιώµατα µιας είτε δυο παραµέτρων (Shirima και Giger (1992), 

Aydogan (1995) και Onu (2000)). Εκτός αυτού, στην περίπτωση δοκών επί ελαστικού υποβάθρου, ο λόγος 

[Ύψος διατοµής δοκού / Μήκος ανοίγµατος δοκού] είναι γενικά 1.5 – 2 φορές µεγαλύτερος από ότι στην 

περίπτωση των δοκών της ανωδοµής. Αυτό σηµαίνει ότι στην περίπτωση αυτή είναι πιο συχνή η υπέρβαση 

της κρίσιµης τιµής του λόγου που οριοθετεί την ανάγκη θεώρησης των διατµητικών παραµορφώσεων. 

Πέραν της επιρροής των διατµητικών παραµορφώσεων σε περιπτώσεις στατικής φόρτισης, 

αποδεδειγµένη είναι και η αντίστοιχη επιρροή στην δυναµική απόκριση. Πιο συγκεκριµένα, έχει αποδειχθεί 

ότι η επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων και της στροφικής αδράνειας των διατοµών (Rayleigh, 

(1942)) είναι καθοριστική τόσο στο υπολογισµό των ιδιοπεριόδων υψίκορµων δοκών γενικά, όσο και στον 
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αντίστοιχο υπολογισµό των συνήθων δοκών ειδικά στις υψηλές ιδιοµορφές (βλέπε π.χ. Thomas και Abbas 

(1975)).  

Όσον αφορά την επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων στην ελαστική ευστάθεια θα πρέπει να 

τονιστεί ότι η αγνόησή τους οδηγεί γενικά σε µεγαλύτερες τιµές φορτίων λυγισµού και ειδικότερα των 

υψηλότερων. Η διαφοροποίηση αυτή εξαρτάται από το λόγο του ύψους διατοµής προς µήκος του 

ανοίγµατος της δοκού, αλλά και από τις συνθήκες στήριξης (Ari – Gur, Elishakoff (1990) και Cheng, 

Pantelides (1988)).  

Η υπόθεση του Timoshenko 

Η επίδραση των τεµνουσών δυνάµεων στην παραµόρφωση των πρισµατικών δοκών εκφράζεται 

προσεγγιστικά από την αµοιβαία ολίσθηση δυο «γειτονικών» διατοµών (η οποία αγνοείται στα πλαίσια της 

θεωρίας του Bernoulli). Έτσι, στην περίπτωση αυτή, η συνολική στροφή των διατοµών της δοκού δεν 

εξαρτάται µόνον από την στροφή του καµπυλωµένου άξονα της δοκού, αλλά και από την ολίσθησή τους 

(Σχήµα 2.32α). Επιπλέον, η παραβολική κατανοµή των διατµητικών τάσεων κατά τη διεύθυνση του ύψους 

της διατοµής προκαλεί την κύρτωσή της (βλέπε π.χ. Onu (1987)). Εποµένως, οι διατοµές οι οποίες προ της 

παραµόρφωσης ήταν επίπεδες και κάθετες στον απαραµόρφωτο άξονα της δοκού παύουν να είναι επίπεδες 

και κάθετες στον παραµορφωµένο άξονα. Η θεώρηση των δυο αυτών επιρροών των διατµητικών τάσεων 

καθιστά το πρόβληµα ιδιαίτερα πολύπλοκο, καθώς η επίλυση του απαιτεί την προσφυγή στη θεωρία της 

δισδιάστατης ελαστικότητας γεγονός µη επιθυµητό στα πλαίσια της κλασσικής ανάλυσης των γραµµικών 

φορέων. Για την αποφυγή αυτής της πολυπλοκότητας αγνοείται συνήθως η κύρτωση των διατοµών. Έτσι 

στην περίπτωση αυτή η µόνη επιρροή των διατµητικών τάσεων που λαµβάνεται υπόψη είναι η ολίσθηση 

των διατοµών. Η παραδοχή αυτή – συνοδευόµενη και από την θεώρηση της στροφικής αδράνειας των 

διατοµών για την περίπτωση του δυναµικού προβλήµατος – αποτελεί τη βάση για την ανάπτυξη στοιχείων 

δοκού που είναι γνωστά ως στοιχεία δοκού Timoshenko (Timoshenko (1921)). Άµεση συνέπεια της 

παραδοχής, είναι η αντικατάσταση της «ακριβούς» παραβολικής κατανοµής των διατµητικών τάσεων µε µια 

«ισοδύναµη» σταθερή. Η αντικατάσταση αυτή οδηγεί στην εισαγωγή του συντελεστή διάτµησης (η) µέσω 

του οποίου επιτυγχάνεται ο υπολογισµός των ισοδυνάµων σταθερών διατµητικών τάσεων. Ο συντελεστής 

αυτός ορίζεται ως ο λόγος της µέσης τιµής της διατµητικής παραµόρφωσης της διατοµής, προς την τιµή της 

στο ύψος του ουδέτερου άξονα. Η τιµή του εξαρτάται από τη µορφή της διατοµής της δοκού και ο 

προσδιορισµός του παίζει σηµαντικό ρόλο στην ακρίβεια των αποτελεσµάτων (βλέπε π.χ. Cowper (1966) 

και Davis et al (1972)). Θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι η τιµή του συντελεστή διάτµησης θα πρέπει να 

διαφοροποιείται κατά την περίπτωση µελέτης του δυναµικού προβλήµατος, καθώς η κατανοµή των 

διατµητικών παραµορφώσεων υπό δυναµική φόρτιση, είναι δυνατό να παρεκκλίνει σηµαντικά της 

παραβολικής κατανοµής που υφίσταται υπό στατική φόρτιση.  

Η υπόθεση Timoshenko αποδίδει σε γενικές γραµµές µε ικανοποιητική ακρίβεια την επιρροή των 

διατµητικών παραµορφώσεων καθώς τα αποτελέσµατα της είναι σε αρκετά καλή σύγκλιση µε τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν µε χρήση της θεωρίας ελαστικότητας (π.χ. Huang (1961), Thomas (1975)). 
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Με βάση την υπόθεση του Timoshenko έχουν αναπτυχθεί πολλά στοιχεία δοκού οι εξισώσεις των οποίων 

αν και στηρίζονται στην ίδια παραδοχή προσεγγίζουν µε διαφορετικό τρόπο το πρόβληµα της θεώρησης των 

διατµητικών παραµορφώσεων. Πιο συγκεκριµένα τα στοιχεία δοκού Timoshenko διακρίνονται σε απλά και 

σύνθετα στοιχεία (Thomas et al, (1973)). 
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Σχήµα 2.32. (α) Σύγκριση της θεώρησης των διατµητικών παραµορφώσεων µεταξύ των υποθέσεων Bernoulli, 

Timoshenko και της πραγµατικής κατάστασης, (β) πεπερασµένα στοιχεία δοκού Timoshenko. 

Τα απλά στοιχεία χαρακτηρίζονται από τη θεώρηση δυο βαθµών ελευθερίας σε κάθε έναν από τους 

κόµβους τους (στην περίπτωση της µονοαξονικής κάµψης χωρίς την επιρροή των αξονικών 

παραµορφώσεων). Οι βαθµοί αυτοί εκτός της κατακόρυφης µετακίνησης w είναι είτε η κλίση της ελαστικής 

γραµµής της δοκού (dw/dx), είτε η γωνία στροφής των διατοµών ψ (Σχήµα 2.32β). Πρέπει όµως να τονιστεί 

ότι πιο σωστή επιλογή αποτελεί η θεώρηση ως βαθµών ελευθερίας των καµπτικών στροφών ψ διότι στην 

περίπτωση αυτή προσεγγίζονται καλύτερα οι συνοριακές συνθήκες που αντιστοιχούν σε πλήρη πάκτωση 

(Thomas et al, (1973)). Τα σύνθετα στοιχεία προσεγγίζουν µε πιο ακριβή τρόπο την επιρροή των 
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διατµητικών παραµορφώσεων (µέσα στα όρια που θέτει η παραδοχή Timoshenko). Αυτό επιτυγχάνεται είτε 

µε τη θεώρηση τριών ή τεσσάρων βαθµών ελευθερίας ανά κόµβο, είτε µε την θεώρηση στοιχείων µε 

εσωτερικούς κόµβους (για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε Thomas et al., (1973), Onu (1983), (1987) και 

Friedman, Kosmatka (1993)). Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας θα γίνει χρήση της απλής προσέγγισης µε 

δυο βαθµούς ελευθερίας: w και ψ (Σχήµα 2.32β). Η προσέγγιση αυτή είναι η πιο προσιτή στα πλαίσια των 

συνηθών εφαρµογών και ταυτόχρονα παρέχει ικανοποιητική ακρίβεια στην θεώρηση της επιρροής των 

διατµητικών παραµορφώσεων ειδικά στην περίπτωση του δυναµικού προβλήµατος. 

Κλείνοντας την αναφορά στο πρόβληµα της θεώρησης των διατµητικών παραµορφώσεων των δοκών θα 

πρέπει να γίνει µια σύντοµη αναφορά στην προσέγγιση του προβλήµατος µε τη βοήθεια στοιχείων δοκού 

ανωτέρας τάξεως. Με τον όρο αυτόν είναι γνωστά στη βιβλιογραφία στοιχεία δοκού, οι εξισώσεις των 

οποίων είναι σχηµατισµένες χωρίς την παραδοχή της επιπεδότητας των διατοµών όπως οι αντίστοιχες 

εξισώσεις των δοκών Timoshenko. Εποµένως λαµβάνεται υπόψη η κύρτωση των διατοµών και η 

παραβολική κατανοµή των διατµητικών τάσεων. Έτσι επιτυγχάνεται µια πιο ακριβής προσέγγιση της 

διατµητικής παραµόρφωσης, µε αντίτιµο βέβαια την ανάγκη προσφυγής σε συνθετότερες τεχνικές επίλυσης 

των εξισώσεων που προκύπτουν. Θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι η χρήση των θεωριών ανωτέρας τάξης 

απαλλάσσει τους υπολογισµούς από την επιρροή του συντελεστή διάτµησης. Περισσότερες λεπτοµέρειες 

πάνω στην προσέγγιση αυτή µπορούν να αντληθούν από τις βιβλιογραφικές αναφορές (π.χ. Stephen και 

Levinson (1979), Petrolito (1995), Der Ingenieurbau (1995), Eisenberger (2003)). 

2.5.3. Ταξινόµηση των δοκών συναρτήσει σχετικής δυσκαµψίας δοκού / υποβάθρου 

Στα πλαίσια της ανάλυσης των δοκών επί ελαστικού υποβάθρου, σηµαντικός παράγοντας είναι και η 

σχετική δυσκαµψία του συστήµατος δοκός – υπόβαθρο. Η σχετική αυτή δυσκαµψία είναι ένα αδιάστατο 

µέγεθος το οποίο εκφράζεται συναρτήσει των παραγόντων που αντιπροσωπεύουν την συµπεριφορά του 

εδάφους – και είναι ανάλογοι του προσοµοιώµατος που χρησιµοποιείται – και των παραγόντων που 

αντιπροσωπεύουν την παραµορφωσιµότητα των δοκών. Λαµβάνοντας υπόψη την τιµή της σχετικής 

δυσκαµψίας του συστήµατος δοκός / υπόβαθρο είναι δυνατή η απλοποίηση του προβλήµατος, καθώς 

ανάλογα µε την τιµή της είναι δυνατό να αγνοηθούν συγκεκριµένοι παράγοντες όπως η 

παραµορφωσιµότητα της δοκού, το µήκος της κ.λ.π.  

Επειδή η σχετική δυσκαµψία εξαρτάται από το προσοµοίωµα του εδάφους (Winkler, προσοµοιώµατα 

πολλών παραµέτρων ή συνεχές ελαστικό µέσο) αλλά και το προσοµοίωµα της δοκού (Euler ή Timoshenko), 

παρακάτω θα δοθεί συγκεκριµένα η κατηγοριοποίηση των δοκών Euler όπως είναι διαθέσιµη σε 

συγκεκριµένες βιβλιογραφικές πηγές. 

• ∆οκοί Euler επί ελαστικού υποβάθρου Winkler (Hetenyi (1946): Η ταξινόµηση των δοκών Euler επί 

ελαστικού υποβάθρου Winkler πραγµατοποιείται µε βάση το αδιάστατο µέγεθος λL: 

4

4EI
Κbλ =  (2.133) 

Όπου το λ είναι το χαρακτηριστικό µήκος της δοκού, L είναι το πραγµατικό της µήκος, Κ είναι ο δείκτης 
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εδάφους, ΕΙ η δυσκαµψία της δοκού και b το πλάτος της διατοµής της. Το µέγεθος λL είναι ένα «µέτρο» 

της καµπυλότητας της δοκού αλλά και του ρυθµού µε τον οποίο η επιρροή της φόρτισης αποσβένεται 

κατά µήκος της δοκού. 

Με βάση το µέγεθος αυτό επιτυγχάνεται η κατηγοριοποίηση των δοκών Euler επί ελαστικού υποβάθρου 

Winkler µε βάση το µήκος τους, σε τρεις κατηγορίες: 

Ι. Άκαµπτες δοκοί: λL<π/4 

ΙΙ. ∆οκοί πεπερασµένου µήκους: π/4<λL<π 

ΙΙΙ. ∆οκοί απείρου µήκους: λL>π 

Οι δοκοί της κατηγορίας Ι µπορούν να θεωρηθούν άκαµπτες καθώς οι παραµορφώσεις τους είναι πολύ 

µικρές σε σχέση µε τις παραµορφώσεις του υποβάθρου. Οι δοκοί της κατηγορίας ΙΙ απαιτούν την πλήρη 

ανάλυση που απαιτείται για συνήθεις δοκούς πεπερασµένου µήκους, καθώς δεν µπορούν να γίνουν γι’ 

αυτές απλοποιητικές παραδοχές. Για τις δοκούς της κατηγορίας ΙΙΙ η επίδραση των φορτίων που δρουν 

στα άκρα τους είναι αµελητέα και εποµένως µπορούν να αντιµετωπιστούν µε βάση τις εξισώσεις των 

δοκών απείρου µήκους. Πρέπει τέλος να τονιστεί ότι τα όρια µεταξύ των τριών κατηγοριών δεν είναι 

αυστηρά ορισµένα, και εποµένως, όταν η σχετική δυσκαµψία µιας δοκού είναι κοντά στα όρια αυτά, 

είναι προτιµότερο η δοκός να επιλύεται µε βάση την πλήρη ανάλυση δοκών πεπερασµένου µήκους. 

• ∆οκοί Euler επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων (Vlasov και Leont’ev (1960)): Η 

κατηγοριοποίηση των δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων δεν είναι τόσο ξεκάθαρη όσο 

στην περίπτωση του ελαστικού υποβάθρου τύπου Winkler. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στην 

περίπτωση αυτή η συµπεριφορά του εδάφους δεν περιγράφεται από µια αλλά από δυο παραµέτρους. 

Ωστόσο οι Vlasov και Leont’ev προχώρησαν στην διατύπωση του παρακάτω µεγέθους: 

( )
( )

3

3

2ν18EI
GbLν1λ
−

−
=  (2.134) 

το οποίο αποτελεί τον δείκτη σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / υποβάθρου στην περίπτωση κατά την 

οποία γίνεται η παραδοχή της προσοµοίωσης του εδάφους µε προσοµοίωµα δυο παραµέτρων. Στην 

παραπάνω σχέση G είναι το µέτρο διάτµησης του εδάφους και ν ο λόγος του Poison. Τα µεγέθη αυτά 

συσχετίζονται µε τις δυο παραµέτρους του προσοµοιώµατος k, t µέσω των σχέσεων (2.26α), (2.26β). Τα 

υπόλοιπα µεγέθη που υπεισέρχονται στην σχέση (2.134) ορίζονται ακριβώς όπως στη σχέση (2.133). Με 

τη βοήθεια της σχέσης αυτής µπορεί να γίνει µια κατηγοριοποίηση των δοκών σε τρεις κατηγορίες όπως 

ακριβώς και στην περίπτωση του υποβάθρου τύπου Winkler. Ο ορισµός όµως των ορίων των τριών 

αυτών κατηγοριών δεν είναι µονοσήµαντος λόγω του γεγονότος ότι στο προσοµοίωµα του Vlasov δεν 

υπεισέρχονται µόνον οι δυο παράµετροι k, t αλλά και η παράµετρος γ καθώς και η συνάρτηση που 

καθορίζει την κατανοµή των κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου (Παράγραφος 

2.2.2.5). Έτσι ο Vlasov για ένα συγκεκριµένο συνδυασµό των παραµέτρων αυτών και για συγκεκριµένη 

φόρτιση δίνει τα παρακάτω όρια (για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε Vlasov και Leont’ev (1966)    

σελ. 79 – 81): 
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Ι. Άκαµπτες δοκοί: λ<0,86 

ΙΙ. ∆οκοί πεπερασµένου µήκους: 0,86<λ<1,85 

ΙΙΙ. ∆οκοί απείρου µήκους: λ>1,85 

• ∆οκοί Euler επί συνεχούς ελαστικού µέσου (Gorbunov – Posadov και Serebrjanyi (1961)) και (Vesic 

(1961)): Για την περίπτωση αυτή υπάρχουν δυο διαφορετικές προσεγγίσεις. Η πρώτη οφείλεται στους 

Gorbunov – Posadov και Serebrjanyi σύµφωνα µε την οποία ορίζεται η παρακάτω κατηγοριοποίηση: 

Ι. Άκαµπτες δοκοί: λe<0,84 

ΙΙ. ∆οκοί πεπερασµένου µήκους: 0,84<λe<1,78 

ΙΙΙ. ∆οκοί απείρου µήκους: λe>1,78 

όπου ο δείκτης σχετικής δυσκαµψίας λe (ή δείκτης ευκαµψίας της δοκού σύµφωνα µε τον αρχικό ορισµό 

του) στη παρούσα περίπτωση δίνεται από την σχέση: 

4
2
o

3
o

e )EIν32(1
bLπΕλ

−
=  (2.135) 

όπου Εο, νο είναι οι ελαστικές σταθερές του υποβάθρου. 

Αντιστοίχως κατά τον Vesic υφίσταται η παρακάτω κατηγοριοποίηση: 

Ι. Άκαµπτες δοκοί: λL<0,80 

ΙΙ. ∆οκοί πεπερασµένου µήκους: 0,80<λL<5,00 

ΙII. ∆οκοί απείρου µήκους: λL>5,00 

όπου ο δείκτης σχετικής δυσκαµψίας κατά Vesic είναι: 

4 12
4

ο
2
ο

ο

ΕΙ
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Ε

4ΕΙ
0,65λ 








−







=  (2.136) 

2.5.4. Θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων στην προσοµοίωση των πλαισίων 

Η θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων αποτελεί µια από τις τεχνικές προσοµοίωσης των 

κτιριακών κατασκευών αλλά και µηχανολογικού εξοπλισµού (βλέπε π.χ. White και Heppler (1995)). Οι 

εφαρµογές τους καλύπτουν πολλά τµήµατα ενός κτιριακού φορέα καθώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

(Σχήµα 2.33): 

• για την προσοµοίωση του σώµατος των απλών κόµβων δοκών – υποστυλωµάτων, 

• για την προσοµοίωση των επιπέδων και των χωρικών τοιχίων µε βάση το µοντέλο ισοδυνάµου πλαισίου 

(βλέπε π.χ. MacLeod (1973) και Αβραµίδης (1993)), 

• για την προσοµοίωση του σώµατος των πεδίλων (τα οποία είναι δοµικά στοιχεία µε πολύ µεγάλη µάζα 

και πρακτικά απαραµόρφωτα) αλλά και κόµβων πεδιλοδοκών µε επίπεδα τοιχώµατα ή υποστυλώµατα, 

• για την προσοµοίωση γενικά έκκεντρων συνδέσεων µεταξύ δοµικών στοιχείων, 

Παλαιότερα οι παραπάνω προσοµοιώσεις πραγµατοποιούνταν µε ένα αριθµητικό τέχνασµα µε βάση το 

οποίο, τα τµήµατα των στοιχείων τα οποία θεωρείται ότι συµπεριφέρονται ως στερεά σώµατα 

προσοµοιώνονται µε κλασικά στοιχεία δοκού, στα οποία όµως προσδίδονται πολύ µεγάλες τιµές για τα 

αδρανειακά χαρακτηριστικά των διατοµών τους (ροπές αδράνειας, εµβαδά διατοµών κ.τ.λ.). Το τέχνασµα 
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αυτό πέραν του ότι εισήγαγε την ανάγκη εµπειρικού ορισµού των τιµών των αδρανειακών χαρακτηριστικών 

που προσεγγίζουν την συµπεριφορά απολύτως στερεού σώµατος, οδηγούσε πολύ συχνά σε αριθµητικές 

αστάθειες κατά το σχηµατισµό των µητρώων δυσκαµψίας (βλέπε π.χ. Αβραµίδης (1995) σελ. 204).  

Κόµβος

h h΄

d/2 d/4 b/4

d

α

α+d/2+d/4

b

b/4

h΄+b/4+b/4

L

bπ2π1b

Απολύτως στερεοί βραχίονες

Ενδόσιµο  έδαφος 

ΠΛΑΙΣΙΑΚΟΣ ΦΟΡΕΑΣ 

ΙΣΟ∆ΥΜΑΜΟ ΠΛΑΙΣΙΟ

dΣ∆

Συνεχής ελαστική έδραση

(α)

(β)  
Σχήµα 2.33. (α) Ο τυπικός πλαισιακός φορέας Ο/Σ, (β) η χρήση των απολύτως στερεών βραχιόνων στην προσοµοίωση 

συγκεκριµένων περιοχών του φορέα. 

Τα προβλήµατα αυτά αντιµετωπίστηκαν µε την εµφάνιση στη βιβλιογραφία πεπερασµένων στοιχείων 

δοκού στα µητρώα δυσκαµψίας των οποίων είναι ενσωµατωµένη αυτόµατα η επιρροή απολύτων στερεών 

ζωνών – βραχιόνων (rigid offsets) στα άκρα τους, (βλέπε π.χ. Ghali – Neville, και Der Ingenieurbau (1995), 

σελ. 37). Τέτοιου είδους πεπερασµένα στοιχεία είναι πλέον ενσωµατωµένα και σε όλα σχεδόν τα 

προγράµµατα ανάλυσης κατασκευών τόσο επαγγελµατικής όσο και ακαδηµαϊκής χρήσης (π.χ. ETABS 

Version 7.20 (1999), και SAP Version 7.42 (2000)). 
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Ειδικά για την περίπτωση της προσοµοίωσης φορέων θεµελίωσης (είτε µεµονωµένων πεδίλων µε 

συνδετήριες δοκούς, είτε εσχάρας πεδιλοδοκών), η χρήση ειδικών στοιχείων µε ενσωµατωµένους απολύτως 

στερεούς βραχίονες θα πρέπει να συνδυαστεί µε την αυτόµατη θεώρηση της ελαστικής έδρασης σε όλο το 

εύρος του στοιχείου. Τέτοιας µορφής στοιχεία έχουν εµφανιστεί σχετικά πρόσφατα στη βιβλιογραφία, για 

την περίπτωση ελαστικής έδρασης τύπου Winkler ή τύπου Pasternak (Αβραµίδης και Μορφίδης (2000), 

(2002)), όχι όµως και για ελαστική έδραση τριών παραµέτρων. 

Κλείνοντας την αναφορά στους απολύτως στερεούς βραχίονες, θα πρέπει να γίνει και µια γενικότερη 

παρατήρηση στην χρησιµότητα της έννοιας του απολύτως στερεού σώµατος (δοκού και κυρίως πλάκας) 

στην αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων του ελαστικού υποβάθρου. Πιο συγκεκριµένα η 

εισαγωγή φόρτισης σε διάφορα υπολογιστικά / προσεγγιστικά προσοµοιώµατα µέσω µιας άκαµπτης πλάκας 

αποτελεί ένα κριτήριο σύγκρισης µε το πιο ακριβές προσοµοίωµα ελαστικής συµπεριφοράς του εδάφους, 

τον ελαστικό ηµιχώρο (βλέπε π.χ. Vlasov (1960) ή Kerr (1965)). Αλλά και πέραν της ιδεατής ελαστικής 

συµπεριφοράς δεν θα πρέπει να παραβλέπεται το γεγονός ότι η κατανοµή των τάσεων κάτω από άκαµπτη 

πλάκα, αποτελεί βασικό χαρακτηριστικό των συνεκτικών και µη συνεκτικών εδαφών όπως προκύπτει από 

πάρα πολλές πειραµατικές εργασίες (βλέπε π.χ. Lenczner (1962) ή Bowles (1988)). Εποµένως η έννοια του 

απολύτως στερεού σώµατος είναι απαραίτητη και για την σύγκριση των πειραµατικών – και εποµένως πιο 

ρεαλιστικών – αποτελεσµάτων, µε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από καθαρά υπολογιστικά 

προσοµοιώµατα. 

2.5.5. Ηµιάκαµπτες συνδέσεις: Προσοµοίωση και εφαρµογές 

Ο όρος ηµιάκαµπτη σύνδεση αναφέρεται κυρίως στην ανάλυση και το σχεδιασµό των µεταλλικών ή των 

σύµµεικτων κατασκευών, καθώς σε αντίθεση µε την περίπτωση των κατασκευών οπλισµένου σκυροδέµατος 

όπου η µόρφωση και ο υπολογισµός των κόµβων των δοµικών στοιχείων γίνεται µε στόχο την επίτευξη της 

µονολιθικότητας, στην περίπτωση των µεταλλικών κατασκευών η µονολιθική µόρφωση των κόµβων δεν 

είναι εύκολα εφικτή. Στην παρούσα παράγραφο θα δοθούν µερικές βασικές αρχές και ορισµοί για το 

πρόβληµα της προσοµοίωσης των ηµιάκαπτων συνδέσεων των κόµβων µεταλλικών κατασκευών. Η µελέτη 

των ηµιάκαµπτων συνδέσεων αποτελεί µεγάλο γνωστικό πεδίο µε συνεχή διερεύνηση, και µε ειδικές 

πειραµατικές ή και αναλυτικές µεθόδους προσοµοίωσης της συµπεριφοράς τους. Η παρούσα διατριβή (όπως 

διευκρινίστηκε και στην εισαγωγή) δεν έχει ως στόχο την διερεύνηση των µεθόδων προσοµοίωσης της 

συµπεριφοράς των ηµιάκαµπτων συνδέσεων αλλά την εφαρµογή της απλής µεθόδου προσοµοίωσης τους µε 

τη βοήθεια διακριτών στροφικών ελατηρίων. Εποµένως το εύρος παρουσίασης που θα ακολουθήσει είναι 

περιορισµένο εντός των ορίων που θέτουν οι αναφορές της παρούσας διατριβής στο αντικείµενο. 

Ως ηµιάκαµπτες ορίζονται οι συνδέσεις δοκών – υποστυλωµάτων η συµπεριφορά των οποίων µπορεί να 

θεωρηθεί πως είναι ενδιάµεση µεταξύ της συµπεριφοράς των πλήρως άκαµπτων και των απλών συνδέσεων. 

Πλήρως άκαµπτες συνδέσεις είναι οι συνδέσεις οι οποίες επιτρέπουν την πλήρη µεταφορά τεµνουσών 

δυνάµεων και ροπών κάµψης και θεωρούνται επαρκώς απαραµόρφωτες έτσι ώστε να διατηρούν τις σχετικές 

αρχικές – κατασκευαστικές γωνίες µεταξύ των δοµικών στοιχείων που συνδέουν, και µετά την 
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παραµόρφωση του φορέα από την επιβολή των εξωτερικών δράσεων (Σχήµα 2.34α). Στον αντίποδα οι απλές 

συνδέσεις µεταφέρουν µόνον τέµνουσες δυνάµεις συµπεριφερόµενες ως απλές αρθρώσεις (Σχήµα 2.34β). 

Αντίθετα από τους δυο «οριακούς» τύπους συνδέσεων, οι ηµιάκαµπτες συνδέσεις (οι οποίες θεωρείται ότι 

αποτελούν την πιο ρεαλιστική απόδοση της πραγµατικής συµπεριφοράς κάθε µορφής µεταλλικής σύνδεσης) 

επιτρέπουν την πλήρη µεταφορά των τεµνουσών δυνάµεων αλλά παράλληλα δεν είναι επαρκώς 

απαραµόρφωτες έτσι ώστε να απαγορεύουν την σχετική στροφή µεταξύ των δοµικών στοιχείων που 

συνδέουν (Σχήµα 2.34γ). Σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (1998) η κατάταξη των συνδέσεων δοκών – 

υποστυλωµάτων µπορεί να γίνει είτε µε την ροπή αντοχής τους είτε µε την στροφική τους ακαµψία. Όσον 

αφορά την κατάταξη µε βάση την στροφική ακαµψία (που είναι και αντικείµενο της παρούσας) γίνεται 

καταρχήν διαχωρισµός για τις περιπτώσεις των φορέων µε συστήµατα οριζόντιας δυσκαµψίας (Βraced 

Frames) και των φορέων χωρίς συστήµατα οριζόντιας δυσκαµψίας (Unbraced Frames). Για τις δυο αυτές 

περιπτώσεις δίνονται χαρακτηριστικά διαγράµµατα Μ – θ στα οποία προδιαγράφονται οι οριακές – 

συνοριακές «γραµµές» που καθορίζουν τις περιοχές εντός των οποίων µια σύνδεση µπορεί να χαρακτηριστεί 

είτε ως άκαµπτη, είτε ως ηµιάκαµπτη, είτε ως αρθρωτή (Ευρωκώδικας 3 (1998)). 

∆θ∫0

θΣ

θ∆

∆θ=θ∆-θΣ

θ∆

θΣ

θ∆

∆θ=θ∆-θΣ=0

θΣ=0

∆θ=θ∆

(α) (β) (γ)  
Σχήµα 2.34. Κατάταξη των συνδέσεων µε βάση τον βαθµό παραµορφωσιµότητας τους: (α) απολύτως στερεά σύνδεση, 

(β) απλή – αρθρωτή σύνδεση, (γ) ηµιάκαµπτη σύνδεση. 

Η πραγµατική συµπεριφορά των ηµιάκαµπτων µεταλλικών συνδέσεων είναι πολύπλοκη καθώς 

συνοδεύεται από µη γραµµικά φαινόµενα. Για τον λόγο αυτό η προσοµοίωση τους θα πρέπει να γίνεται µε 

µη γραµµικές µεθόδους πεπερασµένων στοιχείων (µε µοντέλα δυο ή και τριών διαστάσεων) έτσι ώστε να 

λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα αποκόλλησης και τριβής αλλά και οι υλικές µη γραµµικότητες που 

συνοδεύουν την απόκριση των µεταλλικών συνδέσεων υπό στατική ή δυναµική φόρτιση (βλέπε π.χ. Ivanyi 

και Baniotopoulos (2000)). Ωστόσο, για να αποφευχθούν όλες οι δυσκολίες και η εξειδίκευση που απαιτείται 

για την εφαρµογή αυτών των µεθόδων έχουν καθιερωθεί στην πράξη απλοποιηµένοι τρόποι προσοµοίωσης 

των µεταλλικών συνδέσεων. Η πιο συνήθης τρόπος προσοµοίωσης προσεγγίζει την συµπεριφορά των 

ηµιακάµπτων συνδέσεων µέσω διακριτών στροφικών ελατηρίων τα οποία τοποθετούνται στους κόµβους 

των µοντέλων προσοµοίωσης των µεταλλικών πλαισίων. Η µέθοδος αυτή πέραν της απλότητας έχει και το 

πλεονέκτηµα της συµβατότητας µε τις µεθόδους της κλασσικής µητρωικής ανάλυσης των γραµµικών 

φορέων, και προτείνεται και από σύγχρονους κανονισµούς (π.χ. Ευρωκώδικας 3 (1992), ή τα εγχειρίδια του 

AISC (1994)) οι οποίοι δίνουν οδηγίες για την εφαρµογή της. (Επιπλέον ο Ευρωκώδικας 3 προτείνει και την 
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παράλληλη τοποθέτηση και διαγωνίων µεταφορικών ελατηρίων για την προσοµοίωση της διατµητικής 

παραµόρφωσης του κορµού της διατοµής των υποστυλωµάτων). 

Η συµπεριφορά των ηµιάκαµπτων συνδέσεων, όταν αυτές προσοµοιώνονται µε τη απλοποιηµένη µέθοδο 

των διακριτών στροφικών ελατηρίων, περιγράφεται από διαγράµµατα ροπών (Μ) – στροφών (θ) τα οποία 

σχεδιάζονται µε βάση πειραµατικά δεδοµένα και είναι γενικώς µη γραµµικά (τα πρώτα πειράµατα 

αποδίδονται στους Young (1917) και Wilson (1917), βλέπε π.χ. Chen και Kishi (1989) ή Abdalla (2000)). 

Βάσει των πειραµάτων αυτών έχει αναπτυχθεί µια σειρά από ηµιαναλυτικά µοντέλα διαγραµµάτων Μ – θ τα 

οποία συνίστανται από µαθηµατικές εκφράσεις µε τις οποίες επιχειρείται προσέγγιση της συµπεριφοράς των 

συνδέσεων µέσω προσαρµογής των παραµέτρων τους στα πειραµατικά δεδοµένα. Πέραν των µοντέλων 

αυτών υπάρχουν και αµιγώς αναλυτικά µοντέλα τα οποία στηρίζονται στην ανάλυση των συνδέσεων µε 

πολύπλοκες µη γραµµικές αριθµητικές µεθόδους όπως τονίστηκε και πιο πάνω (Baniotopoulos (2000)). Σε 

γενικές γραµµές τα µοντέλα των διαγραµµάτων Μ – θ που είναι γνωστά από τη βιβλιογραφία διακρίνονται 

σε γραµµικά (ή διγραµµικά), σε πολυωνυµικά, και σε εκθετικά µοντέλα (βλέπε π.χ. Chen και Kishi (1989), 

(1993) ή Abdalla (2000)).  

στον Κορµό

στον Κορµό

ΣΥΝ∆ΕΣΗ 2: ∆ύο Γωνιακά

ΣΥΝ∆ΕΣΗ 1: Απλό Γωνιακό

Στροφή θ

2

1

3

πλάκα χωρίς Stiffeners
ΣΥΝ∆ΕΣΗ 6: Μετωπική

πέλµατα και στον Κορµό
ΣΥΝ∆ΕΣΗ 5: Γωνιακά στα

πέλµατα
ΣΥΝ∆ΕΣΗ 4: Γωνιακά στα

ΣΥΝ∆ΕΣΗ 3: Πλάκα κεφαλής

7

Ρο
π
ή 
Μ

6

4

5

8

θ

Μ

ΣΥΝ∆ΕΣΗ 7: Μετωπική

ΣΥΝ∆ΕΣΗ 8: Τµήµατα

πλάκα µε Stiffeners

δοκών διατοµής Τ

 
Σχήµα 2.35. ∆ιαγράµµατα Μ – θ για διάφορες κατηγορίες συνδέσεων µεταλλικών φορέων. 

Η µορφή των διαγραµµάτων Μ – θ εξαρτάται από πολλές παραµέτρους που σχετίζονται από τις 

διαστάσεις, τις µηχανικές ιδιότητες και το σχήµα της σύνθεσης των µεταλλικών στοιχείων που συνθέτουν 

τον κόµβο. Έτσι στις διάφορες κατηγορίες µεταλλικών κόµβων, αντιστοιχούν συγκεκριµένες καµπύλες      

Μ – θ. Μια χαρακτηριστική κατάταξη των συνδέσεων δίνεται από τους Dhillon και O’Malley (1999) µαζί µε 
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τις αντιστοιχούσες καµπύλες Μ – θ όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.35. Εξιδανικευµένα διαγράµµατα Μ – θ 

προτείνονται και από τους κανονισµούς (Ευρωκώδικας 3 (1998)) για γραµµική και µη γραµµική ανάλυση.  

Με τη µέθοδο των διακριτών στροφικών ελατηρίων είναι εφικτή και η προσεγγιστική θεώρηση της µη 

γραµµικής συµπεριφοράς των συνδέσεων για την οποία απαιτούνται επαναληπτικοί αλγόριθµοι οι οποίοι 

δίνουν τη δυνατότητα υπολογισµού της στροφικής αντίστασης των ελατηρίων για κάθε επίπεδο φόρτισης 

(δηλαδή για κάθε τιµή της καµπτικής ροπής Μ) της σύνδεσης. Ωστόσο για χαµηλά επίπεδα φόρτισης είναι 

δυνατή η θεώρηση γραµµικής σχέσης ροπών – στροφών, και η ταυτόχρονη θεώρηση µιας σταθερής τιµής 

για την στροφική αντίσταση των ελατηρίων. Η τιµή αυτή αντιστοιχεί συνήθως στην εφαπτοµένη της γωνίας 

που σχηµατίζει η καµπύλη Μ – θ στην αρχή των αξόνων του διαγράµµατος (Εφαπτοµενική τιµή).  

Ένα ακόµα πλεονέκτηµα της χρήσης στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις αποτελεί και η ευελιξία τους 

να µετασχηµατίζονται, µε απλούς µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς, σε κλασσικά αµφίπακτα, σε 

αµφιαρθρωτά ή σε στοιχεία µε συνδυασµούς των δυο αυτών οριακών συνοριακών συνθηκών, εµπεριέχοντας 

εποµένως τα στοιχεία αυτά ως ειδικές υποπεριπτώσεις. Ειδικά η δυνατότητα µετασχηµατισµού σε στοιχεία 

µε άρθρωση στο ένα ή και στα δυο άκρα τους δίνει τη δυνατότητα προσοµοίωσης των σχηµατιζόµενων 

πλαστικών αρθρώσεων κατά διαδικασία µιας επαυξητικής ανάλυσης κατά την οποία λαµβάνονται υπόψη 

υλικές µη γραµµικότητες (χρήση ελαστοπλαστικού διαγράµµατος Μ – θ). Επιπλέον, µε τη χρήση 

κατάλληλου διγραµµικού µοντέλου Μ – θ στο οποίο ο δεύτερος κλάδος δεν είναι τελείως οριζόντιος αλλά 

εµφανίζει µια µικρή αλλά πεπερασµένη κλίση – δυσκαµψία, είναι δυνατή η θεώρηση των φαινοµένων 

κράτυνσης του υλικού κατασκευής (βλέπε π.χ. Lionberger και Weaver (1969)). 

Τέλος θα πρέπει να τονιστεί ότι θεώρηση των ηµιακάµπτων συνδέσεων αποτελεί σηµαντικό παράγοντα 

στην βελτιστοποίηση του οικονοµικού σχεδιασµού των µεταλλικών φορέων, καθώς η θεώρηση τους κατά 

την ανάλυση των κατασκευών οδηγεί σε καλύτερη κατανοµή της έντασης σε σύγκριση µε κατασκευές στις 

οποίες οι συνδέσεις θεωρούνται ως απολύτως απαραµόρφωτες. Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια την 

καλύτερη εκµετάλλευση του υλικού (βλέπε π.χ. Xu και Crieson (1993) ή Simoes (1996)).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. Η γενική περίπτωση της ελαστικως εδραζοµενης δοκού επί 

υποβάθρου τριών παραµέτρων 
3.1. Εισαγωγή 

Όπως τονίστηκε στο Κεφάλαιο 2 (Παράγραφος 2.2.3) όπου έγινε παρουσίαση των προσοµοιωµάτων του 

εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου, ως προσοµοιώµατα τριών παραµέτρων χαρακτηρίζονται τα 

προσοµοιώµατα των Kerr, Hetényi, και Reissner. Τα προσοµοιώµατα αυτά διαφέρουν µεταξύ τους όχι µόνον 

όσον αφορά τις βασικές παραδοχές στις οποίες στηρίζονται, αλλά και ως προς την µορφή των διαφορικών 

εξισώσεων οι οποίες τα διέπουν. Το προσοµοίωµα του Kerr έχει την ιδιότητα να αποτελεί άµεση επέκταση 

του µηχανικού προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων του Pasternak (Κεφάλαιο 2, Παράγραφοι 2.2.2.2 και 

2.2.7). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τη δυνατότητα ειδίκευσης των εξισώσεων του – καθώς και κάθε 

µητρωικού µεγέθους που προκύπτει από αυτές, όπως π.χ. τα µητρώα δυσκαµψίας – στις αντίστοιχες 

εξισώσεις του προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων, οι οποίες θα παρουσιαστούν στο Κεφάλαιο 4 

(Παράγραφος 4.2). 

Στο παρόν κεφάλαιο θα καταστρωθούν και θα επιλυθούν αναλυτικά οι διαφορικές εξισώσεις οι οποίες 

διέπουν το πρόβληµα της κάµψης των δοκών Euler και Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου τριών 

παραµέτρων τύπου Kerr, τόσο στα πλαίσια της θεωρίας α’ όσο και β’ τάξης. Πιο συγκεκριµένα, θα 

σχηµατιστούν τα µητρώα δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης (για καθολική τραπεζοειδή φόρτιση, για 

φόρτιση από µοναχικό φορτίο ή ροπή σε τυχούσα θέση, και για φόρτιση λόγω ανοµοιόρφης 

θερµοκρασιακής µεταβολής), και στη συνέχεια θα πραγµατοποιηθεί µια γενίκευση των µητρώων αυτών µε: 

• τη θεώρηση ακάµπτων βραχιόνων και στροφικών ελατηρίων στα άκρα των δοκών, 

• τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών, και 

• τη θεώρηση στρεπτικών και αξονικών βαθµών ελευθερίας µε στρεπτική και αξονική ελαστική έδραση. 

3.2. Κατάστρωση των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος 

3.2.1. ∆οκός Timoshenko 

3.2.1.1. Θεωρία β’ τάξης 

Η κατάστρωση της διαφορικής εξίσωσης και στην παρούσα αλλά και στις επόµενες παραγράφους του 

παρόντος κεφαλαίου, θα γίνει µε βάση το επίπεδο πρόβληµα και πιο συγκεκριµένα µε βάση την παραδοχή 

συνθηκών επίπεδης παραµόρφωσης. Για το σκοπό αυτό θεωρείται µια πλακολωρίδα «απείρου» µήκους και 

πλάτους L, η οποία εδράζεται επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. Υπενθυµίζεται ότι το µηχανικό 

µόρφωµα του εδαφικού προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων σε δυο διαστάσεις, συνίσταται από µια 

διατµητική στρώση µοναδιαίου πάχους (µε µέτρο διάτµησης G’ [kN/m]), η οποία εδράζεται επί µιας 

στρώσης πυκνά τοποθετηµένων γραµµικών ελατηρίων σταθεράς Κ [kN/m3]. Η πλακολωρίδα, καθώς και η 

κάθε άλλου τύπου κατασκευή, εδράζεται επί του µηχανικού προσοµοιώµατος µέσω µια άλλης στρώσης 

πυκνά τοποθετηµένων γραµµικών ελατηρίων σταθεράς C [kN/m3]. Η φόρτιση της πλακολωρίδας q(x) είναι 

οµοιόµορφη κατά τη διεύθυνση του µήκους της έτσι ώστε να πληρεί τις προϋποθέσεις ισχύος των συνθηκών 
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επίπεδης παραµόρφωσης. Λόγω της εκπλήρωσης των συνθηκών του επιπέδου προβλήµατος, ο σχηµατισµός 

των εξισώσεων µπορεί να γίνει θεωρώντας µόνον µια λωρίδα πλάτους b (Σχήµα 3.1α). 

Για την κατάστρωση της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος θα χρησιµοποιηθεί η αρχή της στάσιµης 

τιµής της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο (Σχήµα 3.1β). Η ελαστική 

ενέργεια του συστήµατος δίνεται από τη σχέση: 
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(3.1) 

Στην παραπάνω σχέση ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει την ενέργεια καµπτικής παραµόρφωσης της δοκού 

η οποία εξαρτάται από τη πρώτη παράγωγο της καµπτικής γωνίας στροφής των διατοµών ψ.  

Ο δεύτερος όρος εκφράζει την ενέργεια παραµόρφωσης λόγω της ολίσθησης των διατοµών, όπου   

(dw/dx – ψ)=β είναι η γωνία ολίσθησης των διατοµών, Φ=GΒF’, GΒ είναι το µέτρο διάτµησης του υλικού 

της δοκού και F’ η επιφάνεια ολίσθησης της διατοµής.  

Οι επόµενοι όροι αντιπροσωπεύουν κατά σειρά την ενέργεια παραµόρφωσης της άνω στρώσης των 

ελατηρίων, την ενέργεια παραµόρφωσης της κάτω στρώσης των ελατηρίων, την ενέργεια παραµόρφωσης 

της διατµητικής στρώσης και το έργο της εξωτερικής φόρτισης που καταπονεί τη δοκό.  

 Ο τελευταίος όρος εκφράζει την ενέργεια παραµόρφωσης λόγω της αξονικής (θεωρούµενης εδώ ως 

θλιπτικής) δύναµης P, η οποία εκτελεί έργο µόνον εξαιτίας της αξονικής βράχυνσης της δοκού αφού οι 

αξονικές παραµορφώσεις θεωρούνται αµελητέες. 

b
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L

P

p(x)

(β)  
Σχήµα 3.1. Αναγωγή του προβλήµατος σε πρόβληµα επίπεδης παραµόρφωσης (α), Η κάµψη δοκού Timoshenko επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων τύπου Kerr στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης (β). 

Όσον αφορά τα µεγέθη w, wc, wk υπενθυµίζεται ότι: 

• w= η συνολική κατακόρυφη µετακίνηση του άξονα της δοκού. 

• wc= η συνιστώσα της συνολικής κατακόρυφης µετακίνησης, η οποία οφείλεται στην παραµόρφωση 

της άνω στρώσης των ελατηρίων του προσοµοιώµατος. 

• wk= η συνιστώσα της συνολικής κατακόρυφης µετακίνησης, η οποία οφείλεται στην παραµόρφωση 

της κάτω στρώσης των ελατηρίων του προσοµοιώµατος. 
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Όπως είναι φυσικό ισχύει: 

 kc www +=  (3.2) 

Σύµφωνα µε την αρχή της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης, η συνθήκη 

ισορροπίας του συστήµατος είναι: 

π=min (3.3) 

Με βάση τη θεωρία των συναρτησιακών, αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη ακραίας τιµής ενός 

συναρτησιακού αποτελεί ο µηδενισµός της πρώτης µεταβολής δπ. Επειδή όµως η συνθήκη αυτή δεν είναι 

και ικανή, ο όρος «ακραία τιµή» οφείλει να αντικατασταθεί από τον όρο «στάσιµη τιµή». Τα παραπάνω 

συνοψίζονται από την εξής συµβολική διατύπωση: 

  0δπ  stat. π συστήµατος Ισορροπία =⇒=⇒  (3.4) 

Εποµένως θα πρέπει να υπολογιστεί η πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού πT (Σχέση 3.1). 

Πριν σχηµατιστεί η πρώτη µεταβολή της ενέργειας παραµόρφωσης του συστήµατος, θα πρέπει να ληφθεί 

υπόψη το γεγονός ότι οι τρεις άγνωστες συναρτήσεις του προβλήµατος (οι µετακινήσεις w, wc, wk), δεν είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ τους, καθώς συνδέονται µέσω της (3.2). Όπως είναι γνωστό από το λογισµό των 

µεταβολών, για να ισχύουν οι κλασσικές σχέσεις µε τη βοήθεια των οποίων σχηµατίζεται η πρώτη µεταβολή 

ενός συναρτησιακού, θα πρέπει στην έκφραση του συναρτησιακού αυτού να συµπεριλαµβάνονται 

συναρτήσεις ανεξάρτητες µεταξύ τους. Για να παρακαµφθεί το πρόβληµα αυτό, αρκεί να αντικατασταθεί 

στην σχέση (3.1) η συνάρτηση wc, από τις w, wk οι οποίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Μετά την 

αντικατάσταση αυτή και µε εφαρµογή των αρχών του λογισµού των µεταβολών, προκύπτει η πρώτη 

µεταβολή του πT, η οποία δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
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(3.5) 

Όπου c=Cb (kN/m2), k=Kb (kN/m2), και G=G’b (kN). Στην παραπάνω σχέση έχουν αναδιαταχθεί και 

συγκεντρωθεί οι όροι οι οποίοι αναφέρονται στις παραλλαγές δw, δψ, δwk. 

Για την εκπλήρωση της συνθήκης δπT=0 θα πρέπει αφενός οι ολοκληρωτές των ολοκληρωµάτων να είναι 

όλοι ίσοι µε το µηδέν, και αφετέρου οι τιµές των εκφράσεων εντός των αγκυλών να µηδενίζονται στα άκρα 

της δοκού, δηλαδή στα όρια x=0 και x=L. Έτσι προκύπτουν οι εξισώσεις: 
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0
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 −+−  (3.6γ) 

Οι παραπάνω εξισώσεις συνθέτουν ένα σύστηµα τριών διαφορικών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους: την 

συνολική κατακόρυφη µετακίνηση w, τη συνιστώσα της συνολικής κατακόρυφης µετακίνησης η οποία 

οφείλεται στην παραµόρφωση της κάτω στρώσης των ελατηρίων wk, και τη γωνία στροφής των διατοµών 

λόγω των καµπτικών παραµορφώσεων ψ. Με κατάλληλο συνδυασµό των εξισώσεων αυτών επιτυγχάνεται η 

αποσύζευξη των µεγεθών wk, ψ ως εξής: 

Καταρχήν επιλύεται η (3.6α) ως προς την πρώτη παράγωγο της γωνίας στροφής των διατοµών dψ/dx, 

καθώς και η (3.6β) ως προς την συνολική κατακόρυφη µετακίνηση του άξονα της δοκού w, οπότε 

προκύπτουν αντίστοιχα: 
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Με συνδυασµό των δυο παραπάνω εκφράσεων – δηλαδή µε την εισαγωγή της (ΙΙ) και της δεύτερης 

παραγώγου της στην (Ι) – επιτυγχάνεται ο συσχετισµός των µεγεθών dψ/dx και wk: 
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Τέλος, παραγωγίζοντας µια φορά την (3.6γ) και εισάγοντας σ’ αυτήν την (ΙΙ) την (ΙΙΙ) καθώς και τις 

ανώτερες παραγώγους τους, προκύπτει η αποσυζευγµένη από τις άλλες παραµέτρους διαφορική εξίσωση της 

µετακίνησης wk: 
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(3.7α) 

Για την κατάστρωση της αποσυζευγµένης διαφορικής εξίσωσης της γωνίας στροφής των διατοµών ψ, θα 

πρέπει να γίνουν οι κάτωθι µετασχηµατισµοί: 

Καταρχήν, επιλύονται οι (3.6γ) και (3.6α) ως προς dw/dx και wk αντίστοιχα, οπότε προκύπτουν: 
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Κατόπιν παραγωγίζεται µια φορά η (V) και εισάγονται σ’ αυτήν τόσο η (IV) και οι απαιτούµενες παράγωγοι 

της. Έτσι επιτυγχάνεται η έκφραση της wk ως προς την ψ χωρίς να υπεισέρχεται στη σχέση αυτή η w: 
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Τέλος, παραγωγίζοντας µια φορά τη (3.6β) και εισάγοντας σ’ αυτή την (IV), την (VI), καθώς και τις 

απαιτούµενες παράγωγους της τελευταίας, προκύπτει η αποσυζευγµένη διαφορική εξίσωση της στροφής των 

διατοµών ψ: 
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(3.7β) 

Οι οµογενείς των παραπάνω εξισώσεων µπορούν να γραφούν ως εξής: 
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Όπου: 
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Ο τρίτος άγνωστος του προβλήµατος, η συνάρτηση w που περιγράφει τη συνολική κατακόρυφη 

µετακίνηση µπορεί να υπολογιστεί δευτερογενώς, αφού από την εξίσωση (3.6β) προκύπτει: 
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Εποµένως το πρόβληµα της κάµψης δοκού Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων 

τύπου Kerr στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, διέπεται από τις εξισώσεις (3.7α), (3.7β) και (3.10). 

3.2.1.2. Θεωρία α’ τάξης 

Για την κατάστρωση των διαφορικών εξισώσεων για την παρούσα περίπτωση είναι δυνατό να γίνει 

χρήση της µεθόδου που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη παράγραφο. Ωστόσο υπάρχει δυνατότητα 

χρήσης των (3.7α), (3.7β) και (3.10) θέτοντας στις εν λόγω σχέσεις µηδενική τιµή για το αξονικό φορτίο P. 

Εποµένως οι διαφορικές εξισώσεις: 
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µαζί µε την (3.10) είναι οι εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκού Timoshenko επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων τύπου Kerr στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης. 
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Οι οµογενείς εξισώσεις των (3.11α) και (3.11β) µπορούν να γραφούν µε τη µορφή των (3.8α) και (3.8β), 

όπου στην περίπτωση αυτή οι συντελεστές J1, J2, J3 είναι: 
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3.2.2. ∆οκός Euler – Bernouli 

3.2.2.1. Θεωρία β’ τάξης 

Ακολουθώντας την αρχή της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκός – ελαστικό 

υπόβαθρο όπως και στην Παράγραφο 3.2.1.1 θα καταστρωθούν οι εξισώσεις της παρούσας περίπτωσης. Η 

ελαστική ενέργεια του συστήµατος είναι (Σχήµα 3.2): 
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Η επεξήγηση των όρων που υπεισέρχονται στην παραπάνω σχέση είναι η ίδια µε αυτή που δίνεται για 

την αντίστοιχη σχέση της δοκού Timoshenko (3.1). Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι η ενέργεια 

παραµόρφωσης λόγω της κάµψης της δοκού εξαρτάται από την καµπυλότητα (d2w/dx2) και όχι από τη 

πρώτη παράγωγο της συνάρτησης (ψ) η οποία εκφράζει τη γωνία στροφής των διατοµών, η οποία στα 

πλαίσια της θεωρίας Timoshenko είναι διάφορη της κλίσης της ελαστικής γραµµής (dw/dx). 
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Σχήµα 3.2. Η κάµψη δοκού Euler - Bernoulli επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων τύπου Kerr στα πλαίσια της 

θεωρίας β’ τάξης 

Η πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού πΕ είναι: 

 ( )

( )
L

0
k

kL

0 k2
k

2

kk

L

0 2

2

k4

4L

0
3

3L

0
2

2

E

δw
dx

dw
Gdxδw

dx
wd

Gwwckw

δwdxq(x)
dx

wdPwwc
dx

wdΕΙ δw
dx
dwP

dx
wdΕΙ

dx
dwδ

dx
wdΕΙδπ
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(3.14) 
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Για να εκπληρωθεί η συνθήκη δπE=0 θα πρέπει αφενός οι ολοκληρωτές των ολοκληρωµάτων να είναι 

όλοι ίσοι µε το µηδέν και αφετέρου οι τιµές των εκφράσεων εντός των αγκυλών να µηδενίζονται στα όρια 

x=0 και x=L. Έτσι προκύπτουν οι εξισώσεις: 

( ) ( ) 0xqwwc
dx

wdP
dx

wdΕΙ k2

2

4

4

=−−++  (3.15α) 

( ) 0
dx

wd
Gwwckw 2

k
2

kk =







−−+  (3.15β) 

Απαλείφοντας το w από την (3.15α) και το wk από την (3.15β) καταλήγουµε στις παρακάτω εξισώσεις: 

0
dx

qd
c
Gq

c
k1kw

dx
wdG

c
k1P

dx
wd

c
GP

c
k1EI

dx
wd

c
GEI 2

2

2

2

4

4

6

6

=
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 +−+
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 ++














−






 ++














−  (3.16α) 

0qkw
dx

wdG
c
k1P

dx
wd

c
GP

c
k1EI

dx
wd

c
GEI k2

k
2

4
k

4

6
k

6

=−+







−






 ++














−






 ++














−  (3.16β) 

Οι οµογενείς εξισώσεις των παραπάνω εξισώσεων µπορούν να γραφούν µε τη µορφή: 

0wJ
dx

wdJ
dx

wdJ
dx

wd
32

2

24

4

16

6

=+++  (3.17α) 

0wJ
dx

wd
J

dx
wd

J
dx

wd
k32

k
2

24
k

4

16
k

6

=+++  (3.17β) 

όπου οι συντελεστές J1, J2, J3 είναι: 

EI
P

G
ckJ1 +

+
−=  (3.18α) 







 +

−=
G

ck
EI
P

EI
cJ 2

 (3.18β) 

EIG
kcJ3 −=  (3.18γ) 

3.2.2.2. Θεωρία α’ τάξης 

Οι εξισώσεις για τη θεωρία α’ τάξης προκύπτουν από τις εξισώσεις που σχηµατίστηκαν στην 

προηγούµενη παράγραφο εάν τεθεί Ρ=0: 

0
dx

qd
c
Gq

c
k1kw

dx
wdG

dx
wd

c
k1EI

dx
wd

c
GEI 2

2

2

2
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6
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−  (3.19α) 

0qkw
dx

wd
G

dx
wd

c
k1EI

dx
wd

c
GEI k2

k
2

4
k

4

6
k

6

=−+−













 ++














−  (3.19β) 

Οι αντίστοιχες οµογενείς εξισώσεις µπορούν να γραφούν στη µορφή των (3.18α) και (3.18β), θέτοντας: 

G
ckJ1

+
−=  (3.20α) 

EI
cJ2 =  (3.20β) 
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EIG
kcJ3 −=  (3.20γ) 

Τέλος θα πρέπει να τονιστεί ότι από τις διαφορικές εξισώσεις που παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες 

παραγράφους µπορούν να προκύψουν οι αντίστοιχες εξισώσεις του προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων. 

Για την επίτευξη των µετατροπών αυτών, αρκεί στις εξισώσεις αυτές να θεωρηθεί η οριακή τιµή c→ ∞, ενώ 

παράλληλα θα πρέπει να ληφθεί υπόψη ότι στην περίπτωση αυτή w≡wk. Επί παραδείγµατι, από τις εξισώσεις 

(3.7α) και (3.7β), εάν θεωρηθεί ότι c→ ∞, και w≡wk τότε προκύπτουν οι εξισώσεις: 

0q
dx

qd
Φ
EIkw

dx
wd

Φ
EIkGP

dx
wd

Φ
GP1EI 2

2

2

2

4

4

=−





++














 +−+














 −

−  (3.21α) 

0
dx
dqkψ

dx
ψd

Φ
EIkGP

dx
ψd

Φ
GP1EI 2

2

4

4

=−+













 +−+














 −

−  (3.21β) 

οι οποίες ως γνωστό διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκού Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου δυο 

παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης (Παράγραφος 3.2.1.1). 

3.3. Λύση και διερεύνηση των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος 

3.3.1. Η λύση των διαφορικών εξισώσεων 

Όπως αποδείχθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού 

υποβάθρου τριών παραµέτρων τόσο στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης όσο και στα πλαίσια της θεωρίας β’ 

τάξης διέπεται από δυο διαφορικές εξισώσεις 6ης τάξης. Η γενική µορφή των οµογενών διαφορικών 

εξισώσεων αυτών δίνεται από τις σχέσεις (3.8α), (3.8β) για τη δοκό Timoshenko, και τις (3.18α), (3.18β) για 

τη δοκό Euler – Bernoulli. Οι συντελεστές των εξισώσεων αυτών, δίνονται συγκεντρωτικά στον παρακάτω 

πίνακα (Πίνακας 3.1). 

Πίνακας 3.1. Εκφράσεις των συντελεστών J1, J2, J3 ανάλογα µε τον τύπο της δοκού και την τάξη ανάλυσης 

∆οκός /  

Τάξη ανάλυσης 
J1 J2 J3 

α’ τάξη 
G

ckJ1
+

−=  
EI
cJ2 =  

EIG
kcJ 3 −=  

Euler 

β’ τάξη 
EI
P

G
ckJ1 +

+
−=  






 +

−=
G

ck
EI
P

EI
cJ 2

 
EIG
kcJ 3 −=  

α’ τάξη 





 +

+
−=

Φ
c

G
ckJ1

 






 +=

G
k

ΕΙ
Φ

Φ
cJ2

 
EIG
kcJ 3 −=  

Timoshenko 

β’ τάξη 













−

−
+

+
−= P

EI
Φc

ΦP
1

G
ckJ1

 ( )








+



 −+−

−
−=

G
kccck

G
Ρ

ΕΙ
Φ

ΦP
1J 2

 







−
=

ΦΡ
Φ

EIG
kcJ 3

 

Οι εξισώσεις (3.8α), (3.8β), (3.18α), και (3.18β) ανήκουν στην κατηγορία των διαφορικών εξισώσεων µε 

τη γενική µορφή: 

0yJ
dx

ydJ
dx

ydJ
dx

yd
32

2

24

4

16

6

=+++  (3.22) 

όπου η συνάρτηση y να ταυτίζεται κάθε φορά µε µία εκ των συναρτήσεων w, wk, ψ.  
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της (3.22) είναι: 

0JrJrJr 3
2

2
4

1
6 =+++  (3.23) 

Θέτοντας r2=µ η (3.23) παίρνει τη µορφή: 

0JµJµJµ 32
2

1
3 =+++  (3.24) 

Θέτοντας επιπλέον µ=t–(J1/3) η (3.24) γίνεται: 

02β3α)t(t 3 =++  (3.25) 

Όπου: 









+−= 2

2
1 J
3
J

3
1

α  







+−= 3

21
3
1 J

3
JJ

27
2J

2
1β  (3.26) 

Με βάση το πρόσηµο της διακρίνουσας ∆=α3+β2, διακρίνονται οι ακόλουθες περιπτώσεις λύσης της 

εξίσωσης (3.25): 

• Περίπτωση Α (Κατηγορία Α): ∆=α3+β2>0: τότε η ρίζα t1 της (3.25) είναι πραγµατικός αριθµός, ενώ οι 

t2, t3 µιγαδικοί  Εποµένως κατ’ αντιστοιχία η ρίζα µ1 της (3.24) είναι πραγµατικός αριθµός και οι µ2, µ3 

µιγαδικοί: 






 −−+





 +−= 33

1 ∆β∆βt  (3.27α) 

i∆β∆β
2
3∆β∆β

2
1t 3333

2 




 −−−+−+





 −−++−−=  (3.27β) 

i∆β∆β
2
3∆β∆β

2
1t 3333

3 




 −−−+−−





 −−++−−=  (3.27γ) 

Λόγω του ότι έχει τεθεί r2=µ=t – (J1/3), οι ρίζες της (3.23) είναι: 







−=−=

3
Jtrr 1

121
 






−=−=

3
J

trr 1
243

 





−=−=

3
J

trr 1
365

 (3.28) 

Η γενική λύση της (3.22) στην περίπτωση κατά την οποία η ρίζα µ1 είναι θετικός αριθµός είναι      

(Περίπτωση Α1): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )QxsineCQxcoseCQxsineCQxcoseCeCeCxy Rx
6

Rx
5

Rx
4

Rx
3

xR
2

xR
1

11 −−− +++++=  (3.29) 

Όπου: 

3
J

∆β∆βR 133
1 −−−++−=  (3.30α) 

2
mnmR

22 ++
=  (3.30β) 

2
mnmQ

22 −+
=  (3.30γ) 






 +−−++−−=
3

2J
∆β∆β

2
1m 133  





 −−−+−= 33 ∆β∆β

2
3n  
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Αντίστοιχα γενική λύση της (3.22) στην περίπτωση κατά την οποία η ρίζα µ1 είναι αρνητικός αριθµός είναι 

(Περίπτωση Α2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQsineCxQcoseCxQsineCxQcoseCQxsinCQxcosCxy 1
Rx

61
Rx

51
Rx

41
Rx

321
−− +++++=  (3.31) 

Όπου: 

3
J

∆β∆βQ 133 +−−−+−−=  (3.32) 

ενώ τα R, Q1 δίνονται από τις σχέσεις (3.30β) και (3.30γ) αντίστοιχα. 

• Περίπτωση Β (Κατηγορία Β): ∆=α3+β2<0: τότε οι t1, t2, t3 και κατ’ επέκταση και οι µ1, µ2, µ3 είναι 

πραγµατικοί αριθµοί:  

( )3φcosα2t1 −=  (3.33α) 

( )[ ]32πφcosα2t 2 +−=  (3.33β) 

( )[ ]34πφcosα2t 3 +−=  (3.33γ) 












−
−= −

3

1

α

βcosφ  (3.33δ) 

Όπου τα α, β δίνονται από τη σχέση (3.26). 

Στην περίπτωση αυτή για να καθοριστεί η µορφή της γενικής λύσης της (3.22) θα πρέπει να 

διερευνηθούν τα πρόσηµα των µ1, µ2, µ3 καθώς εφόσον ετέθη r2=µ, εάν κάποια από τις ρίζες µi είναι θετική 

τότε η αντιστοιχούσα σε αυτή ρίζα ri είναι πραγµατικός αριθµός. Αντίστοιχα εάν µi είναι αρνητικός αριθµός 

τότε η αντίστοιχη ρίζα ri είναι φανταστικός αριθµός. Εποµένως στη γενική περίπτωση είναι δυνατό να 

εµφανιστούν οι µορφές λύσης που δίνονται στον Πίνακα 3.2α. 

• Περίπτωση Γ (Κατηγορία Γ): ∆=α3+β2=0: και στην περίπτωση αυτή οι ρίζες t1, t2, t3 και κατ’ επέκταση 

και οι ρίζες µ1, µ2, µ3 είναι πραγµατικοί αριθµοί. Η διαφορά της περίπτωσης αυτής, από την περίπτωση Β 

συνίσταται στο ότι ανάλογα µε το πρόσηµο του β (3.26) εµφανίζεται ισότητα των ριζών µ1 και µ3, ή των 

ριζών µ2 και µ3. Όλες οι δυνατές υποπεριπτώσεις δίνονται στον Πίνακα 3.2α. Πρέπει να τονιστεί ότι η 

κατηγορία αυτή είναι εξαιρετικά απίθανο να εµφανιστεί στην πράξη, καθώς για να συµβεί αυτό 

απαιτούνται συγκεκριµένοι συνδυασµοί τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων. 
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Πίνακας 3.2α. Οι περιπτώσεις λύσης της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος που διέπει την κάµψη δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΛΥΣΗΣ f1 f2 f3 f4 f5 f6 

Α1 J3<0 eR1x e-R1x eRx cos(Qx) eRx sin(Qx) e-Rx cos(Qx) e-Rx sin(Qx) 

Α2 
∆=α3+β2>0 

J3>0 cos(Qx) sin(Qx) eRx cos(Q1x) eRx sin(Q1x) e-Rx cos(Q1x) e-Rx sin(Q1x) 

Β1 µ1>0, µ2>0, µ3>0 eRx e-Rx eR1x e-R1x eR2x e-R2x 

Β2 µ1>0, µ2<0, µ3<0 eRx e-Rx cos(Qx) sin(Qx) cos(Q1x) sin(Q1x) 

Β3 µ1>0, µ2<0, µ3>0 eRx e-Rx cos(Qx) sin(Qx) eR1x e-R1x 

Β4 µ1>0, µ2>0, µ3<0 eRx e-Rx eR1x e-R1x cos(Qx) sin(Qx) 

Β5 µ1<0, µ2<0, µ3>0 cos(Qx) sin(Qx) cos(Q1x) sin(Q1x) eRx e-Rx 

Β6 µ1<0, µ2>0, µ3<0 cos(Qx) sin(Qx) eRx e-Rx cos(Q1x) sin(Q1x) 

Β7 µ1<0, µ2<0, µ3<0 cos(Qx) sin(Qx) cos(Q1x) sin(Q1x) cos(Q2x) sin(Q2x) 

Β8 

∆<0 

µ1<0, µ2>0, µ3>0 cos(Qx) sin(Qx) eRx e-Rx eR1x e-R1x 

Γ1α µ1>0, µ2=µ3>0 eRx e-Rx eR1x e-R1x xeR1x xe-R1x 

Γ1β µ1>0, µ2=µ3<0 eRx e-Rx cos(Qx) sin(Qx) xcos(Qx) xsin(Qx) 

Γ1γ µ1<0, µ2=µ3>0 cos(Qx) sin(Qx) eRx e-Rx xeRx xe-Rx 

Γ1δ 

β<0 

µ1<0, µ2=µ3<0 cos(Qx) sin(Qx) cos(Q1x) sin(Q1x) xcos(Q1x) xsin(Q1x) 

Γ2α µ1=µ3>0, µ2>0 eRx e-Rx eR1x e-R1x xeRx xe-Rx 

Γ2β µ1=µ3<0, µ2>0 cos(Qx) sin(Qx) eRx e-Rx xcos(Qx) xsin(Qx) 

Γ2γ µ1=µ3>0, µ2<0 eRx e-Rx cos(Qx) sin(Qx) xeRx xe-Rx 

Γ2δ 

β>0 

µ1=µ3<0, µ2<0 cos(Qx) sin(Qx) cos(Q1x) sin(Q1x) xcos(Qx) xsin(Qx) 

Γ3α J1<0 eRx e-Rx xeRx xe-Rx x2eRx x2e-Rx 

Γ3β 

∆=0 

α=β=0 
J1>0 cos(Qx) sin(Qx) xcos(Qx) xsin(Qx) x2cos(Qx) x2sin(Qx) 

Υπόµνηµα 
Τα µ1, µ2 µ3, είναι οι ρίζες της βοηθητικής εξίσωσης (3.24). 
Οι εκφράσεις των α, β δίνονται από τις σχέσεις (3.26), και του J1 κατά περίπτωση από τον Πίνακα 3.1. 
Οι εκφράσεις των R, R1, R2, Q, Q1, Q2 δίνονται κατά περίπτωση στον επόµενο πίνακα (Πίνακας 3.2β)
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Πίνακας 3.2β. Οι εκφράσεις των R, R1, R2, Q, Q1, Q2 κατά τις περιπτώσεις του Πίνακα 2α  

 R R1 R2 Q Q1 Q2 

Β1 ( ) ( )3J3φcosα2 1−−
 ( )[ ] ( )3J32πφcosα2 1−+−  ( )[ ] ( )3J34πφcosα2 1−+−  – – – 

Β2 ( ) ( )3J3φcosα2 1−−
 – – ( )[ ] ( )3J32πφcosα2- 1++−  ( )[ ] ( )3J34πφcosα2- 1++−  – 

Β3 ( ) ( )3J3φcosα2 1−−
 ( )[ ] ( )3J34πφcosα2 1−+−  – ( )[ ] ( )3J32πφcosα2- 1++−  – – 

Β4 ( ) ( )3J3φcosα2 1−−
 ( )[ ] ( )3J32πφcosα2 1−+−  – ( )[ ] ( )3J34πφcosα2- 1++−

 – – 

Β5 ( )[ ] ( )3J34πφcosα2 1−+−  – – ( ) ( )3J3φcosα2- 1+−  ( )[ ] ( )3J32πφcosα2- 1++−  – 

Β6 ( )[ ] ( )3J32πφcosα2 1−+−  – – ( ) ( )3J3φcosα2- 1+−
 ( )[ ] ( )3J34πφcosα2- 1++−  – 

Β7 – – – ( ) ( )3J3φcosα2- 1+−  ( )[ ] ( )3J32πφcosα2- 1++−  ( )[ ] ( )3J34πφcosα2- 1++−  

Β8 ( )[ ] ( )3J32πφcosα2 1−+−  – – ( ) ( )3J3φcosα2- 1+−
 – – 

Γ1α 3Jβ2 1
3 −−

 
3Jβ 1

3 −−−  – – – – 

Γ1β 3Jβ2 1
3 −−

 – – 3Jβ 1
3 +−  – – 

Γ1γ 3Jβ 1
3 −−−  – – 3Jβ2 1

3 +−−
 – – 

Γ1δ – – – 3Jβ2 1
3 +−−  3Jβ 1

3 +−  – 

Γ2α 3Jα 1−−
 3Jα2 1−−−  – – – – 

Γ2β 3Jα2 1−−−  – – 3Jα 1+−−
 – – 

Γ2γ 3Jα 1−−
 – – 3Jα2 1+−  – – 

Γ2δ – – – 3Jα 1+−−  3Jα2 1+−  – 

Γ3α ( )3J1−
 – – – – – 

Γ3β – – – ( )3J1
 – – 
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3.3.2. ∆ιερεύνηση των περιπτώσεων λύσης του Πίνακα 3.2α  

Στην προηγούµενη παράγραφο εκτέθηκαν όλες οι πιθανές µορφές που µπορεί να πάρει η λύση της 

βασικής διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος (Σχέση (3.22)). Το σχετικά µεγάλο πλήθος των 

διαφορετικών µορφών λύσης (Πίνακας 3.2α), επιβάλλει τη διερεύνηση του προβλήµατος µε στόχο τον 

αποκλεισµό των µορφών εκείνων που µε βάση το εύρος των τιµών που µπορούν να λάβουν οι συντελεστές 

της διαφορικής εξίσωσης (3.22), J1, J2, J3, είναι απίθανο να εµφανιστούν.  

Όπως φαίνεται από τον Πίνακα 3.2α οι δυνατές περιπτώσεις λύσης διακρίνονται σε τρεις γενικές 

κατηγορίες (Κατηγορίες Α, Β, Γ), η εµφάνιση ή όχι των οποίων εξαρτάται από το πρόσηµο της 

διακρίνουσας ∆. Κάθε µια από αυτές τις κατηγορίες αυτές διακρίνεται σε υποπεριπτώσεις η εµφάνιση ή όχι 

των οποίων εξαρτάται από πρόσθετα κριτήρια, όπως τα πρόσηµα των ριζών µ1, µ2, µ3 της εξίσωσης (3.24) 

για τις κατηγορίες Β, Γ ή το πρόσηµο του συντελεστή J3 για την κατηγορία Α. 

 Εποµένως η πλήρης διερεύνηση των πιθανών µορφών λύσης θα πρέπει να γίνει σε δυο στάδια. Κατά το 

πρώτο στάδιο θα πρέπει διερευνάται η δυνατότητα εµφάνισης ή όχι κάθε µιας από τις τρεις γενικές 

κατηγορίες λύσης Α, Β, Γ, ενώ κατά το δεύτερο θα πρέπει να διερευνάται η δυνατότητα εµφάνισης ή όχι των 

υποπεριπτώσεων τους. Αυτή η διαδικασία διερεύνησης θα γίνει ξεχωριστά για κάθε µια από τις περιπτώσεις 

που παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.1. 

3.3.2.1. ∆οκός Euler – Bernoulli  

Θεωρία α’ τάξης 

Οι συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης (3.22), J1, J2, J3 για την παρούσα περίπτωση δίνονται από τις 

σχέσεις (3.20α) – (3.20γ). Με βάση τις σχέσεις αυτές, η διακρίνουσα ∆ παίρνει την εξής µορφή: 

( )[ ] ( ) ( )
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=

2
2

2
4

3

4 c
ckEIckkG

4c
20kcc8kEIG

3EI
c

G
1∆  (3.34) 

Α’ Στάδιο διερεύνησης 

Κατά το πρώτο στάδιο της διερεύνησης θα πρέπει να ελεγχθεί το πρόσηµο της (3.34) εντός του πεδίου 

τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων k, c, G, οι οποίοι όπως είναι προφανές είναι θετικοί αριθµοί. Για τον 

έλεγχο αυτό θα πρέπει κατ’ αρχήν να επιλυθεί η εξίσωση ∆=0, θεωρώντας ως άγνωστο τη σταθερά του 

διατµητικού επιπέδου G. Η εξίσωση ∆(G)=0 είναι µια διτετράγωνη εξίσωση και το πεδίο τιµών της 

σταθεράς G εντός του οποίου θα διερευνηθεί, είναι το πεδίο (0,+∞). Ο αριθµός των πραγµατικών ριζών της 

εξίσωσης αυτής εξαρτάται από τη διακρίνουσα της επιλύουσας της ∆ΕΠ, η οποία δίνεται από τη σχέση: 

3

ΕΠ 8
ck

c
32ΕΙ∆ 






 −−=  (3.35) 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτουν τα εξής: 

• Εάν k>c/8 τότε ∆ΕΠ<0 και εποµένως η εξίσωση ∆(G)=0 δεν έχει καµία πραγµατική ρίζα στο πεδίο 

ορισµού της. 
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• Εάν k<c/8 τότε ∆ΕΠ>0 και εποµένως το είδος των ριζών της εξίσωσης ∆(G)=0 εξαρτάται από τα πρόσηµα 

των λόγων: 

( ) ( ) 21Α

c
ckEIckkΓ

Α
Γ







 +

+==
=

 (3.36α) 

( )[ ]
4c

20kcc8kEIΒ
Α
Β 21Α +−

−=−=−
=

 (3.36β) 

Έστω κατ’ αρχήν ότι k>c/8. Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση ∆(G)=0 δεν έχει πραγµατικές ρίζες, και 

εποµένως έχει σταθερό πρόσηµο σε όλο το πεδίο ορισµού της. Πολύ εύκολα µπορεί να αποδειχθεί ότι: 

( ) +∞=
→

G∆lim
0G

  και  ( ) 0
3EI

cG∆lim
3

G
>






=

+∞→
 (3.37) 

Εποµένως όταν k>c/8 τότε ∆(G)>0 για κάθε τιµή της παραµέτρου G καθώς και για κάθε τιµή των 

παραµέτρων k, c που πληρούν τον συγκεκριµένο περιορισµό. Άρα η µοναδική πιθανή µορφή λύσης ανήκει 

στην Κατηγορία Α (Σχήµα 3.3) 

Έστω ότι k<c/8. Στην περίπτωση αυτή η διερεύνηση µετατίθεται στον έλεγχο των προσήµων των λόγων 

(Γ/Α) και (–Β/Α). Από την (3.36α) όµως προκύπτει ότι (Γ/Α)>0 για κάθε τιµή των τριών παραµέτρων. 

Εποµένως θα πρέπει να διερευνηθεί η ανισότητα ( ) .0A/B >−  

Αποδεικνύεται εύκολα ότι (–Β/Α)>0, για ( )c3350,25k +< . Η τιµή αυτή είναι µεγαλύτερη του (c/8), 

οπότε στην περίπτωση αυτή συναληθεύουν οι ανισότητες: ∆ΕΠ>0, (–Β/Α)>0, (Γ/Α)>0. Αυτό σηµαίνει ότι 

όταν k<c/8 η εξίσωση ∆(G)=0 έχει δυο θετικές και δυο αρνητικές ρίζες. Άρα η διακρίνουσα ∆ δεν έχει 

σταθερό πρόσηµο. Οι θετικές ρίζες της εξίσωσης ∆(G)=0 είναι: 

Γ2Β
2
1Γ2B

2
1G 2 1, −−+−= ∓  (3.38) 

όπου τα Β και Γ δίνονται από τις σχέσεις (3.36α), (3.36β).  

Επειδή µπορεί να αποδειχθεί ότι και στην περίπτωση που k<c/8 ισχύουν οι συνθήκες (3.37), βγαίνει το 

συµπέρασµα ότι: 

• Εάν G<G1 ή G>G2 τότε ∆(G)>0, όποτε οι πιθανές µορφές λύσης ανήκουν Κατηγορία Α ενώ, 

• Εάν G1<G<G2 τότε ∆(G)<0, οπότε οι πιθανές µορφές λύσης ανήκουν Κατηγορία Β (Σχήµα 3.3). 

Β’ Στάδιο διερεύνησης 

Κατά το δεύτερο στάδιο της διερεύνησης διερευνάται η πιθανότητα εµφάνισης κάθε υποπερίπτωσης των 

κατηγοριών που δίνονται στον Πίνακα 3.2α. Όπως αποδείχθηκε κατά το πρώτο στάδιο της διερεύνησης, 

εντός του πεδίου τιµών των εδαφικών παραµέτρων, είναι δυνατή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν 

τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β.  

Όσο αναφορά την κατηγορία Α, θα πρέπει να τονιστεί ότι η µοναδική υποπερίπτωση της που είναι 

δυνατό να εµφανιστεί είναι η Α1. Σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α, η συνθήκη που πρέπει να πληρούται 

προκειµένου να εµφανιστεί η υποπερίπτωση αυτή είναι J3<0. Η συγκεκριµένη σχέση πληρούται για κάθε 
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πιθανό συνδυασµό των τριών εδαφικών παραµέτρων, όπως προκύπτει από τη σχέση (3.20γ).  

Προκειµένου να διερευνηθούν οι πιθανές υποπεριπτώσεις λύσης που ανήκουν στην κατηγορία Β, θα 

πρέπει να ελεγχθούν τα πρόσηµα των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης (3.24). Παρακάτω θα αποδειχθεί ότι 

οι ρίζες µ1, µ2, µ3 είναι θετικές. 

Για το σκοπό της απόδειξης αυτής θεωρείται η συνάρτηση f(µ)=µ3+J1µ2+J2µ+J3. Τα πρόσηµα των 

συντελεστών J1, J2, J3 για την παρούσα περίπτωση σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.20α) – (3.20γ) είναι: J1<0, J2>0 

και J3<0. Μπορεί να αποδειχθεί ότι η πρώτη παράγωγος της f(µ) έχει για τα δεδοµένα πρόσηµα των J1, J2, J3, 

δυο θετικές ρίζες (έστω µ1΄, µ2΄) για τις οποίες ισχύουν µ1΄<µ2΄, ( ) ( ) 0,βα2µf 3
1 >+−=′  και 

( ) ( ) 0.βα2µf 3
2 <+−−=′  Επίσης ισχύει f(0)=J3<0. Εποµένως f(0)f(µ1΄)<0 και f(µ1΄)f(µ2΄)<0, γεγονός που 

δηλώνει ότι η εξίσωση (3.24) έχει από µια ρίζα στα διαστήµατα (0, µ1΄) και (µ1΄, µ2΄). Επειδή όµως µ1΄>0 και 

µ2΄>0 αυτό σηµαίνει ότι η (3.24) έχει δυο θετικές ρίζες. Από την άλγεβρα είναι γνωστό ότι µια εκ των 

σχέσεων (σχέσεις Vièta) που υφίστανται µεταξύ των συντελεστών και των ριζών της (3.24) είναι: 

3321 Jµµµ −=  (3.39) 

 Επειδή J3<0 και επειδή αποδείχθηκε ότι δυο από τις µ1, µ2, µ3 είναι θετικές, από την (3.39) προκύπτει ότι 

και η τρίτη ρίζα είναι θετική. Εποµένως µ1>0, µ2>0 και µ3>0. Σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α, τα δεδοµένα 

πρόσηµα αντιστοιχούν στην υποπερίπτωση Β1. Εποµένως, από το δεύτερο στάδιο της διερεύνησης 

προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

• Στα πεδία τιµών των εδαφικών παραµέτρων όπου ισχύει ∆(G)>0 η µορφή λύσης της (3.22) αντιστοιχεί 

στην υποπερίπτωση Α1, 

• Στα πεδία τιµών των εδαφικών παραµέτρων όπου ισχύει ∆(G)<0 η µορφή λύσης της (3.22) αντιστοιχεί 

στην υποπερίπτωση Β1. 

Όλα τα συµπεράσµατα και των δυο σταδίων διερεύνησης δίνονται παραστατικά στο Σχήµα 3.3. 

G

∆(G)

∆(G)>0 για κάθε τιµή του G
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(α) (β) 

Σχήµα 3.3. ∆ιάγραµµα της διακρίνουσας ∆ όταν k>c/8 (α), και όταν k<c/8 (β). 
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Θεωρία β΄ τάξης 

Οι συντελεστές της εξίσωσης (3.22) για την παρούσα περίπτωση δίνονται από τις σχέσεις (3.18α) – 

(3.18β). Η εισαγωγή των εκφράσεων αυτών στον τύπο της διακρίνουσας ∆=α3+β2 δίνει: 

 ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]}

{

322222

22224242

332422
4
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PckEIckcG2GPGck
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+−++++++−++−
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=

 

(3.40) 

Η παρούσα περίπτωση χαρακτηρίζεται από την µεταβλητότητα προσήµου που εµφανίζουν οι 

συντελεστές J1, J2, J3, καθώς όπως προκύπτει από τις (3.18α) – (3.18β) οι τιµές τους εξαρτώνται από την 

τιµή του αξονικού φορτίου όταν αυτό είναι θλιπτικό. Αντίθετα στην περίπτωση εφελκυστικού φορτίου οι J1, 

J2, J3 έχουν σταθερό πρόσηµο. Εποµένως η διαδικασία διερεύνησης θα πρέπει να διακριθεί στην περίπτωση 

θλιπτικού και στην περίπτωση εφελκυστικού αξονικού φορτίου. 

Περίπτωση θλιπτικού φορτίου 

Α’ Στάδιο διερεύνησης 

Το πρώτο στάδιο της διερεύνησης ξεκινά από την µελέτη της εξίσωσης ∆(Ρ)=0, καθώς από τον 

υπολογισµό των ριζών της προκύπτουν οι οριακές τιµές των θλιπτικών φορτίων τα οποία αποτελούν τα 

«σύνορα» των περιοχών ορισµού των κατηγοριών λύσης της εξίσωσης (3.22). Η ∆(Ρ)=0 είναι αλγεβρική 

εξίσωση 4ου βαθµού, µε γνωστή λύση. Ωστόσο η πολυπλοκότητα των συντελεστών της καθιστά πρακτικά 

αδύνατο το σχηµατισµό απλών κλειστών τύπων υπολογισµού των ριζών της. Για τον λόγο αυτό η µελέτη της 

θα γίνει µε έµµεσο τρόπο. Πιο συγκεκριµένα ο στόχος θα είναι η διερεύνηση της δυνατότητας εµφάνισης 

κάποιων από τις κατηγορίες λύσης που δίνονται στον Πίνακα 3.2α, καθώς και ο αποκλεισµός κάποιων 

άλλων. Όπως φαίνεται πάντως από τον πίνακα αυτό, οι δυο πρακτικά πιθανές κατηγορίες λύσης είναι οι Α 

και Β, καθώς η κατηγορία Γ αντιστοιχεί στην οριακή συνθήκη ∆=0, η οποία είναι πρακτικά αδύνατο να 

εµφανιστεί καθώς για να συµβεί αυτό απαιτείται ένας και µόνον ένας συνδυασµός τιµών των παραµέτρων  

k, c, G.  

Η διαδικασία της διερεύνησης ξεκινά από την παρακάτω σχέση: 

( ) 0α0βαΡ∆ 23 <⇒<+=  (3.41) 

η οποία δηλώνει ότι αναγκαία (αλλά όχι ικανή) συνθήκη για να είναι αρνητική η τιµή της διακρίνουσας 

∆(Ρ), είναι η συνθήκη α<0. Η χρησιµότητα της σχέσης αυτής έγκειται στο γεγονός ότι η έκφραση α(Ρ,G): 

( )
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ck
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3EI
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9EIG
ck

3ΕΙ
1GΡ,α  (3.42α) 

είναι σαφώς πιο απλή στο χειρισµό της απ’ ότι η αντίστοιχη έκφραση της διακρίνουσας ∆(P), ενώ η 

εκπλήρωση της συνθήκης α(Ρ,G)>0 σηµαίνει αποκλεισµό της πιθανότητας εµφάνισης τη κατηγορίας Β για 

εκείνα τα πεδία τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων στα οποία πληρούται.  
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Η εξίσωση α(P,G)=0 µπορεί να θεωρηθεί είτε ως εξίσωση µε βασικό άγνωστο το αξονικό φορτίο Ρ 

(Σχέση (3.42α)), είτε ως εξίσωση µε βασικό άγνωστο την σταθερά του διατµητικού επιπέδου G όποτε 

παίρνει την παρακάτω µορφή: 

( )
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9EI
ckG
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3EI
c
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1Gα ,Ρ  (3.42β) 

Από τη µελέτη της ανίσωσης α(P,G)>0 κάνοντας χρήση της έκφρασης (3.42α) προκύπτουν οι παρακάτω 

χαρακτηριστικές τιµές της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου: 

( )
c
EIck

3
3G1 +=  (3.43α) 

( )
c
EIck

2
1G 2 +=  (3.43β) 

Αποδεικνύεται ότι οι τιµές G1, G2 διασπούν το πεδίο τιµών της σταθεράς G σε τρεις περιοχές τιµών στις 

οποίες ισχύουν τα εξής (Σχήµα 3.4):  

• Όταν G<G2 η εξίσωση α(Ρ)=0 δεν έχει πραγµατικές ρίζες για καµία τιµή θλιπτικού ή εφελκυστικού 

φορτίου. Αποδεικνύεται ότι στο διάστηµα αυτό η (3.42α) έχει σταθερά αρνητικό πρόσηµο. Εποµένως 

λαµβάνοντας υπόψη την σχέση (3.41), δεν µπορεί να αποκλειστεί η εµφάνιση µορφών λύσης που 

ανήκουν στην κατηγορία Β. Πάντως για Ρ=0 – που αντιστοιχεί στη θεωρία α’ τάξης η οποία µελετήθηκε 

στην Παράγραφο 3.2.1.1 – αποδείχθηκε ότι ∆(Ρ=0)>0 για k>c/8 ανεξαρτήτως της τιµής του G, ενώ 

ακόµα και για k<c/8 η τιµή του ∆(Ρ) είναι θετική εντός του εύρους των τιµών του G που ορίζεται από 

τιµές της παραµέτρου που δίνονται από τη (3.38). Αυτό σηµαίνει ότι εντός του διαστήµατος (0, G2) και 

για µικρές τιµές θλιπτικού φορτίου είναι δυνατή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν στην κατηγορία 

Α. Εποµένως, εντός του διαστήµατος (0, G2) είναι δυνατό να εµφανιστούν µορφές λύσης που ανήκουν 

τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β (βλέπε Σχήµα 3.4). 

• Όταν G2<G<G1 η εξίσωση α(Ρ)=0 δεν έχει θετική ρίζα (έχει όµως αρνητικές που αντιστοιχούν σε 

εφελκυστικά φορτία). Άρα και στο διάστηµα αυτό η (3.42α) έχει σταθερά αρνητικό πρόσηµο 

ανεξαρτήτως τιµής του θλιπτικού φορτίου. Αυτό σηµαίνει ότι ισχύουν τα συµπεράσµατα που εκτέθηκαν 

προηγουµένως. 

• Όταν G>G1 η εξίσωση α(Ρ)=0 έχει µια θετική ρίζα η οποία δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( )







 +
−+

+
−= 2

2

p G
ck

EI
4c3EI

2
1

G
ckEI

2
1P  (3.44) 

Αυτό σηµαίνει αφενός ότι στο διάστηµα αυτό, η α(Ρ) αλλάζει πρόσηµο και εποµένως µπορεί να είναι είτε 

θετικό είτε αρνητικό. Πιο συγκεκριµένα, εάν P<Pp τότε α(Ρ)>0, οπότε αποκλείεται η εµφάνιση µορφών 

λύσης που ανήκουν στην κατηγορία Β ενώ εάν P>Pp τότε α(Ρ)<0 όποτε είναι δυνατό να εµφανιστούν 

µορφές λύσης που ανήκουν και στην κατηγορία Α και στην κατηγορία Β.  
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Αν σχηµατιστεί το όριο της έκφρασης (3.44) όταν G → +∞ προκύπτει ότι: 

1pG
P3EIcPlim ==

+∞→
 (3.45) 

Αυτό σηµαίνει ότι για τιµές θλιπτικού φορτίου µεγαλύτερες του P1, η α(P) είναι πάντα αρνητική          

(Σχήµα 3.4). 

Από τη µελέτη της ανίσωσης α(P,G)>0 κάνοντας χρήση της έκφρασης (3.42β) προκύπτουν οι παρακάτω 

χαρακτηριστικές τιµές του θλιπτικού φορτίου: 

3EIcP1 =  (3.46α) 

EIc2P2 =  (3.46β) 

για τις οποίες µπορούν να αποδειχθούν τα εξής (Σχήµα 3.4): 

• Όταν Ρ<Ρ1 τότε υπάρχει µια χαρακτηριστική τιµή της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου Ga κάτω της 

οποίας α(P,G)<0, ενώ άνω της τιµής αυτής α(P,G)>0. Η χαρακτηριστική τιµή είναι: 

( )
( )

( ) ( )
( ) 








−

−
+

+
−

+
=

EI
P4c

3EI
1

P3EIc2
ckEI3

P3EIc2
PckEIG

2

2

2

2a
 (3.47α) 

Η παραπάνω έκφραση για P=0 δίνει: 

( ) ( ) 1

)3.43α(

a G
c
EIck

3
30PG =+==  (3.47β) 

• Όταν P1<P<P2 τότε για κάθε τιµή της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου α(P,G)<0 (Υπάρχει περίπτωση 

να ισχύει α(P,G)<0, για αρνητικές τιµές του G που φυσικά απορρίπτονται). 

• Όταν P>P2 τότε επίσης για κάθε τιµή της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου α(P,G)<0 (είτε για θετικές 

είτε για αρνητικές τιµές του G). 

α(P, G)<0

P

α(P, G)>0

G

α(P, G)<0

α(P, G)<0α(P, G)<0

α(P, G)<0 α(P, G)<0

α(P, G)<0

α(P, G)<0

∆(P, G)>0

Περίπτωση Α

α(P, G)<0 α(P, G)<0

Ρ3Ρ4

Ρ4Ρ3 (G>G3)

(G<G3)

α(P, G
)=0

( )
c

EIck
3
3G 1 +=

( )
c

EIckG 3 +=

( )
c

EIck
2
1G 2 +=

3EIcP1 = EIc2P2 =

EIc

 
Σχήµα 3.4. ∆ιάγραµµα διερεύνησης του πρόσηµου του α(P,G) για την περίπτωση θλιπτικού φορτίου. 
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Πέραν των παραπάνω συµπερασµάτων πρέπει να τονιστεί πως από την (3.42α) προκύπτει ότι η πρώτη 

παράγωγος της α(Ρ) έχει σταθερά αρνητικό πρόσηµο ανεξαρτήτως των τιµών των τριών εδαφικών 

παραµέτρων αλλά και ανεξαρτήτως τιµών του θλιπτικού φορτίου. Αυτό σηµαίνει ότι η α(Ρ) είναι µια 

φθίνουσα συνάρτηση. Εποµένως – και αφού ∆=α3+β2 – και η συνάρτηση ∆(Ρ) είναι φθίνουσα, και µάλιστα 

από την (3.40) προκύπτει ότι: 

( ) −∞=
+∞→

P∆lim
P

 (3.48) 

Άρα, ανεξαρτήτως των τιµών των τριών παραµέτρων k, c, G υπάρχει µια χαρακτηριστική τιµή θλιπτικού 

φορτίου πέραν της οποίας η διακρίνουσα ∆(Ρ) είναι σταθερά αρνητική και εποµένως αποκλείεται η 

εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν στην κατηγορία Α.  

Εποµένως από το πρώτο στάδιο της διερεύνησης προκύπτει το γενικό συµπέρασµα ότι είναι δυνατή 

η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β. 

Β’ Στάδιο διερεύνησης 

Ξεκινώντας το δεύτερο στάδιο της διερεύνησης από τις πιθανές υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Α, 

µπορεί από την σχέση (3.18γ) να γίνει εύκολα η διαπίστωση ότι J3<0 ανεξαρτήτως τιµής θλιπτικού φορτίου. 

Εποµένως σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α η µόνη δυνατή υποπερίπτωση λύσης που ανήκει στην κατηγορία Α, 

είναι η Α1. 

Η διερεύνηση των δυνατών υποπεριπτώσεων λύσης της κατηγορίας Β είναι εξαιρετικά σύνθετη, καθώς οι 

υποπεριπτώσεις αυτές εξαρτώνται εκτός από το πρόσηµο του συντελεστή J3, και από τα πρόσηµα και των 

συντελεστών J1, J2 τα οποία δεν είναι σταθερά, αλλά µεταβάλλονται εντός του πεδίου τιµών που µπορεί να 

λάβει το θλιπτικό φορτίο P. Για την απλοποίηση της διαδικασίας διερεύνησης ορίζονται οι παρακάτω 

χαρακτηριστικές τιµές θλιπτικού φορτίου: 

( )ck
G
EIP3 +=  (3.49α) 

ck
cGP4 +

=  (3.49β) 

καθώς και η παρακάτω χαρακτηριστική τιµή της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου G: 

( )
c
EIckG3 +=  (3.50) 

Η τιµή Ρ3 είναι η τιµή του θλιπτικού φορτίου για την οποία µηδενίζεται ο συντελεστής J1, ενώ η τιµή Ρ4 

είναι η αντίστοιχη τιµή µηδενισµού του J2. Τέλος η τιµή G3 είναι η τιµή της σταθεράς του διατµητικού 

επιπέδου, για την οποία Ρ3=Ρ4. Με τη χαρακτηριστική τιµή G3 το δεύτερο στάδιο της διερεύνησης διασπάται 

σε δυο µέρη που χαρακτηρίζονται από τις εξής συνθήκες: 

• Εάν G<G3 τότε Ρ3>Ρ4, 

• Εάν G>G3 τότε Ρ3<Ρ4, 

ενώ µε τις χαρακτηριστικές τιµές Ρ3, Ρ4 το πεδίο τιµών των θλιπτικών φορτίων χωρίζεται σε τρία πεδία εντός 

των οποίων οι συντελεστές της (3.24) – και κατ’ επέκταση και της (3.22) – έχουν σταθερό πρόσηµο.  
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Ο λόγος για τον οποίο πραγµατοποιείται ο χωρισµός του πεδίου τιµών των θλιπτικών φορτίων σε τέτοιας 

µορφής επί µέρους πεδία, είναι το γεγονός ότι για τη διερεύνηση θα χρησιµοποιηθούν οι σχέσεις του Vièta 

οι οποίες εκτός της (3.39) είναι: 

1321 Jµµµ −=++  (3.51α) 

2313221 Jµµµµµµ =++  (3.51β) 

Η χρήση των παραπάνω σχέσεων µπορεί να οδηγήσει σε ασφαλή συµπεράσµατα µόνον όταν η εφαρµογή 

τους γίνεται σε πεδία τιµών εντός των οποίων οι συντελεστές J1, J2, J3 έχουν σταθερά πρόσηµα. 

Έστω κατ’ αρχήν ότι G<G3 οπότε Ρ3>Ρ4. Στην περίπτωση αυτή το πεδίο των τιµών των θλιπτικών 

φορτίων χωρίζεται σε τρία πεδία σε κάθε ένα από τα οποία ισχύουν τα εξής (Πίνακας 3.3): 

• Πεδίο Π1, 0<Ρ<Ρ4: Στο πεδίο αυτό ισχύουν επίσης τα εξής: J1<0, J2>0, J3<0. Εφόσον διερευνώνται οι 

πιθανές υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Β αυτό σηµαίνει ότι ∆<0 και α<0. Η συνάρτηση φ=cos-1(x) 

(3.33δ) ορίζεται µόνο για –1≤x≤+1 και εποµένως 0≤φ≤π ή 0≤(φ/3)≤(π/3). Άρα η φ/3 κείται στο πρώτο 

τεταρτηµόριο όπου cos(x)>0 και sin(x)>0. Έτσι από τη σχέση (3.33α) προκύπτει ότι t1>0, και επειδή J1<0 

βγαίνει το συµπέρασµα ότι µ1>0 (µ1=t1-(J1/3)). Σ’ αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί στο πεδίο αυτό τα 

πρόσηµα των Ji είναι ίδια µε αυτά τα οποία ισχύουν και για την περίπτωση της δοκού Euler στα πλαίσια 

της θεωρίας Α’ τάξης που µελετήθηκε στην Παράγραφο 3.2.1.1. Ακολουθώντας εποµένως τη µέθοδο που 

χρησιµοποιήθηκε στην παράγραφο αυτή (περίπτωση k<c/8 και G1<G<G2), αποδεικνύεται ότι µ2>0 και 

µ3>0. Εποµένως µ1>0, µ2>0 και µ3>0. Άρα σε αυτό το πεδίο τιµών των θλιπτικών φορτίων,  

εµφανίζεται η υποπερίπτωση λύσης Β1. 

• Πεδίο Π2, P4<P<P3: Στο πεδίο αυτό ισχύουν: J1<0, J2<0, J3<0. ∆εδοµένου ότι J1<0, σύµφωνα µε την 

ανάλυση που προηγήθηκε: µ1>0. Από την σχέση (3.39) προκύπτει ότι µ1µ2µ3>0. Άρα οι µ2, µ3 θα πρέπει 

είναι οµόσηµες. Όµως η σχέση (3.51β) επιβάλλει όπως: µ1µ2+µ2µ3+µ1µ3=J2<0, γεγονός που αποκλείει το 

γεγονός να είναι οι µ2, µ3 θετικοί αριθµοί. Εποµένως µ1>0, µ2<0 και µ3<0. Άρα σε αυτό το πεδίο τιµών 

των θλιπτικών φορτίων, εµφανίζεται η υποπερίπτωση λύσης Β2. 

• Πεδίο Π3, P>P3: Στο πεδίο αυτό ισχύουν: J1>0, J2<0, J3<0. Μπορεί να αποδειχθεί ότι µ1>0, ως εξής: Από 

τη (3.33α), τη σχέση µ1=t1-(J1/3) και αν υποτεθεί ότι µ1<0 προκύπτει: ( ) ( ) ( ) ( )



 −< 3J3J3J5.03φcos 2

2
11 . 

Επειδή όµως J1>0 και J2<0, αυτό σηµαίνει ότι αν µ1<0 θα πρέπει σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, να 

ισχύει cos(φ/3)≤0.5. Όπως όµως τονίστηκε και πιο πάνω: 0≤(φ/3)≤(π/3) → 0.5≤cos(φ/3)≤1. Άρα µ1>0.  

Μπορεί επίσης να αποδειχθεί ότι µ2<0 ως εξής: Επειδή 0≤(φ/3)≤(π/3) → (–1)≤cos[(φ+2π)/3)]≤(–0.5). 

Έτσι από την (3.33β) προκύπτει ότι t2<0. Αν γίνει η υπόθεση ότι µ2>0 τότε από την (3.33β) προκύπτει ότι 

( )[ ] ( ) ( ) ( )



 −>+ 3J3J3J5.032πφcos 2

2
11 . Εφόσον όµως J1>0 και J2<0 θα πρέπει σύµφωνα µε την 

παραπάνω σχέση να ισχύει cos[(φ+2π)/3)]>0 (Άτοπο). Εποµένως µ2<0, και άρα µε βάση την (3.39) µ3<0. 

Έτσι µ1>0, µ2<0 και µ3<0. ∆ηλαδή σε αυτό το πεδίο τιµών των θλιπτικών φορτίων, εµφανίζεται η 

υποπερίπτωση λύσης Β2. 
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Έστω ότι G>G3 οπότε Ρ3<Ρ4. Και στην περίπτωση αυτή το σύνολο των τιµών των θλιπτικών φορτίων 

χωρίζεται σε τρία πεδία σε κάθε ένα από τα οποία ισχύουν τα εξής: 

• Πεδίο Π΄1, 0<Ρ<Ρ3: Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι στην περίπτωση αυτή α(Ρ)>0 για κάθε τιµή των 

τριών εδαφικών παραµέτρων, και εποµένως αποκλείεται να εµφανιστεί µορφή λύσης που ανήκει στην 

κατηγορία Β (Σχήµα 3.4). Άρα δεν τίθεται θέµα διερεύνησης υποπεριπτώσεων της κατηγορίας αυτής. 

• Πεδίο Π΄2, P3<P<P4: Στο πεδίο αυτό ισχύουν: J1>0, J2>0 και J3<0. Ακολουθώντας παρόµοια µέθοδο µε 

αυτήν που ακολουθήθηκε και για το Πεδίο Π3 αποδεικνύεται ότι µ1>0. Επίσης από τη σχέση (3.33β) 

προκύπτει ότι t2<0 και επειδή J1>0, αλλά και µ2=t2 – (J1/3): µ2<0. Τέλος η (3.39) επιβάλλει µ1µ2µ3>0, και 

επειδή µ1>0 και µ2<0 άρα µ3<0. Άρα σε αυτό το πεδίο τιµών των θλιπτικών φορτίων, εµφανίζεται η 

υποπερίπτωση λύσης Β2. 

• Πεδίο Π΄3, Ρ>Ρ4: Στο πεδίο αυτό ισχύουν: J1>0, J2<0 και J3<0. Τα πρόσηµα των Ji είναι όµοια µε αυτά 

του πεδίου Π3 στην περίπτωση G<G3. Εποµένως όπως και στην περίπτωση εκείνη: µ1>0, µ2<0 και µ3<0. 

∆ηλαδή σε αυτό το πεδίο τιµών των θλιπτικών φορτίων, εµφανίζεται η υποπερίπτωση λύσης Β2. 

Με όλη την παραπάνω διαδικασία «σαρώθηκε» όλο το πεδίο των τιµών των τριών παραµέτρων του 

εδαφικού προσοµοιώµατος αλλά και των τιµών του αξονικού φορτίου όταν αυτό είναι θλιπτικό. Από την 

διερεύνηση αυτή προέκυψε το γενικό συµπέρασµα ότι από το σύνολο των πιθανών µορφών λύσης που 

δίνονται στον Πίνακα 3.2α οι µόνες που είναι δυνατό να εµφανιστούν για την συγκεκριµένη περίπτωση είναι 

οι περιπτώσεις: Α1, Β1, Β2 όπως φαίνεται και από τον παρακάτω συγκεντρωτικό πίνακα (Πίνακας 3.3). 

Πίνακας 3.3. Υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Β όπου αυτή εµφανίζεται. 

  ΠΕ∆ΙΑ ΤΙΜΩΝ ΘΛΙΠΤΙΚΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ 
  ΠΕ∆ΙΟ Π1 0<Ρ<Ρ4 ΠΕ∆ΙΟ Π2 Ρ4<Ρ<Ρ3 ΠΕ∆ΙΟ Π3 Ρ>Ρ3 

Πρόσηµα Ji J1<0 J2>0 J3<0 J1<0 J2<0 J3<0 J1>0 J2<0 J3<0 
Πρόσηµα µi µ1>0 µ2>0 µ3>0 µ1>0 µ2<0 µ3<0 µ1>0 µ2<0 µ3<0 G<G3 

(Ρ3>Ρ4) Περίπτωση 
λύσης 

Β1 Β2 Β2 

 ΠΕ∆ΙΟ Π΄1 0<Ρ<Ρ3 ΠΕ∆ΙΟ Π΄2 Ρ3<Ρ<Ρ4 ΠΕ∆ΙΟ Π΄3 Ρ>Ρ4 
Πρόσηµα Ji J1>0 J2>0 J3<0 J1>0 J2<0 J3<0 
Πρόσηµα µi µ1>0 µ2<0 µ3<0 µ1>0 µ2<0 µ3<0 G>G3 

(Ρ3<Ρ4) Περίπτωση 
λύσης 

Αποκλειστικά Περίπτωση 
Α1 Β2 Β2 
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Περίπτωση εφελκυστικού φορτίου 

Α’ Στάδιο διερεύνησης 

Και στην περίπτωση εφελκυστικού φορτίου ισχύει η (3.40) για αρνητικές τιµές του Ρ. Όπως αποδείχθηκε, 

στην Παράγραφο 3.2.1.2α, όταν G2<G<G1 (τα G1, G2 δίνονται από τις σχέσεις (3.43α), (3.43β) αντίστοιχα) η 

εξίσωση α(P)=0 έχει ρίζες οι οποίες δεν είναι θετικές, και εποµένως δεν αντιστοιχούν σε θλιπτικά φορτία. 

Επίσης αποδείχθηκε ότι όταν G>G1 η εξίσωση αυτή έχει δυο ετερόσσηµες ρίζες από τις οποίες η Pp (η 

θετική) δίνεται από τη (3.44), ενώ η αρνητική Ρn δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( )







 +
−−

+
−= 2

2

n G
ck

EI
4c3EI

2
1

G
ckEI

2
1P  (3.52) 

Εποµένως, στην περίπτωση εφελκυστικού φορτίου, για G<G2 η έκφραση α(P) έχει σταθερά αρνητικό 

πρόσηµο, ενώ για G>G2 υπάρχει τιµή αξονικού εφελκυστικού φορτίου (που δίνεται από την (3.44) για  

EIcP −> και από την (3.52) για EIcP −< ) για την οποία επαληθεύεται η εξίσωση α(Ρ)=0. ∆ηλαδή για 

G>G2 η έκφραση α(Ρ) µπορεί να έχει και θετικό πρόσηµο, γεγονός που σηµαίνει ότι γενικά στην περίπτωση 

εφελκυστικού φορτίου είναι πιθανή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο 

και στην κατηγορία Β. Τέλος σχηµατίζοντας το όριο της σχέσης (3.52) όταν G→+∞ τότε 

προκύπτει: 3EIcPlim nG
−=

+∞→
. Αυτό σηµαίνει ότι όταν 3EIcP −<  τότε α(Ρ)<0 ανεξαρτήτως τιµής των 

εδαφικών παραµέτρων k, G, c. Τα παραπάνω δίνονται παραστατικά στο διάγραµµα του σχήµατος 3.5. 

G

P

Περίπτωση Α

∆(P, G)>0
α(P, G)>0

α(P, G)>0

α(P, G)>0

ΡpΡn

α(P, G)>0

0

( )
c
EIck

3
3

+

( )
c
EIck

2
1

+

3EIc− EIc−
 

Σχήµα 3.5. ∆ιάγραµµα διερεύνησης του πρόσηµου του α(P,G) για την περίπτωση εφελκυστικού φορτίου. 
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Β’ Στάδιο διερεύνησης 

Από το πρώτο στάδιο της διερεύνησης προέκυψε το συµπέρασµα ότι είναι δυνατή η εµφάνιση µορφών 

λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β. Στην περίπτωση εφελκυστικού 

φορτίου, οι συντελεστές J1, J2, J3 έχουν τα εξής πρόσηµα: J1<0, J2>0 και J3<0. Τα πρόσηµα αυτά είναι 

σταθερά και ανεξάρτητα των τιµών που µπορεί να λάβει η αξονική φόρτιση. Με βάση τα πρόσηµα αυτά 

βγαίνουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

• Εφόσον J3<0, από τον Πίνακα 3.2α προκύπτει ότι για κάθε τιµή εφελκυστικού φορτίου για την οποία η 

µορφή λύσης ανήκει στην κατηγορία Α, η µορφή αυτή αντιστοιχεί στην υποπερίπτωση Α1.  

• Από τα δεδοµένα πρόσηµα των συντελεστών J1, J2, J3 προκύπτει το συµπέρασµα ότι όταν εµφανίζεται 

µορφή λύσης που ανήκει στην κατηγορία Β η µορφή αυτή αντιστοιχεί στην υποπερίπτωση Β1 (βλέπε 

σχετική απόδειξη που δόθηκε για το Πεδίο Π1 στην περίπτωση θλιπτικού φορτίου). 

3.3.2.2. ∆οκός Timoshenko 

Θεωρία α’ τάξης 

Οι συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης (3.22), J1, J2, J3 για την παρούσα περίπτωση δίνονται από τις 

σχέσεις (3.12α) – (3.12γ). Μπορεί να αποδειχθεί ότι η διακρίνουσα ∆ στην περίπτωση αυτή είναι µια 

συνάρτηση της µορφής: ∆(G)=(Α/G4)+(B/G3)+(Γ/G2)+(Ε/G)+Ζ. Τα Α, Β, Γ, Ε, Ζ, είναι πολύπλοκες 

εκφράσεις των k, c, G και µε πρόσηµα που µεταβάλλονται εντός του πεδίου τιµών των παραµέτρων αυτών. 

Εποµένως το πρώτο στάδιο της διερεύνησης θα γίνει µε τη βοήθεια της έκφρασης: 

( ) ( ) 





 −+



 −+






 +

−= 22

2

3Φ
c

EI
1

3
c

G
12ck

9Φ
c

G
1

3
ckGα  (3.53) 

Α’ Στάδιο διερεύνησης 

Η διερεύνηση της (3.53) θα γίνει για τις παρακάτω περιπτώσεις: 

1. k<2c: Όταν k<2c και ΕΙ3Φc 2>  τότε για κάθε τιµή της σταθεράς του διατµητικού επιπέδου G, η α(G) 

λαµβάνει αρνητικές τιµές (Σχήµα 3.6). Εποµένως σε αυτό το πεδίο τιµών των παραµέτρων k, c είναι 

πιθανή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β. 

Όταν ΕΙ3Φc 2< τότε η ακόλουθη χαρακτηριστική τιµή του G: 

( )
( )

( ) ( )[ ]
( )ΕΙc3Φc2

Φ4ckΕΙc2Φ4ckΕΙc4Φc3EIΦ
ΕΙc3Φ2
2ckEIΦG 2

2322222

21 −
+−+−

+
−
−

−=  (3.54) 

αποτελεί ρίζα της εξίσωσης α(G)=0 και εποµένως σε αυτό το πεδίο τιµών των k, c, η (3.53) αλλάζει 

πρόσηµο. Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι όταν G>G1 τότε α(G)>0, και εποµένως οι µόνες πιθανές 

µορφές λύσης που µπορούν να εµφανιστούν ανήκουν στην κατηγορία Α. Αντίστοιχα όταν G<G1 τότε 

α(G)<0 (βλέπε Σχήµα 3.6). 
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c

G
k<2c

Καµπύλη σχεδιασµένη για k=1.8c

α(G, c)>0

α(G, c)=0

Περίπτωση Α

α(G, c)<0

α(G, c)<0

1

ΕΙ3Φ 2

 
Σχήµα 3.6. ∆ιερεύνηση του προσήµου της έκφρασης α(G) για την περίπτωση k<2c. 

2. k>2c: Όταν k>2c η διερεύνηση πραγµατοποιείται στα παρακάτω πεδία τιµών της παραµέτρου c: 

α. ΕΙ3Φc 2<  (Σχήµα 3.7β): Στην περίπτωση αυτή όταν G<G1 (το G1 δίνεται από τη σχέση (3.54)) τότε 

α(G)<0, ενώ όταν G>G1 τότε α(G)>0. Εποµένως είναι πιθανές τόσο οι λύσεις της κατηγορίας Α όσο και 

της κατηγορίας Β. Πάντως επειδή η α(G) λαµβάνει αρνητικές τιµές µόνον για ένα µικρό εύρος τιµών των 

c, G είναι πολύ πιθανό να µην εµφανίζεται καθόλου λύση που ανήκει στην κατηγορία Β. 

β. ΕΙ4ΦcΕΙ3Φ 22 <<  (Σχήµα 3.7α):  Όταν η παράµετρος c λαµβάνει τιµές εντός αυτού του πεδίου, 

τότε για τη διερεύνηση του προσήµου της α(G) ορίζεται η παρακάτω χαρακτηριστική τιµή του k: 

( )












−

−
+








−
−

−=
EIc4Φ

3ΦEIcEIc
EIc4Φ
EIc2Φ2ck 2

2

2

2

1
 (3.55) 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι σε αυτό το πεδίο τιµών του c, ισχύει: k1>2c. Όταν k<k1, τότε η α(G) λαµβάνει 

αρνητικές τιµές για κάθε τιµή του G, γεγονός που δεν αποκλείει την εµφάνιση τόσο της κατηγορίας Α 

όσο και της κατηγορίας Β. Όταν k>k1 τότε ορίζονται δυο χαρακτηριστικές τιµές της παραµέτρου G: 

[ ]
)G(G   

ΕΙc)c(3Φ2
Φ4cΕΙc)k(2Φ4cΕΙc)kc(4Φ3EIΦ

ΕΙc)(3Φ2
2c)k(EIΦG 122

2322222

21,2 >
−

+−+−
±

−
−

−=  (3.56) 

Όταν G<G1 ή G>G2 τότε α(G)<0 ενώ εάν G1<G<G2 τότε α(G)>0. Εποµένως υπάρχει διάστηµα τιµών του 

G εντός του οποίου εµφανίζονται µόνον λύσεις που ανήκουν στην κατηγορία Α (όταν G1<G<G2). Η 

πιθανότητα εµφάνισης λύσεων που ανήκουν στην κατηγορία Β περιορίζεται µόνο σε τιµές του c πολύ 

κοντά στην τιµή ΕΙ4Φ2 . 

γ. ΕΙ4Φc 2> (Σχήµα 3.7β): Στο πεδίο αυτό για κάθε τιµή του G, η α(G) λαµβάνει µόνον αρνητικές τιµές. 

Εποµένως είναι δυνατή η εµφάνιση λύσεων και της κατηγορίας Α και της κατηγορίας Β. Μάλιστα επειδή 

µπορεί να αποδειχθεί ότι το όριο της έκφρασης α(G) όταν τείνει στο +∞ είτε η παράµετρος k, είτε η 

παράµετρος c, είναι το -∞, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια οριακή τιµή της παραµέτρου G πάνω από την 

οποία ισχύει σταθερά ∆<0 και εποµένως αποκλείεται η εµφάνιση λύσεων της κατηγορίας Α.  
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Περίπτωση 
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(α) (β) 

Σχήµα 3.7. ∆ιαγράµµατα προσδιορισµού του προσήµου του α(G,c) για την περίπτωση της δοκού Timoshenko 
(Θεωρία α’ τάξης) 

Β’ Στάδιο διερεύνησης 

Για τα δεδοµένα πρόσηµα των J1, J2, J3 αποδεικνύεται – όπως και στην περίπτωση της δοκού Euler στα 

πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης – ότι οι υποπεριπτώσεις λύσης που εµφανίζονται είναι οι Α1 και Β1. 

Θεωρία β΄ τάξης 

Στην περίπτωση αυτή οι συντελεστές J1, J2, J3 δίνονται από τις σχέσεις (3.9α) – (3.9γ). Όπως γίνεται 

κατανοητό από τις σχέσεις αυτές, η παρούσα περίπτωση – πέρα από την µεγαλύτερη πολυπλοκότητα σε 

σχέση µε τις προηγούµενες περιπτώσεις – έχει την ιδιοµορφία να χαρακτηρίζεται από εκφράσεις των Ji οι 

οποίες εµφανίζουν στο σηµείο P=Φ ασυνέχεια. Πράγµατι τα πλευρικά όρια των εκφράσεων αυτών όταν το 

Ρ→Φ είναι διάφορα µεταξύ τους και µη πεπερασµένα. Εποµένως το πρόβληµα της διερεύνησης των 

πιθανών µορφών λύσης της (3.22) θα πρέπει να διασπαστεί σε δυο κλάδους που καθένας από αυτούς 

αντιστοιχεί σε τιµές του αξονικού φορτίου µικρότερες ή µεγαλύτερες του Φ. Η παραπάνω διάκριση έχει 

νόηµα µόνον για την περίπτωση θλιπτικού φορτίου. Πριν εκτεθούν τα συµπεράσµατα της διερεύνησης θα 

πρέπει να τονιστεί ότι για τιµές του αξονικού φορτίου που βρίσκονται στην περιοχή γύρω από την τιµή Φ οι 

εξαιρετικά υψηλές τιµές των παραµέτρων, καθιστούν αριθµητικά ασταθείς όλες τις εκφράσεις.  

Εκτός από το διαχωρισµό του προβλήµατος της διερεύνησης µε βάση το κριτήριο Ρ<Φ ή Ρ>Φ, υπάρχει η 

δυνατότητα περαιτέρω διάσπασης του µε βάση την οριακή τιµή που λαµβάνουν οι συντελεστές J1, J2 όταν 

Ρ→Φ. Πιο συγκεκριµένα µε βάση τις παρακάτω παρατηρήσεις: 

• Όταν ( )[ ]ΕΙΦc 2>  τότε −∞=
−→

1
ΦP

Jlim , ενώ όταν ( )[ ]ΕΙΦc 2<  τότε +∞=
−→

1
ΦP

Jlim , 

• Όταν G>G1 τότε +∞=
−→

2
ΦP

Jlim , ενώ όταν G<G1 τότε −∞=
−→

2
ΦP

Jlim , όπου το G1 δίνεται από τη σχέση: 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Η γενική περίπτωση της ελάστικώς εδραζόµενης δοκού επί υποβάθρου τριών παραµέτρων 
 

 

129 









−






 += 21 Φ

EIk1
c
kΦG  (3.57) 

• −∞=
−→

3
ΦP

Jlim  ανεξαρτήτως τιµών των εδαφικών παραµέτρων k, c, G, 

αλλά και µε βάση το κριτήριο Ρ<Φ η Ρ>Φ, το πεδίο τιµών των δυο εδαφικών παραµέτρων c, G διακρίνεται 

σε 8 επιµέρους πεδία, τα οποία χαρακτηρίζονται από διαφορετικό και συγκεκριµένο κατά περίπτωση 

συνδυασµό προσήµων των συντελεστών Ji. Τα πεδία αυτά δίνονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα 

(Πίνακας 3.4), αλλά και στο Σχήµα 3.8 όπου δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των Ji κατά περίπτωση. 

Πίνακας 3.4. Τα πρόσηµα των συντελεστών Jι εντός των πεδίων τιµών των παραµέτρων c, G. 

P<Φ P>Φ  
J1 J2 J3 J1 J2 J3 

G>G1 - + - +/- -/+ + 

ΕΙ
Φc

2

>  
G<G1 - +/- - +/- + + 
G>G1 -/+ + - - -/+ + 

ΕΙ
Φc

2

<  
G<G1 -/+ +/- - - + + 
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Φ
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PP 21

3J J2

1J

1

P P2 1

G< G

iJ

Φ J3
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PP 21
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Σχήµα 3.8. Γραφικές παραστάσεις των συντελεστών Ji για την περίπτωση θλιπτικού φορτίου. 
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Ο διαχωρισµός του προβλήµατος στις υποπεριπτώσεις αυτές διευκολύνει τη διαδικασία διερεύνησης, 

καθώς σε κάθε µια από αυτές είναι σαφώς ορισµένα τα πρόσηµα των συντελεστών Ji.  

Α’ Στάδιο διερεύνησης 

Η µέθοδος που θα χρησιµοποιηθεί για το πρώτο στάδιο της διερεύνησης διαφέρει από τις προηγούµενες 

περιπτώσεις, καθώς η µεγάλη πολυπλοκότητα των συντελεστών Ji καθιστά αδύνατη την αναλυτική 

διαδικασία. Έτσι θα πραγµατοποιηθεί αριθµητική και όχι αναλυτική διερεύνηση η οποία θα επικεντρωθεί 

αποκλειστικά σε εκείνο το πεδίο τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων που ανταποκρίνεται σε τιµές που 

είναι πιθανό να εµφανιστούν στην πράξη. Το πεδίο αυτό οριοθετείται από τις σχέσεις: ( )[ ]ΕΙΦc 2<  και 

G<G1 (το G1 δίνεται από τη σχέση (3.57)). Όλη η παρακάτω διερεύνηση αφορά το συγκεκριµένο πεδίο 

τιµών. Κατ’ αρχήν θα µελετηθεί το πεδίο τιµών του αξονικού φορτίου (0,Φ). 

Όπως φαίνεται και από το Σχήµα 3.8, για τιµές του αξονικού φορτίου µικρότερες του Φ, οι συντελεστές 

J1, J2 αλλάζουν πρόσηµο. Ορίζονται έτσι οι παρακάτω χαρακτηριστικές τιµές του αξονικού φορτίου: 

( )[ ]
( ) ΦGckEI

GΦcΦkEIP1 ++
++

=  (3.58α) 

( )
( )ckΦ

EIkΦGcP2 +
+

=  (3.58β) 

Όταν P<P1 τότε J1<0 (και αντίστοιχα όταν P>P1 τότε J1>0), ενώ όταν P<P2 τότε J2>0 (και αντίστοιχα όταν 

P>P2 τότε J2<0). Επειδή γενικά P1≠P2, το πεδίο (0,Φ) διακρίνεται σε τρία επιµέρους πεδία. Όπως θα 

αποδειχθεί παρακάτω, εντός του µελετούµενου πεδίου τιµών των c, G δεν υπάρχει σταθερή σχέση διάταξης 

µεταξύ των Ρ1 και Ρ2 (δηλαδή υπάρχει περίπτωση να ισχύει, τόσο Ρ1>Ρ2 όσο και Ρ1<Ρ2). Εποµένως κατά τη 

διαδικασία που θα ακολουθήσει, θα πρέπει να µελετηθεί τόσο η περίπτωση Ρ1>Ρ2 αλλά και η περίπτωση 

Ρ1<Ρ2. Τα πρόσηµα που λαµβάνουν οι συντελεστές J1, J2, J3 κατά περίπτωση, δίνονται από τον παρακάτω 

πίνακα (Πίνακας 3.5). 

Πίνακας 3.5. Τα πρόσηµα των J1, J2, J3 στο πεδίο που ορίζεται από τις συνθήκες ( )[ ]ΕΙΦc 2<  και G<G1. 

 Ρ1>Ρ2 Ρ1<Ρ2 

 Ρ<Φ Ρ<Φ 

 0<Ρ<Ρ2 Ρ2<Ρ<Ρ1 Ρ>Ρ1 
Ρ>Φ 

0<Ρ<Ρ1 Ρ1<Ρ<Ρ2 Ρ>Ρ2 
Ρ>Φ 

J1 - - + - - + + - 

J2 + - - + + + - + 

J3 - - - + - - - + 

Η διαδικασία διερεύνησης που ακολουθήθηκε συνίσταται στα παρακάτω βήµατα: 

1.     Το µελετούµενο πεδίο τιµών των εδαφικών παραµέτρων c, G, διακριτοποιήθηκε ως εξής: 

• Το πεδίο τιµών της παραµέτρου c (0, Φ2/ΕΙ) διακριτοποιήθηκε µε τις εξής οκτώ τιµές: c=0.01(Φ2/ΕΙ), 

c=0.05(Φ2/ΕΙ), c=0.1(Φ2/ΕΙ), c=0.2(Φ2/ΕΙ), c=0.4(Φ2/ΕΙ), c=0.6(Φ2/ΕΙ), c=0.8(Φ2/ΕΙ), c=1.0(Φ2/ΕΙ). 
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• Το πεδίο τιµών της παραµέτρου G (0, G1) διακριτοποιήθηκε µε αντίστοιχο τρόπο µε εννέα τιµές: 

G=0.001G1, G=0.01G1, G=0.05G1, G=0.1G1, G=0.2G1, G=0.4G1, G=0.6G1, G=0.8G1, G=1.0G1. 

2.    Σχηµατίστηκαν όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των παραπάνω διακριτών τιµών των c, G. Για κάθε ζεύγος 

τιµών (c, G) σχεδιάστηκαν σε σύστηµα αξόνων ∆ – Ρ γραφήµατα της διακρίνουσας ∆, για τις 

παρακάτω τιµές της παραµέτρου k: k=0.1c, c, 10c και 100c (ενδεικτικές καµπύλες για την περίπτωση 

c=0.1(Φ2/ΕΙ) / G=0.1G1 δίνονται στο Σχήµα 3.9). 
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Σχήµα 3.9. Καµπύλες της διακρίνουσας ∆(Ρ) για την περίπτωση c=0.1(Φ2/ΕΙ) / G=0.1G1 

3.    Για κάθε καµπύλη, προσδιορίστηκαν, οι µεταβολές του προσήµου της διακρίνουσας ∆, και τα σηµεία 

(τιµές του αξονικού θλιπτικού φορτίου Ρ) αλλαγής προσήµου της. Παράλληλα προσδιορίστηκε η θέση 

των σηµείων αλλαγής του προσήµου σε σχέση µε τις χαρακτηριστικές τιµές του αξονικού φορτίου Ρ1, 

Ρ2 (σχέσεις 3.58α, 3.58β), καθώς και η σχέση διάταξης των τιµών αυτών (Ρ1>Ρ2 ή Ρ2>Ρ1). 
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Τα γενικά συµπεράσµατα που προέκυψαν από την παραπάνω διερεύνηση είναι τα ακόλουθα: 

1. Η εξίσωση ∆(Ρ)=0 έχει σε κάθε περίπτωση – πλην της οριακής περιπτώσεως c=1.0(Φ2/ΕΙ) / G=G1 – µια 

ρίζα εντός του διαστήµατος 0<Ρ<Φ. Αυτό σηµαίνει ότι εντός του διαστήµατος αυτού η διακρίνουσα ∆(Ρ) 

αλλάζει πρόσηµο. Εποµένως είναι πιθανή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία 

Α όσο και στην κατηγορία Β. 

2. Γενικά η ρίζα της εξίσωσης ∆(Ρ)=0 βρίσκεται στο διάστηµα (Ρ2,Φ) όταν Ρ1>Ρ2 ή στο διάστηµα (Ρ1,Φ) 

όταν Ρ2>Ρ1. Στην πλειονότητα των περιπτώσεων η ρίζα αυτή βρίσκεται εντός του διαστήµατος που 

ορίζουν οι τιµές Ρ1, Ρ2. 

Για την περίπτωση Ρ>Φ ακολουθήθηκε η ίδια διακριτοποίηση του πεδίου τιµών των παραµέτρων c, G 

όπως και στην περίπτωση Ρ<Φ. Από την διερεύνηση αυτή προέκυψαν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

Αποδείχθηκε ότι για συγκεκριµένους συνδυασµούς τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων εντός του 

µελετούµενου πεδίου τιµών τους, η εξίσωση ∆(Ρ)=0 έχει µια (π.χ. όταν c=0.4(Φ2/ΕΙ) / G=0.4G1 / k=c) ή δυο 

ρίζες (π.χ. όταν c=0.2(Φ2/ΕΙ) / G=0.2G1 / k=c). Εποµένως στις περιπτώσεις αυτές η διακρίνουσα ∆ αλλάζει 

πρόσηµο. Υπάρχουν βέβαια περιπτώσεις συνδυασµών τιµών των τριών παραµέτρων για τους οποίους η 

εξίσωση ∆(Ρ)=0 δεν έχει καµία ρίζα (π.χ. όταν c=0.2(Φ2/ΕΙ) / G=0.4G1 / k=c), και δεδοµένου ότι γενικά – 

όπως µπορεί να αποδειχθεί αναλυτικά – ισχύει: 
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προκύπτει το συµπέρασµα ότι ∆(Ρ)<0 σε όλο το πεδίο τιµών Ρ>Φ. Από τις παραπάνω παρατηρήσεις 

προκύπτει το γενικό συµπέρασµα ότι στο πεδίο τιµών Ρ>Φ είναι πιθανή η εµφάνιση περιπτώσεων λύσης που 

ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β.  

B’ Στάδιο διερεύνησης 

Για τιµές του αξονικού φορτίου Ρ<Φ το δεύτερο στάδιο της διερεύνησης των υποπεριπτώσεων της 

κατηγορίας Β θα πρέπει να γίνει – σύµφωνα µε το δεύτερο συµπέρασµα του πρώτου σταδίου – εντός των 

διαστηµάτων (Ρ2, Ρ1) και (Ρ1,Φ) για την περίπτωση Ρ1>Ρ2, και εντός των διαστηµάτων (Ρ1, Ρ2), (Ρ2,Φ) για 

την περίπτωση Ρ1<Ρ2 (Πίνακας 3.5). 

• Ρ1>Ρ2 / Ρ2<Ρ<Ρ1: J1<0, J2<0, J3<0. Η περίπτωση αυτή είναι αντίστοιχη µε αυτή του πεδίου Π2 που 

µελετήθηκε στα πλαίσια της διερεύνησης της δοκού Euler β’ τάξης (Πίνακας 3.3). Όπως αποδείχθηκε για 

την περίπτωση εκείνη, στα δεδοµένα πρόσηµα των Ji αντιστοιχεί η υποπερίπτωση λύσης Β2. 

• Ρ1>Ρ2 / Ρ>Ρ1 και Ρ1<Ρ2 / Ρ>Ρ2: J1>0, J2<0, J3<0. Η περίπτωση αυτή είναι αντίστοιχη µε αυτή του πεδίου 

Π3 που µελετήθηκε στα πλαίσια της διερεύνησης της δοκού Euler β’ τάξης (Πίνακας 3.3). Όπως 

αποδείχθηκε για την περίπτωση εκείνη, στα δεδοµένα πρόσηµα των Ji αντιστοιχεί η Περίπτωση Β2. 

•  Ρ1<Ρ2 / Ρ1<Ρ<Ρ2: J1>0, J2>0, J3<0. Η περίπτωση αυτή είναι αντίστοιχη µε την περίπτωση του πεδίου Π΄2 

που µελετήθηκε στα πλαίσια της διερεύνησης της δοκού Euler β’ τάξης (Πίνακας 3.3). Όπως 

αποδείχθηκε για τα δεδοµένα πρόσηµα των Ji αντιστοιχεί η Περίπτωση Β2. 
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Όσον αφορά τις υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Α, το γεγονός ότι σε όλο το πεδίο (0,Φ) ισχύει J3<0 

οδηγεί στο συµπέρασµα – σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α – ότι στο συγκεκριµένο πεδίο είναι πιθανή η 

εµφάνιση µόνο της υποπερίπτωσης Α1. 

Για τιµές του αξονικού φορτίου Ρ>Φ, όσο αναφορά τις υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Β, µπορεί να 

αποδειχθεί ότι εµφανίζεται η Β3. Η απόδειξη έχει ως εξής: Τα πρόσηµα των συντελεστών Ji είναι (Πίνακας 

3.5): J1<0, J2>0, J3>0. Από τη σχέση (3.39) προκύπτει ότι µ1µ2µ3<0. Όπως αποδείχθηκε κατά τη διερεύνηση 

της δοκού Euler στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης (Παράγραφος 3.2.1.2), όταν ∆<0 η ρίζα µ1 είναι πάντα 

θετική (µ1>0). Μπορεί επίσης να αποδειχθεί µε τρόπο παρόµοιο µε εκείνον που παρουσιάστηκε κατά τη 

διερεύνηση της δοκού Euler στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης (Παράγραφος 3.2.1.1) ότι για τα δεδοµένα 

πρόσηµα των Ji η εξίσωση (3.24) έχει τουλάχιστον δυο θετικές ρίζες. Ωστόσο επειδή µ1µ2µ3<0 αποκλείεται 

να είναι και οι τρεις ρίζες θετικές. Εποµένως στην περίπτωση αυτή η (3.24) έχει δυο θετικές ρίζες και µια 

αρνητική. Από τις σχέσεις (3.33β), (3.33γ) προκύπτει ότι t2<t3 και εποµένως επειδή µi=ti – (J1/3) συνεπάγεται 

ότι µ2<µ3. Αυτό σηµαίνει ότι η ρίζα µ2 είναι αρνητική και η µ3 θετική. ∆ηλαδή: µ1>0, µ2<0, µ3>0. Αυτός ο 

συνδυασµός προσήµων των µ1, µ2, µ3 αντιστοιχεί σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α στην υποπερίπτωση Β3. 

Όσον αφορά τις υποπεριπτώσεις της κατηγορίας Α για τιµές του αξονικού φορτίου Ρ>Φ, το γεγονός ότι 

για τις τιµές αυτές J3>0 οδηγεί στο συµπέρασµα – σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α – ότι η εµφανιζόµενη 

υποπερίπτωση είναι η Α2. 

Για την περίπτωση εφελκυστικού φορτίου πραγµατοποιήθηκε µια παρόµοιας µορφής διερεύνηση στο ίδιο 

πεδίο τιµών των εδαφικών παραµέτρων. Από το πρώτο στάδιο της διερεύνησης προέκυψε το γενικό 

συµπέρασµα ότι εντός του πεδίου τιµών Ρ<0, η εξίσωση ∆(Ρ)=0 αλλάζει πρόσηµο και εποµένως είναι 

δυνατή η εµφάνιση µορφών λύσης που ανήκουν τόσο στην κατηγορία Α όσο και στην κατηγορία Β. Από το 

δεύτερο στάδιο της διερεύνησης προέκυψε το γενικό συµπέρασµα ότι οι δυνατές υποπεριπτώσεις λύσης 

είναι οι Α1 και Β1. 

Τα αποτελέσµατα της διερεύνησης όλων των περιπτώσεων που εξετάστηκαν στις προηγούµενες 

παραγράφους, συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 3.6. ∆υνατές µορφές λύσης της εξίσωσης 3.22 για όλες τις περιπτώσεις του Πίνακα 3.1 

 ∆υνατές µορφές λύσης κατά τον Πίνακα 3.2α 

α’ τάξη Α1 / Β1 

Θλιπτικό φορτίο Α1 / Β1 / Β2 Euler 
β’ τάξη 

Εφελκυστικό φορτίο Α1 / Β1 

α’ τάξη Α1 / Β1 

Θλιπτικό φορτίο Α1 / Α2 / Β2 / Β3 Timoshenko 
β’ τάξη 

Εφελκυστικό φορτίο Α1 / Β1 
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3.4. Σχηµατισµός των µητρώων δυσκαµψίας 

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστεί η διαδικασία σχηµατισµού των µητρώων δυσκαµψίας για όλες 

τις περιπτώσεις του Πίνακα 3.1. Ο σχηµατισµός των µητρώων θα γίνει µε δυο µεθόδους: 

1. Μέθοδος Α’: Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή τα µητρώα δυσκαµψίας θα σχηµατιστούν µε χρήση των 

συναρτήσεων που αποτελούν τις ακριβείς λύσεις των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα. 

Οι συναρτήσεις αυτές καταστρώθηκαν στην Παράγραφο 2 του παρόντος κεφαλαίου. 

2. Μέθοδος Β’: Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή τα µητρώα δυσκαµψίας θα σχηµατιστούν µε χρήση 

προσεγγιστικών συναρτήσεων παρεµβολής, δηλαδή µε την κλασσική µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων. Η χρησιµότητα τις ανάπτυξης των µητρώων αυτών συνίσταται στην αντιµετώπιση 

προβληµάτων όπου είτε η διατοµή της δοκού είτε κάποια από τις εδαφικές παραµέτρους δεν είναι 

σταθερή κατά µήκος της δοκού. Εποµένως απαιτείται διακριτοποίηση των δοκών σε επί µέρους στοιχεία. 

Εξάλλου είναι δυνατή και η χρήση των αναλυτικών λύσεων των εξισώσεων ως συναρτήσεων 

παρεµβολής. 

3.4.1. ∆οκός Timoshenko 

3.4.1.1. Θεωρία β’ τάξης 

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα είναι οι (3.7α), (3.7β) και (3.10) όπως προέκυψε από 

τη διαδικασία που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.2.1.1. Η µορφή των συναρτήσεων που αποτελούν την 

ακριβή λύση των (3.7α), (3.7β) δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη εντός του πεδίου τιµών που µπορούν να 

λάβουν οι τρεις εδαφικοί παράµετροι c, k, G και το αξονικό φορτίο. Σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.6 οι 

διαφορετικές µορφές λύσης είναι τέσσερις στην περίπτωση θλιπτικού φορτίου (Α1, Α2, Β2, Β3), και δυο στην 

περίπτωση εφελκυστικού φορτίου (Α1, Β1). Εποµένως αν ακολουθηθεί η µέθοδος Α’ θα πρέπει να 

σχηµατιστούν πέντε διαφορετικά µητρώα δυσκαµψίας (για τις µορφές λύσης Α1, Α2, Β1, Β2, Β3) έτσι ώστε να 

καλυφθεί όλο το εύρος του πεδίου τιµών των c, k, G και Ρ. Αντίθετα αν επιλεγεί η µέθοδος Β’ ο 

σχηµατισµός του µητρώου δυσκαµψίας δεν απαιτεί διαχωρισµό σε υποπεριπτώσεις καθώς θα γίνει χρήση 

µιας αλγεβρικής συνάρτησης παρεµβολής η οποία µπορεί να προσεγγίσει – µε κατάλληλη διακριτοποίηση 

του προβλήµατος – την ακριβή λύση ανεξαρτήτως των τιµών που µπορούν να λάβουν οι παράµετροι  c, k, G 

αλλά και το αξονικό φορτίο Ρ. 

3.4.1.1α. Μέθοδος Α’  

Αρχικά θα πρέπει να καθοριστούν οι βασικές και οι δευτερεύουσες παράµετροι του προβλήµατος. Αν 

ληφθεί υπόψη ότι για τα εντατικά µεγέθη Μ, V, VG ισχύουν οι ακόλουθες γνωστές σχέσεις: 

( ) 





=

dx
dψEIxM  (3.59α) 

( ) 
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=

dx
dwΡ

dx
ψdEIxV 2
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 (3.59β) 

( ) 
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 (3.59γ) 
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τότε η σχέση (3.5) παίρνει την παρακάτω µορφή: 
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(3.60) 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει το συµπέρασµα ότι βασικές παράµετροι του προβλήµατος είναι τα µεγέθη 

µετακίνησης (γενικευµένες µετακινήσεις): w (συνολική κατακόρυφη µετακίνηση), wk (κατακόρυφη 

µετακίνηση της διατµητικής στρώσης), και ψ (γωνία στροφής των διατοµών). Αντιστοίχως οι δευτερεύουσες 

παράµετροι είναι τα εντατικά µεγέθη τα οποία είναι εργικώς ανταποκρινόµενα στις βασικές παραµέτρους. 

Εποµένως οι δευτερεύουσες παράµετροι είναι: η ροπή κάµψης της δοκού M, η τέµνουσα δύναµη της δοκού 

V, και η τέµνουσα δύναµη που καταπονεί τη διατµητική στρώση VG. Ο συνολικός αριθµός των βασικών και 

των δευτερευόντων παραµέτρων είναι 6, αριθµός που είναι ίσος µε τη συνολική τάξη του συστήµατος των 

διαφορικών εξισώσεων (3.7α), (3.7β) και (3.10), που διέπουν το πρόβληµα. 

Το επόµενο στάδιο της µεθόδου αφορά τον καθορισµό των συναρτήσεων που περιγράφουν τις βασικές 

παραµέτρους του προβλήµατος, δηλαδή τις µετακινήσεις w, wk, ψ. ∆εδοµένης της τάξης του προβλήµατος, 

οι συναρτήσεις αυτές θα πρέπει να έχουν την παρακάτω γενική µορφή: 

665544332211 fCfCfCfCfCfCw(x) +++++=  (3.61α) 

665544332211k fCfCfCfCfCfC(x)w ′+′+′+′+′+′=  (3.61β) 

665544332211 fCfCfCfCfCfCψ(x) ′′+′′+′′+′′+′′+′′=  (3.61γ) 

Οι συναρτήσεις (3.61β), (3.61γ) στα πλαίσια της µεθόδου Α’ θα πρέπει να είναι οι ακριβείς λύσεις των 

οµογενών εξισώσεων των (3.7α), (3.7β). Η συνάρτηση (3.61α) προκύπτει από τις άλλες δυο µέσω της 

σχέσης (3.10). Εφόσον γίνεται χρήση των συναρτήσεων που αποτελούν την ακριβή λύση του προβλήµατος, 

η µορφή των συναρτήσεων f1 – f6 εξαρτάται από τις τιµές των παραµέτρων c, k, G και του αξονικού φορτίου 

P. Όπως τονίστηκε και πιο πάνω για την περίπτωση της δοκού Timoshenko στα πλαίσια της θεωρίας β’ 

τάξης οι πιθανές µορφές που µπορούν να λάβουν οι f1 – f6 αντιστοιχούν στις περιπτώσεις Α1, Α2, Β1, Β2, Β3 

των Πινάκων 3.2α και 3.2β. Είναι προφανές ότι στις περιπτώσεις αυτές αντιστοιχούν και διαφορετικά 

µητρώα δυσκαµψίας. Ωστόσο η διαδικασία σχηµατισµού τους είναι κοινή, και παρακάτω θα παρουσιαστεί 

µε τέτοιο γενικό τρόπο ώστε να µπορεί να ειδικευτεί εύκολα, για κάθε µια από τις πιθανές µορφές λύσης. 

Από τις σχέσεις (3.61α), (3.61β) και (3.61γ) προκύπτει το συµπέρασµα ότι προκειµένου να ορισθούν 

πλήρως οι βασικές παράµετροι του προβλήµατος θα πρέπει να προσδιοριστούν οι 18 σταθερές ολοκλήρωσης 

C1 – C6, C1΄ - C6΄ και C1΄΄ - C6΄΄. Από τη σχέση (3.60) προκύπτει ότι οι συνοριακές συνθήκες µέσω των 

οποίων είναι δυνατός ο προσδιορισµός των σταθερών αυτών είναι έξι. Εποµένως ο αριθµός των συνοριακών 

συνθηκών είναι ανεπαρκής. Ωστόσο οι σταθερές ολοκλήρωσης δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, καθώς οι 

σταθερές C1 – C6 µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των σταθερών C1΄ - C6΄ µε τη βοήθεια της σχέσης 

(3.10). Επίσης, οι σταθερές C1΄΄ - C6΄΄ µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των σταθερών C1΄ - C6΄ µε τη 

βοήθεια της σχέσης (3.6γ). Εποµένως οι συναρτήσεις (3.61α) - (3.61γ) µπορούν να γραφούν ως εξής: 
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6w65w54w43w32w21w1 fCfCfCfCfCfCw(x) ′+′+′+′+′+′=  (3.62α) 

665544332211k fCfCfCfCfCfC(x)w ′+′+′+′+′+′=  (3.62β) 

6ψ65ψ54ψ43ψ32ψ21ψ1 fCfCfCfCfCfCψ(x) ′+′+′+′+′+′=  (3.62γ) 

Στις παραπάνω σχέσεις οι συναρτήσεις fiw, fiψ είναι εκφράσεις των συναρτήσεων fi. Εποµένως η µορφή 

των εκφράσεων αυτών εξαρτάται από την µορφή λύσης των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος. Επί 

παραδείγµατι για την περίπτωση κατά την οποία σχηµατίζεται το µητρώο δυσκαµψίας για την µορφή λύσης 

Α1 οι εκφράσεις αυτές είναι: 

111w fAf =  32434w fAfAf −=  

212w fAf =  62535w fAfAf −=  

42333w fAfAf +=  52636w fAfAf +=  

(3.63α) 

141ψ fAf =  45364ψ fAfAf +=  

242ψ fAf −=  66555ψ fAfAf −−=  

46353ψ fAfAf −=  65566ψ fAfAf −=  

(3.63β) 

Όπου: 
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QΑRΑα 231 +=  QΑRΑα 322 −=  

( ) Φ+−−= 22 QRΕΙ1β  2EIRQβ2 =  

Τα R1, R, Q δίνονται από τις σχέσεις (3.30α), (3.30β), (3.30γ) αντίστοιχα.  

Επόµενο βήµα είναι η έκφραση των βασικών παραµέτρων και των δευτερευόντων παραµέτρων 

συναρτήσει των σταθερών ολοκλήρωσης C1΄ - C6΄. Για το σκοπό αυτό, τίθενται κατ’ αρχήν: 

w(0)u1 =  ψ(0)u 2 =  (0)wu k3 =  

  w(L)u4 =  ψ(L)u5 =  (L)wu k6 =  
(3.64α) 
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(3.64β) 

Οι σχέσεις (3.64α) και (3.64β) µπορούν να γραφούν σε µητρωϊκή ως εξής: 

[ ] [ ][ ]CRu ′=  (3.65α) 

[ ] [ ][ ]CQs ′=  (3.65β) 
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Όπου: 

[ ] 654321
T uuuuuuu =  (3.66α) 

[ ] 654321
T sssssss =  (3.66β) 

[ ] 654321
T CCCCCCC ′′′′′′=′  (3.66γ) 

Η µορφή των µητρώων [R], [Q] εξαρτάται από την µορφή λύσης της διαφορικής εξίσωσης του 

προβλήµατος. Για την περίπτωση λύσης Α1 τα εν λόγω µητρώα είναι: 
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(3.67α) 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
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(3.67β) 

Όπου: 

( ) ( )11
2
141 RAPRAEId +=  112 ΡαEIbd +=  223 ΡαEIbd −=  

( ) ( ) 65
22

1 A2RQAQRb −−=  ( ) ( ) 56
22

2 A2RQAQRb +−=   

QARAb 563 +=  QARAb 654 −=   

Η αντιστροφή της σχέσης (3.65α) δίνει: 

[ ] [ ] [ ]uRC 1−=  (3.68) 

Εισάγοντας την παραπάνω σχέση στην (3.65β) προκύπτει: 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ]      uKs    uRQs 1 =⇒= −  (3.69) 

Το διαστάσεων 6x6 µητρώο [ ] [ ][ ] 1RQK −= είναι το ζητούµενο µητρώο δυσκαµψίας. Με παρόµοια 

διαδικασία µπορούν να σχηµατιστούν τα µητρώα R, Q που αντιστοιχούν στις µορφές λύσης Α2, Β1, Β2, Β3 οι 

οποίες σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.6, αποτελούν τις δυνατές µορφές λύσης για την περίπτωση της δοκού 

Timoshenko στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. Τα µητρώα αυτά δίνονται στο Παράρτηµα Α. 
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3.4.1.1β. Μέθοδος Β’  

Πρώτο βήµα στην διαδικασία σχηµατισµού των µητρώων δυσκαµψίας σύµφωνα τη µέθοδο Β’ είναι η 

επιλογή των συναρτήσεων παρεµβολής µε τις οποίες θα προσεγγιστεί η λύση των διαφορικών εξισώσεων 

του προβλήµατος. Η πιο συνήθης µορφή συναρτήσεων παρεµβολής είναι οι αλγεβρικές συναρτήσεις. 

Εποµένως αντί των συναρτήσεων που αποτελούν την ακριβή λύση του προβλήµατος (Πίνακες 3.2α, 3.2β), η 

διαδικασία ξεκινά από τις συναρτήσεις: 

( ) 5
6

4
5

3
4

2
321k xCxCxCxCxCCxw ′+′+′+′+′+′=  (3.70α) 

( ) 5
6

4
5

3
4

2
321 xCxCxCxCxCCxψ ′′+′′+′′+′′+′′+′′=  (3.70β) 

Έχοντας καθορίσει τη µορφή των δυο από τις τρεις συναρτήσεις που καθορίζουν τους δυο από τους τρεις 

αγνώστους του προβλήµατος, ορίζεται και η τρίτη (η συνάρτηση w της συνολικής κατακόρυφης 

µετακίνησης) µε τη βοήθεια της σχέσης (3.10): 

 ( )

6
35

5
24

4
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3
2

21
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G20x

c
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c
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 +=

 

(3.71) 

Παράλληλα, µέσω της σχέσης (3.6γ) επιτυγχάνεται ο συσχετισµός των σταθερών C1΄ – C6΄ µε τις σταθερές 

C1΄΄ – C6΄΄, οπότε η σχέση (3.70β) παίρνει τη µορφή: 

 ( )

6
24

5
2

4
2

32

Cr
Φ
EI24rx21x

c
k15

Cx
c
k16r4xCx

c
k12r3Cx

c
k12C

c
k1xψ

′







++






 ++

+′













 +++′














 +++′














 ++′






 +=

 

(3.72α) 

Όπου: 

c
G

c
k1

Φ
EIr −






 +=  (3.72β) 

Επόµενο βήµα είναι η έκφραση των βασικών παραµέτρων (γενικευµένες µετακινήσεις) συναρτήσει των 

σταθερών ολοκλήρωσης C1΄ - C6΄, δηλαδή ο σχηµατισµός του µητρώου [R]. Η κατάστρωση των σχέσεων 

(3.64α) µε εφαρµογή των (3.70α), (3.71) και (3.72α) δίνει: 
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(3.73) 
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Οι σχέσεις (3.70α), (3.71) και (3.72α) µπορούν να γραφούν σε µητρωϊκή µορφή ως εξής: 

[ ][ ]Cfwk ′=  (3.74α) 

[ ][ ]Cfw w ′=  (3.74β) 

[ ][ ]Cfψ ψ ′=  (3.74γ) 

Όπου το ανάστροφο του µητρώου στήλη [C΄]Τ δίνεται από τη σχέση (3.66γ), ενώ: 

[ ] [ ]5432 xxxxx1f =  (3.75α) 

[ ] 
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 +
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 += 352432

w x
c
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c
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c
G21x
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k1x
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c
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c
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c
k1x

c
k1

c
k1f  (3.75β) 

[ ] 
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 += r

Φ
EI24rx21x

c
k15x

c
k16r4xx

c
k12r3x

c
k12

c
k10f 2422

ψ
 (3.75γ) 

Τα µητρώα [fW] και [fΨ] συνδέονται µε το µητρώο [f] µε τις παρακάτω µητρωικές σχέσεις: 

[ ] [ ][ ]Tw
T

w fJf =  (3.76α) 

[ ] [ ][ ]Tψ
T

ψ fJf =  (3.76β) 

Τα µητρώα [Jw], [Jψ] είναι: 

[ ]
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(3.77α) 
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c
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c
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c
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J ψ

 
(3.77β) 

Αν εισαχθεί η (3.68) στις (3.74β) και (3.74γ), και αν ληφθούν υπόψη οι (3.76α) και (3.76β), προκύπτει: 

[ ][ ] [ ] [ ]uRJfw 1T
w

−=  (3.78α) 

[ ][ ] [ ] [ ]uRJfψ 1T
ψ

−=  (3.78β) 
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Τέλος αν τεθούν:  

[ ] [ ][ ] 1
wk RfN −=  (3.79α) 

[ ] [ ][ ] [ ] 1T
ww RJfN −=  (3.79β) 

[ ] [ ][ ] [ ] 1T
ψψ RJfN −=  (3.79γ) 

οι σχέσεις (3.74α), (3.78α) και (3.78β) γράφονται:  

[ ][ ]uNw wkk =  (3.80α) 

[ ][ ]uNw w=  (3.80β) 

[ ][ ]uNψ ψ=  (3.80γ) 

Επειδή ως γνωστό ισχύει wc=w-wk προκύπτει ότι: 

[ ] [ ]{ }[ ] [ ][ ]uNuNNwww wcwkwkc =−=−=  (3.81) 

Τα µητρώα [Νw], [Nwk], [Nψ] και [Nwc] είναι τα µητρώα των συναρτήσεων µορφής.  

Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζεται ότι η παραπάνω διαδικασία µπορεί να γίνει και για τις συναρτήσεις που 

αποτελούν την ακριβή λύση των εξισώσεων του προβλήµατος (Πίνακες 3.2α και 3.2β). 

Είναι γνωστό ότι ισχύουν:   

[ ] [ ] [ ][ ]uBuN
dx
d

dx
dψ

bψ =





=  (3.82α) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBuN
dx
d

dx
dw

ww =





=  (3.82β) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBuN
dx
d

dx
dw

wkwk
k =






=  (3.82γ) 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]uBuNN
dx
duNuN

dx
dψ

dx
dw

Sψwψw =



 −=−






=−  (3.82δ) 

και επιπλεόν: 

[ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]uNNuuNuNwww wkwkwk
Τ

wkkk
2
k

ΤΤ===  (3.83α) 

[ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]uNNuuNuNwww wcwcwc
Τ

wccc
2
c

ΤΤ===  (3.83β) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBBu
dx
dψ

b
T

b
T

2

=





  (3.83γ) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBBu
dx
dw

w
T

w
T

2

=





  (3.83δ) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBBu
dx

dw
wk

T
wk

T
2

k =





  (3.83ε) 

[ ] [ ] [ ][ ]uBBuψ
dx
dw

S
T

S
T

2

=





 −  (3.83στ) 
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Αντικαθιστώντας τις (3.83α) – (3.83στ) στην (3.1) – και θέτοντας q=0 – προκύπτει:  

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]udxBBPu
2
1udxBBu

2
1udxBBGu

2
1

udxNNku
2
1udxNNcu

2
1udxBBEIu

2
1π

w

TL

0 w
T

S

TL

0 S
T

wk

TL

0 wk
T

wk

TL

0 wk
T

wc

TL

0 wc
T

b

TL

0 b
T

T







−






 Φ+






+

+





+






+






=

∫∫∫

∫∫∫
 

(3.84) 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί και ως εξής: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ][ ]uKu
2
1uKKKKKKu

2
1π T

gGkcsb
T

T =−++++=  (3.85) 

To µητρώο [Κ] είναι το ζητούµενο µητρώο δυσκαµψίας. Το µητρώο αυτό συντίθεται από τα παρακάτω 

µητρώα: 

[ ] [ ] [ ]dxBBEIK b

TL

0 bb ∫=  είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην καµπτική 

παραµόρφωση της δοκού 

[ ] [ ] [ ]dxBBΦK S

TL

0 Ss ∫=  
είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην διατµητική 

παραµόρφωση της δοκού 

[ ] [ ] [ ]dxNNcK wc

TL

0 wcc ∫=  
είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην παραµόρφωση της 

άνω στρώσης των ελατηρίων 

[ ] [ ] [ ]dxNNkK wk

TL

0 wkk ∫=  
είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην παραµόρφωση της 

άνω στρώσης των ελατηρίων 

[ ] [ ] [ ]dxBBGK wk

TL

0 wkG ∫=  
είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην παραµόρφωση της 

διατµητικής στρώσης 

[ ] [ ] [ ]dxBBPK w

TL

0 wg ∫=  είναι το γεωµετρικό µητρώο δυσκαµψίας της δοκού 

3.4.1.2. Θεωρία α’ τάξης 

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα είναι οι (3.11α), (3.11β) και (3.10). Όπως τονίστηκε 

στην Παράγραφο 3.2.1.2 οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν από τις αντίστοιχες εξισώσεις της θεωρίας β’ 

τάξης, θέτοντας για το αξονικό φορτίο την τιµή µηδέν. Σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.6 για την συγκεκριµένη 

περίπτωση οι διαφορετικές µορφές της αναλυτικής λύσης είναι δυο: οι Α1 και Β1. 

3.4.1.2α. Μέθοδος Α’ 

Τα µητρώα [R], [Q] που είναι απαραίτητα για τον σχηµατισµό του µητρώου δυσκαµψίας δίνονται από τις 

σχέσεις (3.67α) και (3.67β) για την περίπτωση λύσης Α1. Στα µητρώα αυτά – όπως και σε όλες τις εκφράσεις 

που χρησιµοποιούνται για το σχηµατισµό τους και παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 4.1.1α. – πρέπει να 

τεθεί Ρ=0. Αντίστοιχα για την περίπτωση λύσης Β1 ισχύουν οι αντίστοιχες εκφράσεις της θεωρίας β’ τάξης 

για µηδενική τιµή του αξονικού φορτίου (βλέπε Παράρτηµα Α). 
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3.4.1.2β. Μέθοδος Β’ 

Οι αλγεβρικές συναρτήσεις παρεµβολής που χρησιµοποιούνται και στην περίπτωση αυτή δίνονται από τις 

σχέσεις (3.70α), (3.71) και (3.72α). Εποµένως ισχύουν όλες οι σχέσεις που παρουσιάστηκαν στην 

Παράγραφο 3.4.1.1β. µε τη διαφορά ότι το µητρώο δυσκαµψίας δίνεται από τη σχέση: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]Gkcsb KKKKKK ++++=  

καθώς στη θεωρία πρώτης τάξης, δεν ορίζεται το γεωµετρικό µητρώο δυσκαµψίας. 

3.4.2. ∆οκός Euler – Bernoulli  

3.4.2.1. Θεωρία β’ τάξης 

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα είναι οι (3.16α) και (3.16β). Σύµφωνα µε τον Πίνακα 

3.6 οι πιθανές µορφές λύσης των εξισώσεων αυτών είναι τρεις στην περίπτωση θλιπτικού φορτίου (Α1, Β1, 

Β2), και δυο στην περίπτωση εφελκυστικού φορτίου (Α1, Β1). 

3.4.2.1α. Μέθοδος Α’  

Τα εντατικά µεγέθη του προβλήµατος Μ, V, VG δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 

( ) 







= 2

2

dx
wdEIxM  (3.86α) 

( ) 





+








=

dx
dwP

dx
wdEIxV 3

3
 (3.86β) 

( ) 





=

dx
dwGxV k

G
 (3.86γ) 

Λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω σχέσεις η (3.14) παίρνει την παρακάτω µορφή: 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )∫

∫









−−++
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−+−+++
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=

L

0 k2
k
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kk

L
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L
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0

dxδw
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wd
Gwwckw

δwdxq(x)
dx

wdPwwc
dx

wdΕΙ δwxVδwxV
dx
dwδxM0

 

(3.87) 

Από τη (3.87) προκύπτει το συµπέρασµα ότι οι βασικές παράµετροι του προβλήµατος είναι τα µεγέθη 

µετακίνησης (γενικευµένες µετακινήσεις): w (συνολική κατακόρυφη µετακίνηση), wk (κατακόρυφη 

µετακίνηση της διατµητικής στρώσης), και dw/dx (η γωνία στροφής των διατοµών της δοκού η οποία ως 

γνωστό ταυτίζεται µε την ελαστική της γραµµή, σύµφωνα µε τις παραδοχές της θεωρίας Euler). Οι βασικές 

αυτές παράµετροι συνδέονται µε τις γεωµετρικές συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος. Αντιστοίχως οι 

δευτερεύουσες παράµετροι είναι τα εντατικά µεγέθη του προβλήµατος, δηλαδή η ροπή κάµψης της δοκού 

M, η τέµνουσα δύναµη της δοκού V, και η τέµνουσα δύναµη που καταπονεί τη διατµητική στρώση VG. Οι 

δευτερεύουσες παράµετροι συνδέονται µε τις φυσικές συνοριακές συνθήκες. 

Επόµενο στάδιο της διαδικασίας αποτελεί ο καθορισµός των συναρτήσεων που περιγράφουν τις βασικές 

παραµέτρους του προβλήµατος. ∆εδοµένου του γεγονότος ότι η µία εκ των τριών βασικών παραµέτρων (η 

dw/dx) συνδέεται µε µία εκ των άλλων δυο – και πιο συγκεκριµένα µε την w της οποίας και αποτελεί πρώτη 
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παράγωγο –  είναι προφανές ότι αρκεί ο καθορισµός των συναρτήσεων που περιγράφουν τις w, wk. Οι 

συναρτήσεις αυτές στα πλαίσια της µεθόδου Α’ θα πρέπει να αποτελούν την ακριβή λύση του προβλήµατος 

και έχουν την µορφή των εξισώσεων (3.61α) και (3.61β). Εποµένως οι συναρτήσεις f1 – f6 που 

υπεισέρχονται στις εξισώσεις αυτές θα έχουν τη µορφή που δίνεται στους Πίνακες 3.2α και 3.2β για τις 

περιπτώσεις Α1, Β1, Β2. Παρακάτω θα παρουσιαστεί συνοπτικά η διαδικασία σχηµατισµού του µητρώου 

δυσκαµψίας για την περίπτωση λύσης Β1. Τα µητρώα που αντιστοιχούν στις περιπτώσεις Α1, Β2 θα δοθούν 

στο Παράρτηµα Α. 

Στην περίπτωση κατά την οποία οι τιµές των τριών εδαφικών παραµέτρων k, c, G και του αξονικού 

φορτίου οδηγούν στην περίπτωση λύσης Β1, τότε σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2α οι συναρτήσεις που 

περιγράφουν τις µετακινήσεις w, wk είναι: 

( ) xR
6

xR
5

xR
4

xR
3

Rx
2

Rx
1

2211 eCeCeCeCeCeCxw −−− +++++=   (3.88α) 

( ) xR
6

xR
5

xR
4

xR
3

Rx
2

Rx
1k

2211 eCeCeCeCeCeCxw −−− ′+′+′+′+′+′=  (3.88β) 

Οι σταθερές ολοκλήρωσης C1 – C6 και C1΄ - C6΄ δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, καθώς συσχετίζονται µε 

τη σχέση (3.10). Έτσι οι σχέσεις (3.88α, β) µπορούν να γραφούν: 

( ) 665544332211 fCfCfCfCfCfCxw +++++=  (3.88γ) 

( ) 6k65k54k43k32k21k1k fCfCfCfCfCfCxw +++++=  (3.88δ) 

Όπου: 

111k fAf =  424k fAf =  

212k fAf =  535k fAf =  

323k fAf =  636k fAf =  

(3.89α) 

( ) 







−+

= 21 GRck
cA  

( ) 








−+
= 2

1
2 GRck

cA  
( ) 









−+
= 2

2
3 GRck

cA  (3.89β) 

Τα R, R1, R2 δίνονται στον Πίνακα 3.2β (περίπτωση Β1).  

Ακολουθεί η έκφραση των βασικών και των δευτερευόντων παραµέτρων συναρτήσει των σταθερών 

ολοκλήρωσης C1 - C6. 

w(0)u1 =  
0

2 dx
dwu =  (0)wu k3 =  

w(L)u4 =  
L

5 dx
dwu =  (L)wu k6 =  

(3.90α) 
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(3.90β) 

Οι παραπάνω σχέσεις µπορούν να γραφούν σε µητρωϊκή µορφή ανάλογη των σχέσεων (3.65α) και (3.65β). 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Η γενική περίπτωση της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού επί υποβάθρου τριών παραµέτρων 
 

144 

Τα µητρώα [R], [Q] για την περίπτωση λύσης Β1 είναι: 
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(3.91α) 
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(3.91β) 

Το µητρώο [ ] [ ][ ] 1RQK −= είναι το ζητούµενο µητρώο δυσκαµψίας. 

3.4.2.1β.  Μέθοδος Β’  

Η διαδικασία της µεθόδου ξεκινά ως γνωστόν από την επιλογή των αλγεβρικών συναρτήσεων παρεµβολής: 

( ) 5
6

4
5

3
4

2
321 xCxCxCxCxCCxw +++++=  (3.92α) 

( ) 5
6

4
5

3
4

2
321k xCxCxCxCxCCxw ′+′+′+′+′+′=  (3.92β) 

Χρησιµοποιώντας την σχέση (3.10) επιτυγχάνεται ο συσχετισµός των σταθερών C1 – C6 µε τις σταθερές   

C1΄ – C6΄, οπότε η σχέση (3.92β) παίρνει τη εξής µορφή: 
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(3.93) 

Επόµενο βήµα είναι ο σχηµατισµός του µητρώου [R] µέσω του οποίου εκφράζονται οι βασικές παράµετροι 

του προβλήµατος (3.90α) συναρτήσει των σταθερών ολοκλήρωσης C1 – C6. 
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(3.94) 

Οι σχέσεις (3.92α) και (3.93) µπορούν να γραφούν σε µητρωϊκή µορφή ως εξής: 

[ ][ ]Cfw =  (3.95α) 

[ ][ ]Cfw kk =  (3.95β) 

Όπου το ανάστροφο του µητρώου στήλη [C]Τ δίνεται από τη σχέση (3.66γ) ενώ: 

[ ] [ ]5432 xxxxx1f =  (3.96α) 
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Τα µητρώα [f] και [fk] συνδέονται µε την παρακάτω µητρωϊκή σχέση: 

[ ] [ ][ ]TT
k fJf =  (3.97) 

όπου το µητρώο J είναι το εξής: 
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(3.98) 

Με τρόπο παρόµοιο µε τον οποίο εκτέθηκε στην Παράγραφο 3.4.1.1β µπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύουν: 

[ ][ ]uNw w=  (3.99α) 

[ ][ ]uNw wkk =  (3.99β) 

[ ] [ ]{ }[ ] [ ][ ]uNuNNwww wcwkwkc =−=−=  (3.99γ) 

όπου [Νw], [Nwk] είναι τα µητρώα των συναρτήσεων µορφής: 

[ ] [ ][ ] 1
W RfN −=  (3.100α) 

[ ] [ ][ ] [ ] 1T
Wk RJfN −=  (3.100β) 
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Επειδή µπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύουν: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] uB Bu
dx
dw    uBuN

dx
d
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=  (3.101α) 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ]uBBu
dx

wd    uBuN
dx
d

dx
wd

b
T

b
T

2

2

2

bw2

2

2

2

=







→=








=  (3.101β) 
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[ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]uNNuuNuNwww wcwcwc
Τ
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2
c

ΤΤ===  (3.101ε) 

η σχέση (3.13) – και αφού τεθεί q=0 – παίρνει την παρακάτω µορφή: 
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(3.102) 

ή 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ][ ]uKu
2
1uKKKKKu

2
1π T

gGkcb
T

E =−+++=  (3.103) 

To µητρώο [Κ] είναι το ζητούµενο µητρώο δυσκαµψίας. 

3.4.2.2. Θεωρία α’ τάξης 

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα είναι οι (3.19α), (3.19β) και προκύπτουν από τις 

αντίστοιχες εξισώσεις της θεωρίας β’ τάξης, θέτοντας για το αξονικό φορτίο την τιµή µηδέν. Σύµφωνα µε 

τον Πίνακα 3.6 για την συγκεκριµένη περίπτωση οι διαφορετικές µορφές της αναλυτικής λύσης είναι δυο: οι 

Α1 και Β1. 

3.4.2.2α. Μέθοδος Α’ 

Τα µητρώα δυσκαµψίας για την παρούσα περίπτωση, προκύπτουν – τόσο για την µορφή λύσης Α1, όσο 

και για τη µορφή λύσης Β1 – από τα αντίστοιχα µητρώα της θεωρίας β’ τάξης, εάν στις σχετικές εκφράσεις 

των πινάκων [R], [Q] τεθεί Ρ=0 (βλέπε Παράρτηµα A).  

3.4.2.2β. Μέθοδος Β’ 

Οι κατάλληλες για την παρούσα περίπτωση αλγεβρικές συναρτήσεις παρεµβολής δίνονται από τις σχέσεις 

(3.92α) και (3.93). Εποµένως ισχύουν όλες οι σχέσεις που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 3.4.2.1β, µε τη 

διαφορά ότι το µητρώο δυσκαµψίας δίνεται τώρα από τη σχέση: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]Gkcb KKKKK +++=  (3.104) 

καθώς στη θεωρία α’ τάξης, δεν ορίζεται το γεωµετρικό µητρώο δυσκαµψίας. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Η γενική περίπτωση της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού επί υποβάθρου τριών παραµέτρων 
 

147 

3.5. Σχηµατισµός των µητρώων φόρτισης 

Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστεί η διαδικασία σχηµατισµού των µητρώων φόρτισης για τις 

παρακάτω φορτιστικές καταστάσεις: 

• καθολική τραπεζοειδή φόρτιση,  

• φόρτιση από µοναχικό φορτίο ή ροπή σε τυχούσα θέση, και 

• φόρτιση λόγω ανοµοιόρφης θερµοκρασιακής µεταβολής ∆t της άνω και κάτω ίνας της διατοµής. 

Ο σχηµατισµός των µητρώων αυτών θα γίνει για όλες τις περιπτώσεις του Πίνακα 3.1 καθώς και για κάθε 

µια από τις αναλυτικές µορφές λύσης που αντιστοιχούν στις περιπτώσεις αυτές (Πίνακας 3.6). Όπως και 

στην περίπτωση των µητρώων δυσκαµψίας, θα σχηµατιστούν τα µητρώα φόρτισης τόσο µε τις ακριβείς 

λύσεις των διαφορικών εξισώσεων κάθε περίπτωσης (Μέθοδος Α’), όσο και µε τις αλγεβρικές συναρτήσεις 

παρεµβολής (Μέθοδος Β’).  

Πρέπει να τονιστεί επίσης ότι τα µητρώα φόρτισης θα σχηµατιστούν όχι για την περίπτωση της 

αµφίπακτης δοκού, αλλά για την περίπτωση δοκού µε στροφικά ελατήρια στα άκρα (Σχήµα 3.10).  

G
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Σχήµα 3.10. Οι τρεις περιπτώσεις φόρτισης για τις οποίες σχηµατίστηκαν τα µητρώα φόρτισης: καθολική τραπεζοειδής 
φόρτιση (α), µοναχικό φορτίο ή ροπή σε τυχούσα θέση (β), ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή (γ) 

Ο λόγος για τον οποίο θα γίνει θεώρηση στροφικών ελατηρίων οφείλεται στο ότι τελικός στόχος είναι ο 

σχηµατισµός των µητρώων φόρτισης για το γενικευµένο στοιχείο δοκού το οποίο εµπεριέχει τόσο 

ακάµπτους βραχίονες στα άκρα του όσο και στροφικά ελατήρια στα σηµεία σύνδεσης των βραχιόνων µε το 

εσωτερικό – εύκαµπτο τµήµα του στοιχείου αυτού. 

Όπως είναι γνωστό τα µητρώα φόρτισης δεν προκύπτουν από τη λύση των οµογενών διαφορικών 

εξισώσεων του προβλήµατος, αλλά από την αντίστοιχη µη οµογενή. Η λύση των µη οµογενών αυτών 

εξισώσεων προκύπτει ως άθροισµα των συναρτήσεων που αποτελούν τη γενική λύση των αντιστοίχων 

οµογενών, και των ειδικών λύσεων που εξαρτώνται από τον τύπο της εξωτερικής φόρτισης. 

Ειδικά για το µητρώο φόρτισης που αντιστοιχεί στην περίπτωση µοναχικού φορτίου δεν υφίσταται ειδική 

λύση για τις διαφορικές εξισώσεις του προβλήµατος, καθώς στην περίπτωση αυτή το µοναχικό φορτίο 

αποτελεί ένα σηµείο ασυνέχειας στο πεδίο ορισµού των εξισώσεων. Εποµένως στην περίπτωση αυτή δεν 

µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος που εφαρµόζεται για τις περιπτώσεις «συνεχών» φορτίσεων, αλλά η 

µέθοδος των αρχικών παραµέτρων. 
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3.5.1. Καθολική τραπεζοειδής φόρτιση 

3.5.1.1. ∆οκός Timoshenko 

Η διαδικασία σχηµατισµού του µητρώου φόρτισης µε βάση τις αναλυτικές λύσεις των διαφορικών 

εξισώσεων (Μέθοδος Α’), θα παρουσιαστεί γενικά για την περίπτωση της δοκού Timoshenko ανεξαρτήτως 

τόσο της τάξης ανάλυσης (θεωρία α’ ή β’ τάξης) όσο και των πιθανών µορφών λύσης των εξισώσεων αυτών 

(Πίνακας 3.6). Η γενική µορφή των σχέσεων οι οποίες θα προκύψουν από την διαδικασία αυτή θα είναι 

δυνατό να ειδικευτεί για κάθε περίπτωση. Η ίδια λογική – όσον αφορά την τάξη ανάλυσης – θα ακολουθηθεί 

και για την περίπτωση σχηµατισµού του µητρώου φόρτισης µε βάση τις αλγεβρικές συναρτήσεις 

παρεµβολής  (Μέθοδος Β’). 

3.5.1.1α. Μέθοδος Α’  

Στην περίπτωση καθολικής φόρτισης από τραπεζοειδές φορτίο, η σχέση που δίνει την ανά µονάδα 

µήκους τιµή του φορτίου είναι (Σχήµα 3.10): 

( ) x
L

qq
qxq 23

2 






 −
+=  (3.105) 

Εποµένως οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (3.7α) και (3.7β) είναι οι εξής: 







 +

−
+′+′+′+′+′+′=

k
qx

kL
qqfCfCfCfCfCfC(x)w 223

665544332211k  (3.106α) 

L
qq

kc
ckfCfCfCfCfCfCψ(x) 23

6ψ65ψ54ψ43ψ32ψ21ψ1
−







 +

+′+′+′+′+′+′=  (3.106β) 

ενώ από τις σχέσεις (3.10), (3.62α) και (3.105) προκύπτει: 







 +

−+
+′+′+′+′+′+′= 2

23
6w65w54w43w32w21w1 qx

L
qq

kc
ckfCfCfCfCfCfCw(x)  (3.106γ) 

(Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να επισηµανθεί ότι εάν τεθεί q2=q3=q προκύπτουν οι αντίστοιχες λύσεις για την 

περίπτωση οµοιόµορφου φορτίου. Η ίδια επισήµανση όπως είναι φυσικό ισχύει και για το µητρώο φόρτισης 

που θα προκύψει από την παρακάτω διαδικασία). 

Προκειµένου να σχηµατιστεί το µητρώο φόρτισης θα πρέπει να προσδιοριστούν τα εντατικά µεγέθη      

M, V, και VG στα άκρα της δοκού. Εποµένως θα πρέπει να σχηµατιστεί το µητρώο: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]LVLMLV0V0M0VP Tr
G

TrTrTr
G

TrTrTTr =  (3.107) 

Τα εντατικά µεγέθη M, V, και VG υπολογίζονται από τις κλασικές σχέσεις (3.59α, β, γ). Για τον υπολογισµό 

αυτό θα πρέπει να προσδιοριστούν οι σταθερές ολοκλήρωσης C1΄ - C6΄, µέσω των συνοριακών συνθηκών 

του προβλήµατος. Ο αριθµός των συνοριακών συνθηκών που απαιτούνται είναι τρεις για κάθε άκρο. ∆υο 

από τις συνθήκες αυτές προκύπτουν από τις δεδοµένες συνθήκες στήριξης της δοκού (Σχήµα 3.10), ενώ η 

τρίτη προκύπτει από την σχέση (3.5). Πιο συγκεκριµένα, ο όρος  
L

0
k

k δw
dx

dw
G 















  της σχέσης (3.5), 

δηλώνει ότι στα άκρα του στοιχείου x=0 και x=L, θα πρέπει να είναι µηδενική είτε η κατακόρυφη 

µετακίνηση του διατµητικού επιπέδου wk, είτε η τέµνουσα δύναµη VG=G(dwk/dx) που το καταπονεί έτσι 
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ώστε µαζί µε την ταυτόχρονη ικανοποίηση των εξισώσεων (3.6α) – (3.6γ) και των υπολοίπων τεσσάρων 

συνοριακών συνθηκών (δυο ανά άκρο) να εκπληρώνεται η ισότητα δπT=0. Προκειµένου να προσδιοριστούν 

τα µεγέθη έντασης του µητρώου φόρτισης θα πρέπει να δεσµευτούν τα µεγέθη µετακίνησης στα άκρα της 

δοκού. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε δεσµευµένα τα άκρα του διατµητικού επιπέδου ως προς την 

κατακόρυφη µετακίνηση τους wk. Έτσι στα άκρα του στοιχείου x=0 και x=L, οι συνοριακές συνθήκες είναι: 

• x=0 

( ) 00w =  (3.108α) 

( ) ( ) ( )
0xΦΑΦΑ dx

dψ
Κ
EI0ψ    

Κ
0Μ0ψ

=








=→−=  (3.108β) 

( ) 00w k =  (3.108γ) 

• x=L 

( ) 0Lw =  (3.109α) 

( ) ( ) ( )
LxΦBΦB dx

dψ
Κ
EILψ    

Κ
LΜLψ

=








−=→=  (3.109β) 

( ) 0Lwk =  (3.109γ) 

Με βάση τις 6 συνοριακές συνθήκες (3.108α, β, γ), (3.109α, β, γ), και τις εκφράσεις των µεγεθών 

µετακίνησης (3.106α, β, γ), προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα έξι εξισώσεων, από το οποίο υπολογίζονται οι 

σταθερές ολοκλήρωσης C΄1 – C΄6. Το σύστηµα αυτό έχει τη µορφή:                  

[ ][ ] [ ]TrTr VCF =′  (3.110) 

όπου [FTr] είναι το διαστάσεων 6x6 µητρώο των συντελεστών των αγνώστων του συστήµατος, [C΄] είναι  το 

διάνυσµα των αγνώστων σταθερών C΄1 – C΄6 (σχέση 3.66γ), και [VTr] είναι το διάνυσµα των σταθερών όρων 

του συστήµατος. Τα µητρώα [FTr], [VTr] είναι τα εξής: 
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Η σχέση (3.111) ισχύει γενικά για την περίπτωση της δοκού Timoshenko, αφού οι συναρτήσεις fiw, fiψ, fi, 

καθώς και οι παράγωγοι τους που υπεισέρχονται στον πίνακα [FTr], µπορούν να λάβουν µορφές που 

αντιστοιχούν στις περιπτώσεις λύσης που είναι δυνατό να λάβουν τόσο οι εξισώσεις (3.7α), (3.7β), (3.10) 

της θεωρίας β’ τάξης, όσο και οι εξισώσεις (3.11α), (3.11β), (3.10) της θεωρίας α’ τάξης. Υπενθυµίζεται ότι 
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οι πιθανές µορφές λύσης για την περίπτωση της δοκού Timoshenko είναι σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.6 οι Α1, 

Β1, Β2 (βλέπε και Πίνακες 3.2α, και 3.2β). 

Η αντιστροφή του µητρώου [FTr] οδηγεί στην λύση του γραµµικού συστήµατος (3.110) και εποµένως 

στον προσδιορισµό των σταθερών ολοκλήρωσης C΄1 – C΄6. Έτσι µε εφαρµογή των σχέσεων (3.59α, β, γ) 

είναι δυνατός ο σχηµατισµός του µητρώου φόρτισης (Σχέση 3.107). 

3.5.1.1β. Μέθοδος Β’  

Κάνοντας χρήση των αλγεβρικών συναρτήσεων παρεµβολής, η σχέση που οδηγεί στον προσδιορισµό του 

µητρώου φόρτισης είναι: 

( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ] [ ]∫∫∫ 






 −
+=→















 −
+=

L

0 w
23L

0 w2
TTrL

0

23
2w

TTr xdxN
L

qq
dxNqΡ     dxx

L
qq

qNΡ  (3.113) 

όπου [Νw]T είναι το µητρώο των συναρτήσεων µορφής της συνολικής κατακόρυφης µετακίνησης w. 

Θέτοντας q2=q3=q προκύπτει το µητρώο φόρτισης για την περίπτωση οµοιόµορφου φορτίου. Λαµβάνοντας 

υπόψη την (3.79β) η σχέση (3.113) λαµβάνει τη µορφή: 

( )[ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ]∫∫ −− 





 −

+=
L

0

1T
w

23L

0

1T
w2

TTr xdxRJf
L

qqdxRJfqΡ  (3.114α) 

Το µητρώο [f] δίνεται από τη σχέση (3.75α) ενώ υπάρχει και η δυνατότητα χρήσης του αντίστοιχου 

µητρώου που σχηµατίζεται από τις στοιχειώδεις συναρτήσεις που συνθέτουν τις αναλυτικές λύσεις των 

εξισώσεων του προβλήµατος (βλέπε Πίνακα 3.2α). Τα µητρώα [Jw], [R]-1 δίνονται από τις σχέσεις (3.77α) 

και (3.73) αντίστοιχα, ενώ εάν γίνει χρήση των συναρτήσεων που αποτελούν τις αναλυτικές λύσεις των 

διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος µπορούν να υπολογιστούν µε τρόπο ανάλογο µε αυτό που 

παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.4.1.1β. Επειδή τα µητρώα [Jw], [R]-1 έχουν σε κάθε περίπτωση σταθερά 

στοιχεία, µπορούν να βγουν έξω από τα ολοκληρώµατα, οπότε η σχέση (3.114α) παίρνει την παρακάτω 

µορφή: 

( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1T
w
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0
23L

02
TTr RJxdxf

L
qqdxfqΡ −















 −

+= ∫∫  (3.114β) 

Εκτελώντας τις ολοκληρώσεις, και κατόπιν αλγεβρικών µετασχηµατισµών προκύπτει: 
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Πρέπει τέλος να τονιστεί ότι είναι δυνατό από τη σχέση 3.114β να προκύψει το µητρώο φόρτισης, και για 

την περίπτωση φόρτισης τµήµατος της δοκού µε τραπεζοειδές φορτίο. Για να επιτευχθεί αυτό θα πρέπει να 

αλλάξουν τα όρια ολοκλήρωσης, έτσι ώστε να καλύπτουν το εύρος της δοκού το οποίο φορτίζεται.  

3.5.1.2. ∆οκός Euler – Bernoulli  

Και στην περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli θα παρουσιαστεί η διαδικασία σχηµατισµού του 

µητρώου φόρτισης ανεξαρτήτως τάξης ανάλυσης και ανεξαρτήτως µορφής της αναλυτικής λύσης των 

διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος. 

3.5.1.2α. Μέθοδος Α’  

Στην περίπτωση καθολικής φόρτισης µε τραπεζοειδές φορτίο οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (3.16α) 

και (3.16β) είναι: 

( ) 







+

−+
++++++= 2

23
665544332211 qx

L
qq

kc
ckfCfCfCfCfCfCxw  (3.116α) 

( ) 





 +

−
++++++= 2

23
66k55k44k33k22k11kk qx

L
qq

k
1CfCfCfCfCfCfxw  (3.116β) 

Οι απαραίτητες συνοριακές συνθήκες προσδιορισµού των σταθερών ολοκλήρωσης είναι: 

• x=0 

( ) 00w =  (3.117α) 

( )
0x

2

2

ΦΑ0xΦΑ0x dx
wd

Κ
EI

dx
dw    

Κ
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dx
dw

===








=→−=  (3.117β) 

( ) 00w k =  (3.117γ) 

• x=L 

( ) 0Lw =  (3.118α) 

( )
Lx
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2

ΦBLxΦBLx dx
wd

Κ
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dx
dw    

Κ
LΜ

dx
dw

===








−=→=  (3.118β) 

( ) 0Lw k =  (3.118γ) 

Οι παραπάνω συνοριακές συνθήκες σχηµατίζουν ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων ανάλογο του 

συστήµατος που δίνεται από τη σχέση (3.110). Το µητρώο [VTr] δίνεται από τη σχέση (3.112) ενώ το [FTr] 

είναι: 
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Κατά τα λοιπά η περαιτέρω διαδικασία σχηµατισµού του µητρώου φόρτισης είναι ανάλογη µε αυτή που 

παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.5.1.1α. 

3.5.1.2β. Μέθοδος Β’  

Ακολουθώντας διαδικασία ανάλογη µε αυτή που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.5.1.1β προκύπτει το 

ζητούµενο µητρώο φόρτισης: 
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(3.120) 

Το µητρώο [R] δίνεται από τη σχέση (3.94). Υπενθυµίζεται και στο σηµείο αυτό η δυνατότητα χρήσης των 

συναρτήσεων που αποτελούν τις αναλυτικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (3.16α) και (3.16β). 

3.5.2. Μοναχικό φορτίο σε τυχούσα θέση 

3.5.2.1. ∆οκός Timoshenko 

Στην περίπτωση φόρτισης της δοκού µε µοναχικό φορτίο σε τυχούσα θέση, οι διαφορικές εξισώσεις που 

διέπουν το πρόβληµα είναι οι οµογενείς διαφορικές εξισώσεις (3.8α), (3.8β) και η σχέση (3.10), καθώς στην 

περίπτωση σηµειακών φορτίσεων δεν υφίσταται ειδική λύση των αντιστοίχων µη οµογενών εξισώσεων 

(3.7α), (3.7β). Έτσι, για την ανάπτυξη του µητρώου φόρτισης µε βάση την ακριβή µέθοδο Α’, θα 

εφαρµοστεί η µέθοδος των αρχικών παραµέτρων. 

Όπως και στην περίπτωση του µητρώου φόρτισης για καθολική τραπεζοειδή φόρτιση, έτσι και στην 

παρούσα, θα παρουσιαστεί η διαδικασία σχηµατισµού του µητρώου, ανεξαρτήτως τόσο της τάξης ανάλυσης 

(θεωρία α’ ή β’ τάξης), όσο και των πιθανών µορφών λύσης των αντιστοίχων εξισώσεων (Πίνακας 3.6). Από 

τη γενική µορφή των σχέσεων οι οποίες θα προκύψουν, θα είναι δυνατή η ειδίκευση για κάθε περίπτωση. 

3.5.2.1α. Μέθοδος Α’  

Σύµφωνα µε τη µέθοδο των αρχικών παραµέτρων, τα µεγέθη µετακίνησης και έντασης εκφράζονται µε 

τέτοιο τρόπο έτσι ώστε οι αυθαίρετες σταθερές ολοκλήρωσης C΄1 – C΄6 των εξισώσεων (3.62α), (3.62β), 

(3.62γ) αποκτούν φυσική ερµηνεία µε βάση τις συνοριακές συνθήκες που προδιαγράφονται στο ένα άκρο 

του στοιχείου.  

Όπως τονίστηκε στην Παράγραφο 3.4.1.1α οι παράµετροι του προβλήµατος είναι η συνολική 

κατακόρυφη µετακίνηση w(x), η κατακόρυφη µετακίνηση της διατµητικής στρώσης wk(x), η γωνία στροφής 

των διατοµών ψ(x), η ροπή κάµψης M(x), η τέµνουσα δύναµη V(x), και η τέµνουσα δύναµη που καταπονεί 

τη διατµητική στρώση VG(x). Οι τιµές των παραµέτρων αυτών στην αρχή του τοπικού συστήµατος 
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αναφοράς του στοιχείου x=0, αποτελούν τις αρχικές παραµέτρους w0, wk0, ψ0, M0, V0 και VG0. Οι αρχικές 

παράµετροι συνδέονται µε τις σταθερές ολοκλήρωσης µέσω της παρακάτω µητρωϊκής σχέσης: 

[ ] [ ][ ]Cy0 ′= *
0F  (3.121) 

Όπου: 

[ ] [ ]G000k000
T

0 VMVwψwy =  (3.122) 

είναι το µητρώο των αρχικών παραµέτρων, ενώ το µητρώο [F0
*] είναι ένα 6x6 µητρώο η µορφή του 

εξαρτάται από τη µορφή λύσης των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος. Έτσι οι εκφράσεις των 

σταθερών ολοκλήρωσης προκύπτουν από την αντιστροφή της (3.121): 

[ ] [ ] [ ]0
1 yC −

=′ *
0F  (3.123) 

Όπως είναι γνωστό (Σχέση 3.74α), ισχύει: 

( ) [ ][ ]Cfw k ′=x  

Συνδυάζοντας επίσης τις (3.74β), (3.74γ) µε τις (3.76α), (3.76β) αντίστοιχα, προκύπτουν: 

( ) [ ][ ] [ ]Cfxw ′= T
wJ  (3.124α) 

( ) [ ][ ] [ ]Cfxψ ′= T
ψJ  (3.124β) 

Εισάγοντας την (3.123) στην (3.74α) και στις (3.124α), (3.124β) προκύπτουν: 

( ) [ ][ ] [ ]0
*
0 yFx 1

k fw −
=  (3.125α) 

( ) [ ][ ] [ ] [ ]0
*
0

T
w yFJ 1fxw −

=  (3.125β) 

( ) [ ][ ] [ ] [ ]0
*
0

T
ψ yFJ 1fxψ −

=  (3.125γ) 

όπου [f] είναι το µητρώο των γραµµικώς ανεξαρτήτων στοιχειωδών συναρτήσεων που συνθέτουν τη λύση 

των διαφορικών εξισώσεων και εξαρτώνται από την περίπτωση λύσης (Πίνακας 3.2α), ενώ τα µητρώα [Jw] 

και [Jψ] συνδέουν τις συναρτήσεις fi µε τις συναρτήσεις fiw και fiψ αντίστοιχα (βλέπε σχέσεις 3.63α, 3.63β για 

την περίπτωση λύσης Α1). 

Με τις σχέσεις (3.125α), (3.125β), (3.125γ) επιτυγχάνεται η συσχέτιση των γεωµετρικών µεγεθών του 

προβλήµατος µε τις αρχικές παραµέτρους. Ανάλογες σχέσεις µπορούν να σχηµατιστούν και για τα εντατικά 

µεγέθη. Ξεκινώντας από τις σχέσεις υπολογισµού των εντατικών µεγεθών και ακολουθώντας παρόµοια 

διαδικασία µε αυτήν που ακολουθήθηκε και για τα µεγέθη µετακίνησης, προκύπτουν: 

( ) [ ] [ ] [ ]{ }[ ]0
*
0ψ yFJfEIxM 1−Τ′=  (3.125δ) 

( ) [ ][ ] [ ][ ]{ }[ ] [ ]0
*
0

T
wψ yFJfΡJfEIxV 1−Τ ′+′′=  (3.125ε) 

( ) [ ][ ] [ ]0
*
0G yFfGxV 1−′=  (3.125στ) 
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Οι σχέσεις (3.125α) – (3.125στ) µπορούν να γραφούν σε µια ενιαία µητρωϊκή µορφή ως εξής: 
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−− 11  (3.126) 

Το µητρώο [F] είναι το µητρώο µεταφοράς το οποίο συνδέει τις αρχικές παραµέτρους µε τις αντίστοιχες 

τιµές των παραµέτρων σε κάθε διατοµή της δοκού. Μετά από την εκτέλεση αλγεβρικών µετασχηµατισµών η 

σχέση (3.126) δίνει τις παρακάτω σχέσεις: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xWVxWMxWVxWwxWψxWwxw 6G050403k02010 +++++=  (3.127α) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xGVxGMxGVxGwxGψxGwxψ 6G050403k02010 +++++=  (3.127β) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xWVxWMxWVxWwxWψxWwxw k6G0k50k40k3k0k20k10k +++++=  (3.127γ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xVVxVMxVVxVwxVψxVwxV 6G050403k02010 +++++=  (3.127δ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xMVxMMxMVxMwxMψxMwxM 6G050403k02010 +++++=  (3.127ε) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xVVxVMxVVxVwxVψxVwxV G6G0G50G40G3k0G20G10G +++++=  (3.127στ) 

Έτσι το µητρώο µεταφοράς [F] µπορεί να πάρει την παρακάτω γενική µορφή: 
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xWxWxWxWxWxW

F
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654321

654321

k6k5k4k3k2k1

654321

654321

 (3.128) 

Τα στοιχεία – συναρτήσεις του παραπάνω µητρώου εξαρτώνται από τη µορφή λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης του προβλήµατος (Πίνακας 3.2α) και δίνονται στο Παράρτηµα Α. 

Η επιρροή του µοναχικού κατακόρυφου φορτίου Fz λαµβάνεται υπόψη µε βάση το ακόλουθο σκεπτικό: 

Έστω ότι το φορτίο Fz δρα σε απόσταση αL (0<α<1) από την αρχή του τοπικού συστήµατος του στοιχείου 

x=0 (Σχήµα 3.10). Θεωρώντας ότι οι συνθήκες (αρχικές παράµετροι) στο σηµείο x=0 είναι γνωστές, τότε οι 

εξισώσεις (3.127α) – (3.127στ) περιγράφουν τις 6 παραµέτρους του προβλήµατος στην περιοχή x<αL.  
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To µοναχικό φορτίο Fz έχει επιρροή στις παραµέτρους του προβλήµατος για x>αL, όµοια µε αυτήν που θα 

είχε ένα κατακόρυφο φορτίο στο σηµείο x=0 για x>0. Αυτό σηµαίνει ότι η επιρροή του κατακόρυφου 

φορτίου προστίθεται στην επιρροή της τέµνουσας V(x) στην περιοχή x>αL. Εποµένως θα πρέπει να 

προστεθούν αλγεβρικά στις (3.127α) – (3.127στ) όροι όµοιοι µε αυτούς που περιέχουν την αρχική 

παράµετρο V0, πολλαπλασιασµένοι µε την τιµή του φορτίου Fz. Οι όροι αυτοί θα πρέπει να είναι µηδενικοί 

για x<αL. Έτσι η επιρροή του κατακόρυφου φορτίου Fz π.χ. στην συνολική κατακόρυφη µετακίνηση του 

στοιχείου w, λαµβάνεται υπόψη, αν στην (3.127α) προστεθεί όρος της µορφής -FzW4(x-αL). Το αρνητικό 

πρόσηµο του όρου αυτού εξηγείται από το γεγονός ότι θα πρέπει να ληφθεί υπόψη η αρνητική τέµνουσα που 

προκαλείται από το κατακόρυφο φορτίο δεξιά του σηµείου εφαρµογής x=αL. Ακολουθώντας το παραπάνω 

σκεπτικό οι συναρτήσεις που περιγράφουν τις παραµέτρους του προβλήµατος µε την επιρροή του 

κατακορύφου φορτίου δίνονται από τις σχέσεις: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxWFxWVxWMxWVxWwxWψxWwxw 4z6G050403k02010 −−+++++=  (3.129α) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxGFxGVxGMxGVxGwxGψxGwxψ 4z6G050403k02010 −−+++++=  (3.129β) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxWFxWVxWMxWVxWwxWψxWwxw k4zk6G0k50k40k3k0k20k10k −−+++++=  (3.129γ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxVFxVVxVMxVVxVwxVψxVwxV 4z6G050403k02010 −−+++++=  (3.129δ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxMFxMVxMMxMVxMwxMψxMwxM 4z6G050403k02010 −−+++++=  (3.129ε) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxVFxVVxVMxVVxVwxVψxVwxV G4zG6G0G50G40G3k0G20G10G −−+++++=  (3.129στ) 

Οι σχέσεις αυτές ισχύουν για x>αL, ενώ για x<αL ισχύουν οι (3.127α) – (3.127στ). Η µητρωϊκη µορφή 

των (3.129α) – (3.129στ) είναι η εξής: 

( )[ ] [ ][ ] ( )[ ]αL−−= xyFyFxy z0  (3.130) 

Όπου: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]αLxαLxαLxαLxαLxαLxαLxy −−−−−−=− G444k444
T VMVWGW  (3.131) 

είναι το µητρώο – στήλη που εκφράζει την επιρροή του κατακόρυφου φορτίου. 

Το ζητούµενο µητρώο φόρτισης έχει την γενική µορφή: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]LVLMLV0V0M0VP Fz
G

FzFzFz
G

FzFzTFz =  (3.132) 

Οι όροι του µητρώου αυτού µπορούν να υπολογιστούν από τις εξισώσεις (3.129α) – (3.129στ) αρκεί να 

είναι γνωστές όλες οι αρχικές παράµετροι. Αυτό σηµαίνει ότι θα πρέπει να είναι γνωστά τόσο τα τρία µεγέθη 

µετακίνησης όσο και τα µεγέθη έντασης στο άκρο x=0. Οι συνοριακές συνθήκες (3.108α, β, γ) που ισχύουν 

και στην παρούσα περίπτωση προδιαγράφουν τα τρία µεγέθη µετακίνησης. Για τον προσδιορισµό των τριών 

µεγεθών έντασης του άκρου x=0 θα χρησιµοποιηθούν οι συνοριακές συνθήκες (3.109α, β, γ) του άκρου 

x=L. Η εφαρµογή των σχέσεων (3.129α) – (3.129στ) για x=L λαµβάνοντας ταυτόχρονα υπόψη τις 

συνοριακές συνθήκες του άκρων x=0, L δίνει: 

( )[ ] 0=−−+







−+= α1LWFWV

K
W

WMWVw 4z6LG0
ΦΑ

2L
5L04L0L  (3.133α) 
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( )[ ]
ΦΒ

L
4z6LG0

ΦA

2L
5L04L0L K

M
α1LGFGV

K
G

GMGVψ =−−+







−+=  (3.133β) 

( )[ ] 0=−−+







−+= α1LWFWV

K
W

WMWVw k4zk6LG0
ΦΑ

k2L
k5L0k4L0kL

 (3.133γ) 

( )[ ]α1LVFVV
K
V

VMVVV 4z6LG0
ΦΑ

2L
5L04L0L −−+








−+=  (3.133δ) 

( )[ ]α1LMFMV
K
M

MMMVM 4z6LG0
ΦΑ

2L
5L04L0L −−+








−+=  (3.133ε) 

( )[ ]α1LVFVV
K
V

VMVVV G4zG6LG0
ΦΑ

G2L
G5L0G4L0GL −−+








−+=  (3.133στ) 

Ο συνδυασµός των εξισώσεων (3.133β) και (3.133ε) δίνει την παρακάτω εξίσωση: 

( )[ ] ( )[ ]
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 (3.134) 

η οποία µαζί µε τις (3.133α) και (3.133γ) συνθέτει ένα σύστηµα εξισώσεων από το οποίο µπορούν να 

υπολογιστούν οι αρχικές παράµετροι V0, M0, VG0. Το σύστηµα αυτό µπορεί να γραφεί σε µητρωϊκή µορφή 

ως εξής: 
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 (3.135) 

Μετά τον υπολογισµό των αρχικών παραµέτρων V0, M0, VG0 από την επίλυση του παραπάνω 

συστήµατος είναι δυνατός ο υπολογισµός και των αντιστοίχων παραµέτρων στο άκρο x=L. Εποµένως είναι 

δυνατός και ο σχηµατισµός του ζητούµενου µητρώου φόρτισης (3.132). Είναι επίσης δυνατός και ο 

προσδιορισµός όλων των µεγεθών (κινηµατικών – και εντατικών) από τις σχέσεις (3.127α) – (3.127στ) και 

(3.129α) – (3.129στ). Πρέπει να τονιστεί τέλος ότι για τον σχηµατισµό και επίλυση του συστήµατος (3.135) 

αρκεί ο σχηµατισµός των µητρώων µεταφοράς η µορφή των οποίων εξαρτάται από την περίπτωση λύσης 

της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος (Πίνακας 3.2α). Τα µητρώα µεταφοράς για την κάθε δυνατή 

περίπτωση λύσης (Πίνακας 3.6) δίνονται στο Παράρτηµα Α. 

3.5.2.1β. Μέθοδος Β’  

Ακολουθώντας την κλασσική µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, το µητρώο φόρτισης δίνεται από τη 

σχέση: 

( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ][ ]T
αLxw

T1
z

T
αLxwz fJRF  NF =

−
= =⇒= FzFz PP  (3.136) 

Η σχέση αυτή αποτελεί ειδίκευση της (3.113). Το µητρώο [f] στην περίπτωση που γίνεται χρήση 

αλγεβρικών συναρτήσεων παρεµβολής δίνεται από τη σχέση (3.75α). Όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 
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3.5.1.1β υπάρχει και η δυνατότητα χρήσης του αντίστοιχου µητρώου [f] που σχηµατίζεται από τις 

στοιχειώδεις συναρτήσεις που συνθέτουν τις αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων του προβλήµατος (βλέπε 

Πίνακα 3.2α). 

Το µητρώα [R], [Jw] δίνονται από τις σχέσεις (3.73), (3.77α) αντίστοιχα στην περίπτωση χρήσης αλγεβρικών 

συναρτήσεων παρεµβολής, ενώ εάν γίνει χρήση των «ακριβών» συναρτήσεων τα µητρώα αυτά εξαρτώνται 

από τη περίπτωση λύσης των διαφορικών εξισώσεων. 

3.5.2.2. ∆οκός Euler – Bernoulli  

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα είναι οι οµογενείς διαφορικές εξισώσεις (3.17α) και 

(3.17β). Και στην περίπτωση αυτή για την ανάπτυξη του µητρώου φόρτισης µε βάση την ακριβή µέθοδο Α’, 

θα εφαρµοστεί η µέθοδος των αρχικών παραµέτρων. 

3.5.2.2α. Μέθοδος Α’  

Όπως τονίστηκε στην Παράγραφο 3.4.2.1α οι παράµετροι του προβλήµατος είναι η συνολική 

κατακόρυφη µετακίνηση w(x), η κατακόρυφη µετακίνηση της διατµητικής στρώσης wk(x), η γωνία στροφής 

των διατοµών (dw/dx), η ροπή κάµψης M(x), η τέµνουσα δύναµη V(x), και η τέµνουσα δύναµη που 

καταπονεί τη διατµητική στρώση VG(x). Εποµένως οι αρχικές παράµετροι είναι w0, wk0, dw0/dx, M0, V0 και 

VG0. Ακολουθώντας την διαδικασία που παρουσιάστηκε αναλυτικά στην προηγούµενη παράγραφο για τη 

δοκό Timoshenko προκύπτει η µητρωϊκή σχέση η οποία συνδέει τις τιµές των παραµέτρων σε κάθε σηµείο 

του στοιχείου, µε τις τιµές των αρχικών παραµέτρων: 
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(3.137) 

Εποµένως στην περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli το µητρώο µεταφοράς έχει τη µορφή: 
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(3.138) 
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Τα στοιχεία – συναρτήσεις του παραπάνω µητρώου εξαρτώνται από τη µορφή λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης του προβλήµατος (Πίνακας 3.2α). 

Η επιρροή του µοναχικού φορτίου Fz για x>αL λαµβάνεται υπόψη µε τρόπο ανάλογο µε αυτόν που 

δίνεται από τις σχέσεις (3.129α) – (3.129στ).  

Εποµένως και στην περίπτωση αυτή ισχύει η (3.130), όπου όµως: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]αLxαLxαLxαLxαLxαLxαLxy −−−−−′−=− G444k444
T VMVWWW  (3.139) 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.5.2.1α προκύπτει το 

παρακάτω σύστηµα εξισώσεων από το οποίο υπολογίζονται οι παράµετροι V0, M0, VG0: 
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(3.140) 

Μετά την επίλυση του συστήµατος αυτού είναι δυνατός ο υπολογισµός και των παραµέτρων VL, ML, VGL 

και εποµένως ο σχηµατισµός του µητρώου φορτίσεως (3.132). Είναι επίσης δυνατός και ο προσδιορισµός 

όλων των µεγεθών (κινηµατικών – και εντατικών) σε κάθε σηµείο του στοιχείου, από τις σχέσεις: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxWFxWV
K

xW
xWMxWVxw 4z6G0

ΦΑ

2
5040 −−+








−+=  (3.141α) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxWFxWV
K

xW
xWMxWV

dx
dw

4z6G0
ΦΑ

2
5040 −′−′+







 ′
−′+′=  (3.141β) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxWFxWV
K

xW
xWMxWVxw k4zk6G0

ΦΑ

k2
k50k40k −−+








−+=  (3.141γ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxVFxVV
Κ

xV
xVMxVVxV 4z6G0

ΦΑ

2
5040 −−+








−+=  (3.141δ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxMFxMV
Κ

xM
xMMxMVxM 4z6G0

ΦΑ

2
5040 −−+








−+=  (3.141ε) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αLxVFxVV
Κ

xV
xVMxVVxV G4zG6G0

ΦΑ

G2
G50G40G −−+








−+=  (3.141στ) 

Οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν για το τµήµα του στοιχείου που βρίσκεται µετά το σηµείο εφαρµογής του 

φορτίου, x>αL. Για το τµήµα του στοιχείου µε x<αL ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις χωρίς όµως τους 

τελευταίους όρους τους που εκφράζουν την επιρροή του κατακόρυφου φορτίου. 

3.5.2.2β. Μέθοδος Β’  

Το µητρώο φόρτισης σύµφωνα µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων δίνεται από τη σχέση: 

( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ]T
αLx

T1
z

T
αLxwz fRF  NF =

−
= =⇒= FzFz PP  (3.142) 
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Τα µητρώα [R], [f] δίνονται από τις σχέσεις (3.94), (3.96α) όταν γίνεται χρήση αλγεβρικών συναρτήσεων 

παρεµβολής. Εάν γίνει χρήση των συναρτήσεων που αποτελούν την αναλυτική λύση των εξισώσεων (3.17α) 

και (3.17β) τα µητρώα αυτά εξαρτώνται από τη µορφή λύσης των εξισώσεων αυτών. 

3.5.3. Μοναχική ροπή σε τυχούσα θέση 

Το διάνυσµα φόρτισης για µοναχική ροπή σε τυχούσα θέση µπορεί να σχηµατιστεί ακολουθώντας τη 

διαδικασία που ακολουθήθηκε και για την περίπτωση κατακόρυφου φορτίου, τόσο µε βάση τη Μέθοδο Α’ 

όσο και τη Μέθοδο Β’. Έτσι στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστούν µόνο τα αντίστοιχα σηµεία και οι 

αντίστοιχες σχέσεις που παρουσιάζουν διαφοροποίηση από την περίπτωση φόρτισης µε κατακόρυφο φορτίο. 

3.5.3.1. ∆οκός Timoshenko 

3.5.3.1α. Μέθοδος Α’  

Ξεκινώντας από τις σχέσεις (3.126), (3.127α) – (3.127στ), (3.128) οι οποίες ισχύουν και στην παρούσα 

περίπτωση, καθώς είναι ανεξάρτητες από τη µορφή της εξωτερικής φόρτισης, προκύπτει µε βάση το 

σκεπτικό που εκτέθηκε στην Παράγραφο 3.5.2.1α η µητρωϊκή σχέση: 

( )[ ] [ ][ ] ( )[ ]αL−+= xyMyFxy E0  (3.143) 

Όπου: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]αLxαLxαLxαLxαLxαLxαLxy −−−−−−=− G555k555
T VMVWGW  (3.144) 

Πρέπει να επισηµανθεί ότι τα πρόσηµα των όρων που εκφράζουν την επιρροή της µοναχικής ροπής είναι – 

σε αντίθεση µε την περίπτωση του µοναχικού κατακόρυφου φορτίου – θετικά. 

Για τον υπολογισµό των αρχικών παραµέτρων V0, M0, VG0 καταστρώνεται ένα σύστηµα τριών 

εξισώσεων παρόµοιας µορφής µε το σύστηµα (3.135): 
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 (3.145) 

Η µοναδική διαφοροποίηση του συστήµατος αυτού από το (3.135) έγκειται µόνο στο δεύτερο σκέλος των 

εξισώσεων τους.  

Μετά τον προσδιορισµό των παραµέτρων V0, M0, VG0 είναι δυνατός ο σχηµατισµός του µητρώου 

φόρτισης ακολουθώντας τα βήµατα που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 3.5.2.1α. 

3.5.3.2α. Μέθοδος Β’  

Το µητρώο φόρτισης σύµφωνα µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων δίνεται από τη σχέση: 

( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ][ ]T
αLxψ

T1
y

T
αLxψy fJRΜ  NΜ =

−

=
=⇒= MyMy PP  (3.146) 

Τα µητρώα [f], [R], [Jψ] δίνονται από τις σχέσεις (3.75α), (3.73), και (3.77β) αντίστοιχα στην περίπτωση που 

γίνεται χρήση αλγεβρικών συναρτήσεων παρεµβολής.  
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3.5.3.2. ∆οκός Euler – Bernoulli  

3.5.3.2α. Μέθοδος Α’  

Και στην περίπτωση αυτή ισχύουν οι σχέσεις (3.137), (3.138) οι οποίες είναι ανεξάρτητες της εξωτερικής 

φόρτισης. Με βάση τις σχέσεις αυτές και ακολουθώντας την διαδικασία που περιγράφηκε στις 

προηγούµενες παραγράφους προκύπτει η µητρωϊκη σχέση που συνδέει τα µεγέθη µετακίνησης και έντασης 

για x>αL µε τις αρχικές παραµέτρους. Η σχέση αυτή είναι ανάλογη της (3.143) µε τη διαφορά ότι στην 

περίπτωση αυτή το διάνυσµα [y(x-αL)]Τ είναι: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]αLxαLxαLxαLxαLxαLxαLxy −−−−−′−=− G555k555
T VMVWWW  (3.147) 

Το σύστηµα εξισώσεων από το οποίο προσδιορίζονται οι αρχικές παράµετροι V0, M0, VG0 είναι: 
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(3.148) 

Μετά την επίλυση του παραπάνω συστήµατος είναι δυνατός ο σχηµατισµός του µητρώου φόρτισης µε 

βάση τα όσα εκτέθηκαν στην Παράγραφο 3.5.2.2α. 

3.5.3.2β. Μέθοδος Β’  

Το µητρώο φόρτισης σύµφωνα µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων δίνεται από τη σχέση: 

( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ]T
αLx

T1
y

T
αLxwy fRM  NM =

−
=

′=⇒′= MyMy PP  (3.149) 

Όπου το µητρώο [f΄] είναι το µητρώο των πρώτων παραγώγων των συναρτήσεων παρεµβολής. 

Υπενθυµίζεται ότι τα µητρώα [R], [f] δίνονται από τις σχέσεις (3.94), (3.96α) όταν γίνεται χρήση 

αλγεβρικών συναρτήσεων παρεµβολής.  

3.5.4. Ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή ∆t 

Η ανοµοιόµορφη µεταβολή θερµοκρασίας ∆t=tu – to µεταξύ της άνω και της κάτω ίνας της διατοµής 

(Σχήµα 3.10) έχει διπλή επιρροή στην εντατική κατάσταση του στοιχείου. Πιο συγκεκριµένα η 

θερµοκρασιακή κατάσταση µπορεί να θεωρηθεί ότι συντίθεται από µια οµοιόµορφη θερµοκρασιακή 

µεταβολή tm η οποία είναι η θερµοκρασία του κεντροβαρικού άξονα, και από τη θερµοκρασιακή µεταβολή 

∆t΄ η οποία είναι κατ’ απόλυτη τιµή ίση µε την ∆t αλλά διατηρεί τον κεντροβαρικό άξονα, χωρίς 

θερµοκρασιακή µεταβολή. Η σταθερή θερµοκρασιακή µεταβολή tm προκαλεί οµοιόµορφη αξονική µήκυνση 

ή βράχυνση. Όταν η παραµόρφωση αυτή εµποδίζεται εµφανίζονται αξονικές δυνάµεις στα άκρα του 

στοιχείου.  

Η ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή  ∆t΄=∆t προκαλεί καµπύλωση στην περίπτωση βέβαια κατά 

την οποία τα άκρα του στοιχείου έχουν τη δυνατότητα στροφής όπως συµβαίνει στην µελετούµενη 

περίπτωση λόγω της ύπαρξης των στροφικών ελατηρίων. Η δυνατότητα στροφής που απορρέει από την 

ύπαρξη των στροφικών ελατηρίων προκαλεί µείωση της αναπτυσσόµενης έντασης σε σχέση µε την ένταση 
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που θα αναπτύσσονταν σε ένα αµφίπακτο στοιχείο (στην οριακή περίπτωση αµφιέρειστου στοιχείου η 

ένταση είναι µηδενική). Ταυτόχρονα όµως η δυνατότητα µερικής στροφής των άκρων του στοιχείου οδηγεί 

στην εµφάνιση κατακορύφων µετακινήσεων, και κατά συνέπεια την εµφάνιση αντιδράσεων από το ελαστικό 

υπόβαθρο. Εποµένως η τελική αναπτυσσόµενη ένταση είναι το αποτέλεσµα της µερικής εµπόδισης της 

στροφής των άκρων του στοιχείου αλλά και των κατανεµηµένων αντιδράσεων που προκαλούνται από την 

παραµόρφωση του ελαστικού υποβάθρου. 

Στην παρούσα παράγραφο θα σχηµατιστούν τα µητρώα φόρτισης που αντιστοιχούν στην ανοµοιόµορφη 

µεταβολή ∆t, ενώ η επιρροή της οµοιόµορφης µεταβολής tm θα εξεταστεί µε σχετικό σχόλιο στην 

Παράγραφο 3.6.4.2 όπου γίνεται αναφορά στις αξονικές παραµορφώσεις του στοιχείου.  

Στην περίπτωση που το στοιχείο υπόκειται σε ανοµοιόµορφη µεταβολή θερµοκρασίας ∆t, ισχύουν οι 

οµογενείς διαφορικές εξισώσεις (3.8α) και (3.8β) για την περίπτωση της δοκού Timoshenko, και οι σχέσεις 

(3.17α) και (3.17β) για την περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli. Επειδή όµως η ανοµοιόµορφη µεταβολή 

θερµοκρασίας ∆t είναι καταναγκασµός, οι σχέσεις που δίνουν τις καµπτικές ροπές, αντί των (3.59α) και 

(3.86α), είναι: 

1. ∆οκός Timoshenko 

( ) 





 +=

h
α∆t

dx
dψEIxM  (3.150α) 

2. ∆οκός Euler – Bernoulli 

( ) 







+=

h
α∆t

dx
wdEIxM 2

2

 (3.150β) 

Όπου α είναι ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας του υλικού του στοιχείου, ∆t είναι η θερµοκρασιακή 

µεταβολή µεταξύ άνω και κάτω ίνας του στοιχείου (Σχήµα 3.10), και h το ύψος της διατοµής. 

Παρακάτω θα παρουσιαστεί η διαδικασία σχηµατισµού των µητρώων φόρτισης, τόσο µε την ακριβή 

µέθοδο (Μέθοδος Α’), όσο και µε την προσεγγιστική (Μέθοδος Β’). 

3.5.4.1. ∆οκός Timoshenko 

3.5.4.1α. Μέθοδος Α’  

Όπως τονίστηκε και στην εισαγωγή της παρούσας παραγράφου, η κάµψη της δοκού Timoshenko υπό την 

επήρεια ανοµοιόµορφης θερµοκρασιακής µεταβολής ∆t διέπεται από τις οµογενείς διαφορικές εξισώσεις 

(3.8α) και (3.8β) αλλά και τη σχέση (3.10). Εποµένως οι ακριβείς λύσεις των εξισώσεων αυτών δίνονται από 

τις σχέσεις (3.62α), (3.62β) και (3.62γ). Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι οι (3.108α,β,γ) και 

(3.109α,β,γ). Από τις συνοριακές συνθήκες αυτές και κάνοντας εφαρµογή της σχέσης (3.150α) για τον 

υπολογισµό των ροπών κάµψης Μ(x), προκύπτει το παρακάτω γραµµικό σύστηµα έξι εξισώσεων, από το 

οποίο υπολογίζονται οι σταθερές ολοκλήρωσης C΄1 – C΄6 των (3.62α), (3.62β) και (3.62γ): 

[ ][ ] [ ]∆t∆t VCF =′  (3.151) 

όπου το µητρώο [F∆t] δίνεται από τη σχέση (3.111) καθώς [F∆t]≡ [FTr], ενώ το διάνυσµα [V∆t] είναι: 
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[ ] 







−=Τ 0∆t00∆t0V∆t

ΦΒΦΑ hK
EIα

hK
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Υπενθυµίζεται ότι οι συναρτήσεις fiw, fiψ, fi, καθώς και οι παράγωγοι τους που υπεισέρχονται στο µητρώο 

[F∆t], µπορούν να λάβουν µορφές που αντιστοιχούν στις περιπτώσεις λύσης που είναι δυνατό να λάβουν 

τόσο οι εξισώσεις (3.7α), (3.7β) της θεωρίας β’ τάξης, όσο και οι εξισώσεις (3.11α), (3.11β), της θεωρίας α’ 

τάξης. Η επίλυση του συστήµατος (3.151) οδηγεί στον προσδιορισµό των σταθερών ολοκλήρωσης, και έτσι 

από τις σχέσεις (3.150α), (3.59β) και (3.59γ) είναι δυνατός ο σχηµατισµός του ζητουµένου µητρώου 

φόρτισης: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]LVLMLV0V0M0VP ∆t
G

∆t∆t∆t
G

∆t∆tT∆t =  (3.153) 

3.5.4.1β. Μέθοδος Β’  

Ο σχηµατισµός του µητρώου φόρτισης µε βάση τη Β’ µέθοδο θα πραγµατοποιηθεί ξεκινώντας από την 

γενική σχέση υπολογισµού της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός – ελαστικό 

υπόβαθρο: 

( ) ( ) ( )[ ]∫ −++′−′++=
L

0

2
k

2
c

2
kGΤ dxqwwkwcwPwVQβΜκ

2
1π   (3.154) 

Στην παραπάνω σχέση, από την οποία προκύπτει η σχέση 3.1, κ είναι η καµπυλότητα της δοκού ενώ η 

εξήγηση των υπολοίπων όρων δίνεται στην Παράγραφο 3.2.2.1. (Πρέπει επίσης να διευκρινιστεί ότι το Q 

είναι η τέµνουσα δύναµη του στοιχείου που δρα εντός του επιπέδου της διατοµής, και όχι η κατακόρυφη 

δύναµη V που εισάγεται σε όλους υπολογισµούς που προηγήθηκαν). 

Για τον σχηµατισµό τόσο των µητρώων δυσκαµψίας όσο και των µητρώων φόρτισης που προηγήθηκαν 

έγινε χρήση της σχέσης κ=Μ/(ΕΙ)=(dψ/dx). Ωστόσο για την συγκεκριµένη περίπτωση όπου το ζητούµενο 

είναι ο σχηµατισµός του µητρώου φόρτισης λόγω ανοµοιόµορφης µεταβολής θερµοκρασίας λόγω ενός 

εσωτερικού καταναγκασµού δηλαδή, η σχέση υπολογισµού των ροπών κάµψης είναι η (3.150α). 

 Εποµένως ο όρος της σχέσης (3.154), (Μκ) που εκφράζει το έργο των καµπτικών ροπών παίρνει την 

παρακάτω µορφή: 
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Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (3.83α) και (3.83γ), η (3.155α) λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 
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⇒ ∫∫∫  (3.155β) 

Στην παραπάνω σχέση ο πρώτος όρος είναι το τµήµα του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχεί στην 

καµπτική παραµόρφωση του στοιχείου (βλέπε και Παράγραφο 3.4.1.1β), ενώ ο δεύτερος είναι το µητρώο 

φόρτισης λόγω της ανοµοιόµορφης µεταβολής θερµοκρασίας ∆t: 
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Για το σχηµατισµό της παραπάνω σχέσης έγινε χρήση της (3.79γ). Τα µητρώα [f], [R], [Jψ] δίνονται από τις 

σχέσεις (3.75α), (3.73), και (3.77β) αντίστοιχα στην περίπτωση που γίνεται χρήση αλγεβρικών συναρτήσεων 

παρεµβολής. 

3.5.4.2. ∆οκός Euler – Bernoulli 

3.5.4.2α. Μέθοδος Α’  

H κάµψη της δοκού Timoshenko υπό την επίδραση ανοµοιόµορφης θερµοκρασιακής µεταβολής ∆t, 

διέπεται από τις οµογενείς διαφορικές εξισώσεις (3.17α) και (3.17β) οι ακριβείς λύσεις των οποίων έχουν τη 

µορφή των (3.88γ, δ). Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι οι (3.117α, β, γ) και (3.117α, β, γ). 

Από τις συνοριακές συνθήκες αυτές και κάνοντας εφαρµογή της σχέσης (3.151α) για τον υπολογισµό των 

ροπών κάµψης Μ(x), προκύπτει γραµµικό σύστηµα έξι εξισώσεων ανάλογο του συστήµατος που δίνεται από 

τη (3.151), από το οποίο υπολογίζονται οι σταθερές ολοκλήρωσης C΄1 – C΄6. Στο σύστηµα αυτό, το µητρώο 

[F∆t] δίνεται από τη σχέση (3.119) καθώς [F∆t]≡ [FTr], ενώ το διάνυσµα [V∆t] από τη σχέση (3.152). Κατά τα 

λοιπά η διαδικασία σχηµατισµού του µητρώου φόρτισης είναι ανάλογη µε αυτή που παρουσιάστηκε στην 

Παράγραφο 3.5.4.1α. 

3.5.4.2β. Μέθοδος Β’  

Και στην περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli ισχύει το σκεπτικό µε βάση το οποίο σχηµατίστηκε το 

αντίστοιχο µητρώο για τη δοκό Timoshenko. Εποµένως το µητρώο φόρτισης για την παρούσα περίπτωση 

δίνεται από τη σχέση: 

( )[ ] [ ] [ ]∫ −
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L
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2
T∆t dxRf

dx
dEI

h
α∆tP  (3.157) 

Τα µητρώα [R], [f] δίνονται από τις σχέσεις (3.94), (3.96α) όταν γίνεται χρήση αλγεβρικών συναρτήσεων 

παρεµβολής. Εάν γίνει χρήση των συναρτήσεων που αποτελούν την αναλυτική λύση των διαφορικών 

εξισώσεων του προβλήµατος, τα αντίστοιχα µητρώα εξαρτώνται από τη µορφή λύσης των εξισώσεων 

αυτών. 
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3.6. Γενίκευση των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης – Εισαγωγή του νέου στοιχείου 
3.6.1. Εισαγωγή 

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστεί το γενικευµένο στοιχείο δοκού σχήµατος 3.11. Το νέο αυτό 

στοιχείο στηρίζεται στην γενίκευση των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης που σχηµατίστηκαν στις 

προηγούµενες παραγράφους. Η γενίκευση θα πραγµατοποιηθεί σε τρία στάδια: 

• Κατά το πρώτο στάδιο (Παράγραφος 3.6.2) θα σχηµατιστούν τα µητρώα δυσκαµψίας και φόρτισης για το 

στοιχείο του σχήµατος 3.11.  

• Στο δεύτερο στάδιο (Παράγραφος 3.6.3.) θα παρουσιαστεί η µέθοδος µε την οποία είναι δυνατή η 

θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου τόσο κατά τη διαµήκη όσο και κατά την 

εγκάρσια διεύθυνση. 

• Τέλος (Παράγραφος 3.6.4.) θα γίνει επέκταση του στοιχείου στο χώρο ενσωµατώνοντας επιπλέον τόσο 

τους αξονικούς όσο και τους στρεπτικούς βαθµούς ελευθερίας σε συνδυασµό µε τη θεώρηση αξονικής 

και στρεπτικής ελαστικής έδρασης. 

3.6.2. Προσθήκη ακάµπτων βραχιόνων και στροφικών ελατηρίων 

Στην παράγραφο αυτή θα αναπτυχθεί το µητρώο δυσκαµψίας για το νέο στοιχείο δοκού. Το στοιχείο 

αυτό, του οποίου οι κόµβοι είναι τοποθετηµένοι στα σηµεία 1 και 4, αποτελείται από 3 τµήµατα (Σχήµα 

3.11):  

• Το τµήµα µεταξύ των κόµβων (0) και (2) που είναι απολύτως στερεό (δηλαδή EF, EI, GF΄→∞),  

• Το τµήµα µεταξύ των κόµβων (2) και (3) µε EI, GF΄=πεπ. και EF→∞, και, 

• Το τµήµα µεταξύ των κόµβων (3) και (5) που είναι επίσης απολύτως στερεό.  

Η σύνδεση του τµήµατος (2-3) µε τα τµήµατα (0-2) και (3-5) υλοποιείται µέσω στροφικών ελατηρίων, µε 

ελατηριακές σταθερές ΚΦΑ, ΚΦΒ αντιστοίχως. Καθ’ όλο το µήκος του το στοιχείο εδράζεται επάνω σε  

ελαστικό υπόβαθρο τριών παραµέτρων µε παραµέτρους k, c, G. Το στοιχείο φορτίζεται και από στατική 

αξονική (εφελκυστική ή θλιπτική) δύναµη P, η οποία θεωρείται ότι δρα στους κόµβους (1) και (4). Τα 

τµήµατα των βραχιόνων (0 – 1) και (4 – 5) θεωρούνται αξονικώς αφόρτιστα. 

XΦ Y Στοιχεßο δοκοý
Euler Þ Timoshenko KΦΒ

4 P
3

5

0
1

2
ΦAK

P

c

k
G

1d L d2

 
Σχήµα 3.11. Το νέο γενικευµένο πεπερασµένο στοιχείο δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. 
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Οι βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου είναι – σύµφωνα µε τις παραδοχές του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων – η συνολική κατακόρυφη µετατόπιση w, η συνιστώσα της κατακόρυφης µετατόπισης που 

οφείλεται στην παραµόρφωση της κάτω στρώσης των ελατηρίων wk (Σχέση 3.1), και η γωνία στροφής φ 

(Σχήµα 3.12). Οι βαθµοί ελευθερίας δεν αναφέρονται στους κόµβους (0) και (5) οι οποίοι βρίσκονται στα 

άκρα του στοιχείου, αλλά στους κόµβους (1) και (4), οι οποίοι βρίσκονται στο εσωτερικό των στερεών 

βραχιόνων. Οι θέσεις των κόµβων (1) και (4) εντός των βραχιόνων είναι µεταβλητές και αποτελούν 

παραµέτρους του στοιχείου (παράµετροι ξ1, ξ2). Ο λόγος για τη θεώρηση των βοηθητικών κόµβων (0) και 

(5) συνίσταται στη δυνατότητα που προσδόθηκε στο στοιχείο να λαµβάνει αυτόµατα υπόψη την επιρροή 

των εξωτερικών πτερυγίων των ακριανών πεδίλων. 

 

3.6.2.1. Σχηµατισµός των µητρώων δυσκαµψίας 

Για το σχηµατισµό του µητρώου δυσκαµψίας του νέου στοιχείου θεωρείται ως δεδοµένο το αντίστοιχο 

µητρώο του εσωτερικού τµήµατος το οποίο αναπτύχθηκε στις προηγούµενες παραγράφους. Ο σχηµατισµός 

του µητρώου δυσκαµψίας θα γίνει µε γενικό τρόπο, χωρίς να ληφθεί υπόψη αν το εσωτερικό του στοιχείου 

αναφέρεται σε δοκό Timoshenko ή Euler. Στα σηµεία που η θεώρηση της µιας ή της άλλης περίπτωσης 

διαφοροποιεί την πορεία των υπολογισµών ή απαιτεί κάποια διευκρίνιση θα παρατίθεται σχετικό σχόλιο. Η 

κατάστρωση των εξισώσεων ισορροπίας θα γίνει στην παραµορφωµένη κατάσταση (Θεωρία β’ τάξης). 

Ο σχηµατισµός του µητρώου δυσκαµψίας θα στηριχθεί στον συσχετισµό των συντελεστών του µητρώου 

δυσκαµψίας του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου, που είναι γνωστό, µε τους συντελεστές του νέου 

στοιχείου. Ο συσχετισµός αυτός θα πραγµατοποιηθεί σε δυο στάδια: 

• Στο πρώτο στάδιο θα σχηµατιστούν οι εξισώσεις που συνδέουν τους βαθµούς ελευθερίας των 

εσωτερικών – βοηθητικών κόµβων του (2), (3) του στοιχείου µε τους αντίστοιχους βασικούς κόµβους (1) 

και (4). Κατά τη συσχέτιση αυτή θα ληφθεί υπόψη και η επιρροή των στροφικών ελατηρίων που 

βρίσκονται στους εσωτερικούς κόµβους.  

• Στο δεύτερο στάδιο θα σχηµατιστούν οι εξισώσεις που συνδέουν τα εντατικά µεγέθη που δρουν στους 

εσωτερικούς κόµβους (2) και (3) – και αποτελούν τους συντελεστές του µητρώου δυσκαµψίας του 

εσωτερικού τµήµατος – µε τα ζητούµενα εντατικά µεγέθη των κόµβων (1) και (4). Θα πρέπει να τονιστεί 

ότι για τον υπολογισµό των εντατικών αυτών µεγεθών θα συνυπολογιστεί και η ένταση που 

µεταβιβάζεται στους κόµβους (1) και (4) από τα τµήµατα των βραχιόνων (0 – 1) και (4 – 5) αντίστοιχα. 

Τα τµήµατα αυτά δέχονται την φόρτιση – αντίδραση του εδάφους και θεωρούνται αξονικώς αφόρτιστα. 

Συσχέτιση των βαθµών ελευθερίας 
Κατά το στάδιο αυτό θα σχηµατιστούν οι σχέσεις που συνδέουν τις µετακινήσεις – βαθµούς ελευθερίας 

των βοηθητικών κόµβων (2) ήτοι w2, wk2, φ2 και (3) ήτοι w3, wk3, φ3, µε τις µετακινήσεις των βασικών 

κόµβων (1) ήτοι w1, wk1, φ1 και (4) ήτοι w4, wk4, φ4 αντίστοιχα (Σχήµα 3.12). 
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Σχήµα 3.12. Οι βαθµοί ελευθερίας του νέου στοιχείου. 

Έχοντας ως δεδοµένες τις σχέσεις µέσω των οποίων προσδιορίζονται οι κατακόρυφες µετακινήσεις w, wk 

στο εσωτερικό τµήµα του στοιχείου (2 – 3), το πρώτο βήµα στην διαδικασία σχηµατισµού των σχέσεων 

µεταξύ των βαθµών ελευθερίας των βασικών και των βοηθητικών κόµβων αποτελεί ο προσδιορισµός των 

σχέσεων που διέπουν τις κατακόρυφες µετακινήσεις των ακάµπτων βραχιόνων (0 – 2) και (3 – 5). 

Όπως έχει αποδειχθεί, (σχέσεις 3.6β και 3.15β), η εξίσωση η οποία συνδέει τα µεγέθη w, wk µπορεί να 

πάρει την παρακάτω µορφή: 

w
G
cw

c
k1

G
c

dx
wd

k2
k

2







−=






 +−  (3.158) 

Καθώς οι βραχίονες είναι απολύτως στερεοί, η εξίσωση της συνολικής κατακόρυφης µετακίνησης w του 

βραχίονα (0 – 2) είναι: 

( ) ( ) xφwxwx
dξ

ww
wxw 11

11

12
1 +=⇔







 −
+=  (3.159) 

Η λύση της (3.158) λαµβάνοντας υπόψη την (3.159) είναι: 

( ) ( )[ ]1111
11

12
1

λx
2

λx
1k dxd    x

dξ
ww

w
ck

ceCeCxw ξξ1 ≤≤−−














 −
+








+
++= −  (3.160) 

Όπου: 







 +=

c
k1

G
cλ  (3.161) 

Οι σταθερές ολοκλήρωσης ορίζονται διαφορετικά στο τµήµα (0 – 1) και διαφορετικά στο τµήµα (1 – 2). 

Το γεγονός αυτό οφείλεται στην τοποθέτηση του βασικού κόµβου (1) στο εσωτερικό του βραχίονα ο οποίος 

χωρίζει το βραχίονα σε δυο τµήµατα.  
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Για τον προσδιορισµό των σταθερών C1, C2 στο τµήµα (0 – 1), οι απαιτούµενες συνοριακές συνθήκες 

ορίζονται στους κόµβους (0) και (1): 

( ) ( ) k1kk w0xw0xw ==== +−  (3.162α) 

( )
( )[ ] G01G

k0

dx

k VdxV
dx

dw
dx

dw

1

=−=⇔=
−−=

1
ξ1

ξ1
1

 (3.162β) 

Η (3.162α) εξασφαλίζει τη συνέχεια των κατακόρυφων µετακινήσεων του διατµητικού στρώµατος wk 

στον κόµβο (1) (Σχήµα 3.13). Όσον αφορά την (3.162β) πρέπει να τονιστεί ότι στην περίπτωση κατά την 

οποία δεν λαµβάνεται υπόψη η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου, τότε VG0=0. Ωστόσο, όταν 

ληφθεί υπόψη η επιρροή αυτή, η τιµή του VG0 είναι µη µηδενική, όπως θα δειχθεί αναλυτικά στην 

Παράγραφο 3.6.3.1. Επειδή η κατάστρωση των εξισώσεων του στοιχείου θα γίνει µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

είναι δυνατή η θεώρηση ή όχι της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου, θα θεωρηθεί ότι VG0≠0. 
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Σχήµα 3.13. Οι συνοριακές συνθήκες των κόµβων των στερεών βραχιόνων. 

Οι συνοριακές συνθήκες για τον προσδιορισµό των σταθερών ολοκλήρωσης της (3.160) στο τµήµα         

(1 – 2) ορίζονται στον βοηθητικό κόµβο (2) (Σχήµα 3.13). Στον κόµβο αυτό, παρά το ότι ο παραµορφωµένος 

άξονας του στοιχείου εµφανίζει γόνατο λόγω της ύπαρξης του στροφικού ελατηρίου, το διατµητικό στρώµα 

παραµένει συνεχές (όσον αφορά την παραµόρφωση του) αφού η άνω στρώση των ελατηρίων του 

µεταβιβάζει συνεχές – χωρίς τοπικές εξάρσεις – φορτίο. Εποµένως οι συνοριακές συνθήκες είναι: 

( ) ( ) k21k1k wdxwdxw ==== +−
11 ξξ  (3.163α) 

( ) ( ) G21G1G
dx

k

dx

k VdxVdxV
dx

dw
dx

dw

11

====⇔= +−

== +−
11

ξξ

ξξ
11

 (3.163β) 

Οι συνοριακές συνθήκες (3.162α,β) και (3.163α,β) ορίζουν δυο συστήµατα εξισώσεων από τα οποία 

µπορούν να προσδιοριστούν σε πρώτο στάδιο οι σταθερές ολοκλήρωσης, και σε δεύτερο οι εκφράσεις που 

δίνουν τις κατακόρυφες µετακινήσεις του διατµητικού στρώµατος wk στα δυο τµήµατα του βραχίονα (0 – 2): 
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Τµήµα (1 – 2) 
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(3.164β) 

Η εφαρµογή της σχέσης (3.164β) για x=0 δίνει: 
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όπου: sξ1=tanh(λξ1d1), mξ1=cosh(λξ1d1), nξ1=sinh(λξ1d1) 

Στο βραχίονα (3 – 5) οι λύσεις της (3.158) για τα τµήµατα (3 – 4) και (4 – 5) είναι: 
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όπου L1=L +(ξ1d1). 

Ακολουθώντας ακριβώς την ίδια διαδικασία που παρουσιάστηκε πιο πάνω για τον βραχίονα (0 – 2), 

προκύπτουν οι σχέσεις που δίνουν τις κατακόρυφες µετακινήσεις του διατµητικού επιπέδου στα δυο 

τµήµατα του βραχίονα (3 – 4) και (4 – 5): 
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Τµήµα (4 – 5) 
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(3.167β) 

Για x=L1+(ξ2d2) η (3.167α) δίνει: 
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Όπου: sξ2=tanh(λξ2d2), mξ2=cosh(λξ2d2), nξ2=sinh(λξ2d2) 

Οι σχέσεις, που συνδέουν τα υπόλοιπα µεγέθη µετακίνησης των βασικών κόµβων (1), (4) µε τα 

αντίστοιχα µεγέθη των βοηθητικών κόµβων (2), (3) είναι (Σχήµα 3.13): 

w2 = w1 + φ1(ξ1d1)         (3.169α) 

φ2 = φ1 – ∆φ1          (3.169β) 

w3 = w4 – φ4(ξ2d2)         (3.169γ) 

φ3 = φ4 – ∆φ2          (3.169δ)  

Για την περίπτωση της δοκού Timoshenko πρέπει να 

τονιστεί το εξής: Ενώ στο µεσαίο τµήµα του 

στοιχείου, εξαιτίας της επιρροής των διατµητικών 

παραµορφώσεων, η κλίση της ελαστικής γραµµής 

dw/dx δεν ταυτίζεται µε την καµπτική στροφή των 

διατοµών φ (Σχήµα 3.14), στους απολύτως στερεούς 

βραχίονες του στοιχείου τα δύο αυτά µεγέθη 

ταυτίζονται: dw/dx≡φ. Ωστόσο, ως βαθµός 

ελευθερίας λαµβάνεται εδώ η καµπτική στροφή των 

διατοµών. Η επιλογή αυτή γίνεται, επειδή το 

µητρώο δυσκαµψίας της δοκού Timoshenko 

αναπτύσσεται µε θεώρηση ως βαθµών ελευθερίας 

των καµπτικών στροφών των διατοµών και όχι της 

κλίσης της ελαστικής γραµµής. Με τον τρόπο αυτό 

προσοµοιώνονται σωστά οι συνθήκες πάκτωσης 

όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 2.3.2. 

Σηµειώνεται, επίσης, ότι τα µεγέθη ∆φ1, ∆φ2 

οφείλονται στο γόνατο που εµφανίζει το διάγραµµα 
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Σχήµα 3.14. Λεπτοµέρεια του κόµβου σύνδεσης του 

µεσαίου τµήµατος µε τον απολύτως στερεό βραχίονα 

στην περίπτωση της δοκού Timoshenko. 

των καµπτικών γωνιών στροφής των διατοµών 

στους κόµβους (2) και (3) εξαιτίας της ύπαρξης εκεί 

των στροφικών ελατηρίων, και δίνονται από τις 

σχέσεις: 
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Μ
Ä == και   (3.170) 

όπου Μ2, Μ3 είναι οι τιµές των ροπών κάµψης στους βοηθητικούς κόµβους (2), (3), και ΚΦΑ, ΚΦΒ οι 

σταθερές των στροφικών ελατηρίων. 

Οι σχέσεις (3.165), (3.168β) και (3.169α) – (3.169δ) µπορούν να συνοψιστούν στην παρακάτω µητρωική 

σχέση: 

[ ] [ ][ ] [ ][ ]εσωτ1εσωτ STuΤu +=  (3.171) 

Όπου: 

[ ] [ ]k333k222εσωτ wφwwφu w=Τ  (3.172α) 
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[ ] [ ]k444k111 wφwwφwu =Τ  (3.172β) 

[ ] [ ]G333G222εσωτ VMVVMVS =Τ  (3.172γ) 
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(3.172ε) 

Συσχέτιση των µεγεθών έντασης 
Στο στάδιο αυτό θα σχηµατιστούν οι σχέσεις συσχέτισης των µεγεθών έντασης των βοηθητικών κόµβων 

(2) ήτοι V2, M2, VG2 και (3) ήτοι V3, M3, VG3, µε τα εντατικά µεγέθη των βασικών κόµβων (1) ήτοι V1, M1, 

VG1 και (4) ήτοι V4, M4, VG4 αντίστοιχα (Σχήµα 3.15). 

Χ

P

1V
1M
φ1

P

V
2V

M2
P M

2

2

φ

Υ

3V

M3
P M

P

3V

3

V4
φ4

5w

M4

P

w4w3

w0
w1

w2

G2V

p(x)=kw - G d w 
dxk

2

2
k

G3V

p (x)=kwk1

VG2

G1VG0V

G5V

VG4

VG3

p (x)=kw
1 k

p (x)=kw
1 k

 
Σχήµα 3.15.  Η συσχέτιση των µεγεθών έντασης του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου µε τα αντίστοιχα µεγέθη των 

στερεών βραχιόνων. 
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Καταρχήν µπορούν να συσχετιστούν οι τέµνουσες δυνάµεις VG του διατµητικού επιπέδου κάνοντας 

εφαρµογή των σχέσεων που σχηµατίστηκαν κατά το προηγούµενο στάδιο. Όπως τονίστηκε στην 

Παράγραφο 3.4.1.1α η σχέση που δίνει την τέµνουσα του διατµητικού επιπέδου είναι η (3.59γ). 

Εφαρµόζοντας την σχέση αυτή και σχηµατίζοντας τις πρώτες παραγώγους των (3.164α, β) προκύπτουν: 

 
Τµήµα (0 – 1) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
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(3.173α) 

 Τµήµα (1 – 2) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )[ ][ ] 1111111

111k211G211G

φdξxλsinhdλξdξxλcosh1
ck

Gc

wdξxλsinh
ck
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−−+−=
 

(3.173β) 

όπου m΄ξ1=cosh[λd1(1-ξ1)].  

Από την σχέση (3.173α) για x=0 προκύπτει: 

( ) ( ) 1
ξ1

2k1ξ11ξ1G0
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G1
αρ
G1 φ

m
11

λ
cwsGλws

λ
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m
10xVV













′
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 ′−

′
=== −  (3.174α) 

όπου s΄ξ1=tanh[λd1(1-ξ1)].  

Αντίστοιχα από την σχέση (3.173β) για x=0, αν ληφθεί υπόψη και η (3.165), προκύπτει: 

( ) ( ) 1
ξ1

2k1ξ11ξ1G2
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G1
δ
G1 φ

m
11

λ
cwλGsws

λ
cV

m
10xVV
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−=== +  (3.174β) 

Η παραπάνω διαδικασία, εφαρµοζόµενη για το βραχίονα (3 – 5) οδηγεί στις παρακάτω σχέσεις: 

Τµήµα (3 – 4) 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
42

1
G3131k31G φ

λ
Lxλcosh1
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λ
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 −−
+−+−−−=  (3.175α) 

 

Τµήµα (4 – 5) 
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(3.175β) 

όπου m΄ξ2=cosh[λd2(1-ξ2)]. 

Από την (3.175α) για x=L1+ξ2d2, και λαµβάνοντας υπόψη τις (3.168β) και (3.169γ), προκύπτει: 

( ) ( ) 4
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Αντίστοιχα από την (3.175β) προκύπτει: 

( ) ( ) 4
ξ2

G5
ξ2

4ξ24kξ2221G4
δ
G4 φ

m
11V

m
1wswsGλdξLxVV













′
−+











′
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2λ
c

λ
c  (3.176β) 

όπου s΄ξ2=tanh[λd2(1-ξ2)].  

V +dVG G

VG

dx

p(x)=cwc

p (x)=kwk1

 
Σχήµα 3.16. Η ισορροπία των κατακόρυφων δυνάµεων 

που καταπονούν το διατµητικό επίπεδο. 

 
Για τον σχηµατισµό των σχέσεων συνδέουν τα 

άλλα δυο µεγέθη έντασης Μ, V των βασικών και 

βοηθητικών κόµβων θα πρέπει να καταστρωθεί η 

σχέση υπολογισµού της δύναµης η οποία 

µεταβιβάζεται από το έδαφος στο στοιχείο κατά 

µήκος των στερεών βραχιόνων (Σχήµα 3.15).  

Η κατανεµηµένη δύναµη αυτή δίνεται σύµφωνα 

µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων από τη 

σχέση: p(x)=cwc. Αντίστοιχα, η δύναµη που δέχεται 

το διατµητικό επίπεδο από την κάτω στρώση των 

ελατηρίων του προσοµοιώµατος είναι: p1(x)=kwk. Η 

συνθήκη ισορροπίας των κατακόρυφων δυνάµεων 

που καταπονούν το απειροστό στοιχείο του 

διατµητικόυ επιπέδου δίνει (Σχήµα 3.16): 

( ) ( ) ( ) 2
k
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Gkwxp  
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dw
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dx
dkwxp    xpcw

dx
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kw −=⇒






−=⇒==−  (3.177) 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει η κατανεµηµένη φόρτιση που δέχεται το στοιχείο και κατά 

συνέπεια, και οι βραχίονες του (0 – 2) και (3 – 5). 

Ο υπολογισµός της συνεχούς εδαφικής αντίδρασης που δέχεται ο βραχίονας (0 – 2) θα γίνει χωριστά για 

τα τµήµατα (0 – 1) και (1 – 2). Η διαδικασία αυτή θα ακολουθηθεί διότι ο σχηµατισµός του µητρώου 

δυσκαµψίας θα γίνει µε τέτοιο τρόπο ώστε να διαχωρίζεται η επιρροή των δυο τµηµάτων του βραχίονα στις 

τελικές εξισώσεις. Έτσι, εφαρµόζοντας την σχέση (3.177) σε συνδυασµό µε την (3.164α) προκύπτει: 
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(3.178α) 

Αντίστοιχα από την εφαρµογή της (3.177) σε συνδυασµό µε την (3.164β) προκύπτει: 
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(3.178β) 
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Σχήµα 3.17. Οι δυνάµεις που δρουν στους στερεούς βραχίονες. 

Οι συνολικές κατακόρυφες αντιδράσεις που δέχονται τα τµήµατα (0 – 1) και (1 – 2), προκύπτουν από την 

ολοκλήρωση των σχέσεων (3.178α) και (3.178β) στα τµήµατα (–(1-ξ1)d1,0) και (0,ξ1d1) αντίστοιχα (Σχήµατα 

3.13 και 3.17): 

Τµήµα (0 – 1): ( )
( )[ ]∫ −−− =

0
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dxxpp
1

 (3.179α) 

Τµήµα (1 – 2): ( )∫=−
11dξ

021 dxxpp  (3.179β) 

Λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω σχέσεις σε συνδυασµό µε τις (3.178α) και (3.178β) προκύπτουν: 
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(3.179γ) 

 
Τµήµα (1 – 2) 
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(3.179δ) 

Οι ροπές των δυνάµεων p0-1 και p1-2 ως προς τον κόµβο (1) δίνονται από τις σχέσεις (Σχήµατα 3.13 και 

3.17): 

( )
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( )dxxxpM 11dξ
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Από τις (3.178α) και (3.180α) προκύπτει: 
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(3.181α) 

όπου n΄ξ1=sinh[λd1(1-ξ1)]. 

Αντιστοίχως από τις (3.178β) και (3.180β) προκύπτει: 
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(3.181β) 

Η ίδια διαδικασία ακολουθείται και για τον βραχίονα (3 – 5). Έτσι για τη συνεχώς κατανεµηµένη 

αντίδραση του εδάφους προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις (Σχήµατα 3.13 και 3.17): 
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(3.182α) 

 
Τµήµα 4 – 5 
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(3.182β) 

Οι συνολικές κατακόρυφες αντιδράσεις που δέχονται τα τµήµατα (3 – 4) και (4 – 5), δίνονται από τις 

παρακάτω σχέσεις: 
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Οι ροπές των δυνάµεων p3-4 και p4-5 ως προς τον κόµβο (4) δίνονται από τις σχέσεις (Σχήµα 3.17): 
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+− −+=  (3.184β) 

Από τις σχέσεις (3.182α), (3.184α) και (3.182β), (3.184β) προκύπτουν αντίστοιχα: 
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(3.185β) 

Ο σχηµατισµός των συνθηκών ισορροπίας των κατακόρυφων δυνάµεων και των ροπών που δρουν επί 

των στερεών βραχιόνων είναι (Σχήµα 3.17): 

Βραχίονας 0 – 2 

211021y ppVV   0ΣF −− ++=⇒=  (3.186α) 

( ) ( )111102111221z dξφPMMdξVMM    0ΣΜ −−++=⇒= −−  (3.186β) 
δ
G1

αρ
G1G1 VVV +=  (3.186γ) 

Βραχίονας 3 – 5 

544334y ppVV   0ΣF −− ++=⇒=  (3.187α) 

( ) ( )224435422334z dξφPMMdξVMM    0ΣΜ −−+−=⇒= −−  (3.187β) 
δ
G4

αρ
G4G4 VVV +=  (3.187γ) 

Όλες οι παραπάνω συνθήκες µπορούν να γραφούν σε µητρωική µορφή ανάλογη µε αυτή που 

σχηµατίστηκε για τα µεγέθη µετακίνησης (Σχέση 3.171). Εισάγοντας στις συνθήκες ισορροπίας τις 

εκφράσεις των µεγεθών έντασης τα οποία υπεισέρχονται σε αυτές, προκύπτει: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }[ ]uSTS Pεδαφεσωτ
T Κ+Κ+=  (3.188) 

Όπου: 

Το µητρώο [Τ]Τ είναι το ανάστροφο του µητρώου [Τ] και δίνεται από τη σχέση (3.172δ), το µητρώο [Sεσωτ] 

είναι το µητρώο των µεγεθών έντασης του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου και δίνεται από τη σχέση 

(3.172γ), και [u] είναι το µητρώο των µετακινήσεων των βασικών κόµβων του στοιχείου (1), (4) και δίνεται 

από τη σχέση (3.172β). 
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Το µητρώο [S] είναι το µητρώο των εντατικών µεγεθών των βασικών κόµβων του στοιχείου: 

[ ] [ ]G444G111 VMVVMVS =Τ  (3.189) 

Το µητρώο [Κεδαφ] είναι το µητρώο των δυνάµεων που δέχονται οι βραχίονες από το έδαφος. Σύµφωνα µε τη 

λογική µε την οποία σχηµατίστηκαν οι εξισώσεις ισορροπίας των βραχιόνων, το µητρώο αυτό θα πρέπει να 

αναλυθεί σε δυο επιµέρους µητρώα τα οποία θα περιέχουν τις δυνάµεις που δέχεται το κάθε ένα από τα δυο 

τµήµατα από τα οποία συντίθεται ο κάθε βραχίονας. Πιο συγκεκριµένα, το ένα από τα δυο µητρώα θα 

περιέχει τις δυνάµεις των τµηµάτων των βραχιόνων που βρίσκονται εσωτερικά των βασικών κόµβων 

δηλαδή των τµηµάτων (1 – 2) και (3 – 4) (Μητρώο [Κεδαφ
εσ]), ενώ το άλλο θα περιέχει τις δυνάµεις των 

τµηµάτων (0 – 1) και (4 – 5) (Μητρώο [Κεδαφ
εξ]). Εποµένως: 

[ ] [ ] [ ]εξ
εδαφ

εσ
εδαφεδαφK Κ+Κ=  (3.190) 

όπου: 
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(3.191β) 

(Στη σχέση (3.191β) έχουν τεθεί για λόγους απλοποίησης ξ1΄=1-ξ1 και ξ2΄=1-ξ2.) 

Τέλος, το µητρώο [ΚΡ] εκφράζει την επιρροή των αξονικών δυνάµεων που καταπονούν το στοιχείο: 
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Όπως είναι γνωστό, η σχέση η οποία συνδέει τις µετακινήσεις µε τα εντατικά µεγέθη στα άκρα του 

εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου (εσωτερικοί κόµβοι 2 –3) είναι: 

[ ] [ ][ ]εσωτεσωτεσωτ uKS  =  (3.193α) 

όπου το [Κεσωτ] είναι το µητρώο δυσκαµψίας του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου το οποίο 

σχηµατίστηκε στην Παράγραφο 3.4. Η αντίστοιχη σχέση για τα εντατικά µεγέθη και τα µεγέθη µετακίνησης 

των βασικών κόµβων του στοιχείου είναι: 

[ ] [ ][ ]uKS  =  (3.193β) 

όπου το [Κ] είναι το µητρώο δυσκαµψίας του γενικευµένου στοιχείου. 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3.171) και (3.193α) προκύπτει: 

[ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ][ ]uΤΚΤΚΙS εσωτ
1

1εσωτεσωτ
−−=  (3.194) 

Ο συνδυασµός της παραπάνω σχέσης µε την (3.188) δίνει: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ][ ] [ ] [ ]{ }[ ]uΚKuΤΚΤΚΙΤS Pεδαφεσωτ
1

1εσωτ
T ++−= −  (3.195) 

Τέλος, η σύγκριση των σχέσεων (3.193β) και (3.195), και αν ληφθεί υπόψη και η (3.190), οδηγεί στο 

ζητούµενο µητρώο δυσκαµψίας: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ] [ ] [ ] [ ]P
εξ
εδαφ

εσ
εδαφεσωτ

1
1εσωτ

T ΚKKΤΚΤΚΙΤK +++−= −  (3.196) 

Το παραπάνω µητρώο δυσκαµψίας µε τη γενική του διατύπωση ενσωµατώνει τις εξής δυνατότητες: 

α) της θεώρησης ή όχι των διατµητικών παραµορφώσεων του εσωτερικού του τµήµατος (δοκός Euler ή 

Timoshenko) 

β)  της θεώρησης ή όχι απολύτως στερεών βραχιόνων στο ένα από τα δυο ή και στα δυο άκρα του στοιχείου, 

γ)  τοποθέτησης των βασικών κόµβων του στοιχείου σε οποιοδήποτε σηµείο εντός του εύρους των στερεών 

βραχιόνων, 

δ)  της θεώρησης ή όχι στροφικών ελατηρίων στα σηµεία σύνδεσης του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου 

µε τους στερεούς βραχίονες του, 

ε)  της θεώρησης ή όχι ελαστικού υποβάθρου µιας, δυο ή τριών παραµέτρων. 

στ) της ανάλυσης είτε µε βάση την θεωρία β’ τάξης είτε µε βάση τη θεωρία α’ τάξης (οπότε αγνοείται το 

µητρώο [Kp]). 

Πρέπει να διευκρινιστεί ότι το µητρώο δυσκαµψίας στην παραπάνω του µορφή δεν λαµβάνει υπόψη την 

επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου. ∆ηλαδή στις εξισώσεις του µητρώου, ετέθη VG0=0 και 

VG5=0. Η διαδικασία µε την οποία λαµβάνεται υπόψη η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου, θα 

παρουσιαστεί στην επόµενη παράγραφο µαζί µε την κατάλληλη τροποποίηση του µητρώου (3.196), έτσι 

ώστε να ληφθεί υπόψη και αυτή η επιρροή.  
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3.6.2.2. Σχηµατισµός των µητρώων φόρτισης 

Στην Παράγραφο 3.5, σχηµατίστηκαν τα µητρώα φόρτισης για στοιχεία δοκών Euler και Timoshenko 

εδραζόµενων επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων, για τις καταστάσεις φόρτισης του σχήµατος 

3.10. Η επέκταση των µητρώων αυτών στο γενικευµένο στοιχείο, απαιτεί µόνον τη θεώρηση των ακάµπτων 

βραχιόνων, καθώς ο σχηµατισµός των µητρώων φόρτισης της Παραγράφου 3.5 πραγµατοποιήθηκε µε τη 

θεώρηση στροφικών ελατηρίων στα άκρα των στοιχείων.  

Για το σχηµατισµό των µητρώων φόρτισης του γενικευµένου στοιχείου, θα πρέπει να θεωρηθεί η ύπαρξη 

ή όχι εξωτερικών φορτίων επί των βραχιόνων, ειδικά για να ληφθεί υπόψη το ίδιο βάρος τους ή κάποια 

εξωτερική επιφόρτιση. ∆εδοµένου ότι το µήκος των βραχιόνων είναι κατά κανόνα µικρό και η επιρροή της 

ενδεχόµενης επί αυτών φόρτισης είναι επίσης µικρή, µπορεί να γίνει η παραδοχή ότι οποιαδήποτε εξωτερική 

φόρτιση µπορεί να αντικατασταθεί από µια συνεχώς κατανεµηµένη. 

Για το σχηµατισµό των µητρώων φόρτισης του γενικευµένου στοιχείου µπορεί να χρησιµοποιηθεί η 

σχέση µετασχηµατισµού των φορτίων διατοµής (Σχέση 3.188). Ωστόσο, επειδή για τον σχηµατισµό των 

µητρώων φόρτισης δεσµεύονται οι βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου, δηλαδή οι µετακινήσεις των κόµβων 

(1) και (4), θα πρέπει στην Σχέση (3.188) να τεθεί [u]=[0]. Εποµένως, στην περίπτωση που οι στερεοί 

βραχίονες είναι αφόρτιστοι, το µητρώο φόρτισης δίνεται από την παρακάτω γενική σχέση ανεξαρτήτως του 

φορτιστικού αιτίου: 

[ ] [ ] [ ]εσωτ
T PTP =  (3.197α) 

Στην παραπάνω σχέση το [Ρ] είναι το µητρώο των εντατικών µεγεθών των κόµβων (1) και (4) (είναι 

εποµένως το ζητούµενο µητρώο φόρτισης), το [Ρεσωτ.] είναι το µητρώο φόρτισης του εσωτερικού τµήµατος 

το οποίο κατά περίπτωση φόρτισης δίνεται στην Παράγραφο 3.5, ενώ το µητρώο [T] δίνεται από τη Σχέση 

(3.172δ). 

Στην περίπτωση της φόρτισης των στερεών βραχιόνων µε συνεχές οµοιόµορφο φορτίο το µητρώο 

φόρτισης λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 

[ ] [ ] [ ] [ ]qεσωτ
T TPTP +=  (3.197β) 

Στην παραπάνω σχέση το µητρώο [Τq] εκφράζει την επιρροή των εξωτερικών φορτίων των βραχιόνων 

στα εντατικά µεγέθη των κόµβων (1) και (4): 

[ ] ( ) ( ) 



 −−−−= 012ξdq

2
1dq02ξ1dq

2
1dqT 2

2
22221

2
1111

T
q  (3.198) 

όπου το q1 είναι η τιµή της συνεχούς φόρτισης του βραχίονα (0 – 2), και το q2 η τιµή της αντίστοιχης 

φόρτισης του βραχίονα (3 – 5). 

Πρέπει να τονιστεί ότι από τις σχέσεις (3.197α) και (3.172δ) προκύπτει το συµπέρασµα ότι στον 

µετασχηµατισµό των εντατικών µεγεθών υπεισέρχονται οι σταθερές k, c, G του εδαφικού προσοµοιώµατος. 

Αυτό σηµαίνει ότι αν και για την κατάστρωση των µητρώων φόρτισης θεωρείται ότι οι βαθµοί ελευθερίας 

του στοιχείου είναι δεσµευµένοι, η παραµόρφωση του διατµητικού επιπέδου και στην περιοχή κάτω των 
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ακάµπτων βραχιόνων προκαλεί τη µεταβίβαση φορτίων σ’ αυτούς, κάτι που δεν ισχύει στην περίπτωση του 

προσοµοίωµατος του Winkler. 

Κλείνοντας, θα πρέπει να γίνει και ένα σχόλιο για το µητρώο φόρτισης λόγω ανοµοιόµορφης µεταβολής 

θερµοκρασίας. Είναι γνωστό ότι η θερµοκρασιακές µεταβολές είναι καταναγκασµοί που προκαλούν 

παραµορφώσεις ανεξάρτητα από την παραδοχή ότι ένα στοιχείο είναι απολύτως στερεό ή όχι. Εποµένως, και 

οι περιοχές των κόµβων – που προσοµοιώνονται από τους απολύτως στερεούς βραχίονες – 

παραµορφώνονται από την µεταβολή της θερµοκρασίας. Είναι προφανές, ότι αυτή η παραµόρφωση 

συµβάλλει στην µεταβολή της εντατικής κατάστασης όλου του στοιχείου. Ωστόσο µέσα στα πλαίσια των 

παραδοχών που γίνονται για τις συνήθεις πρακτικές εφαρµογές, µια τέτοια θεώρηση κρίνεται υπερβολική. 

Εποµένως, για τους στερεούς βραχίονες µπορεί να γίνει η παραδοχή ότι είναι θερµοκρασιακώς ατενείς και 

άκαµπτοι γεγονός που έχει ως συνέπεια να θεωρούνται απαραµόρφωτοι και υπό θερµοκρασιακή φόρτιση 

και έτσι να µην συµβάλλουν στην µεταβολή της παραµορφωσιακής κατάστασης του στοιχείου. Επειδή όµως 

η απουσία παραµορφώσεων δεν συνεπάγεται και την απουσία ανάπτυξης δυνάµεων στο σώµα των κόµβων, 

γίνεται επιπλέον η παραδοχή της αµελητέας συνεισφοράς των δυνάµεων αυτών στην εντατική κατάσταση 

όλου του στοιχείου. Με βάση τις παραπάνω παραδοχές, ως σχέση µετασχηµατισµού των φορτίων διατοµής 

για την περίπτωση του σχηµατισµού των µητρώων φόρτισης από ανοµοιόµορφη µεταβολή θερµοκρασίας ∆t 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί η σχέση (3.197α) η οποία αντιστοιχεί σε αφόρτιστους βραχίονες. 
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3.6.3. Θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου στην εγκάρσια και στην 

διαµήκη διεύθυνση 

3.6.3.1. Επιρροή του εδάφους κατά την διαµήκη διεύθυνση του στοιχείου 

Ένα από τα βασικά χαρακτηριστικά του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων αποτελεί η δυνατότητα 

που παρέχει όσον αφορά τη θεώρηση ή όχι της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της κατασκευής. Στην 

παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστεί η µέθοδος µε την οποία λαµβάνεται υπόψη η παραµόρφωση του 

εδάφους εκατέρωθεν ενός γραµµικού στοιχείου κατά την διαµήκη διεύθυνση του, στη γενική περίπτωση. Τα 

συµπεράσµατα που θα προκύψουν από την ανάλυση αυτή θα εφαρµοστούν στις εξισώσεις του νέου 

στοιχείου που παρουσιάστηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. Με τον τρόπο αυτό θα προκύψει ένα νέο 

µητρώο δυσκαµψίας το οποίο θα ενσωµατώνει όλες εκείνες τις ιδιότητες που εκτέθηκαν στο τέλος της 

προηγούµενης παραγράφου (Σχέση 3.196), και επιπλέον τη δυνατότητα επιλεκτικής θεώρησης της 

παραµόρφωσης του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου. 

Προκειµένου να ληφθεί υπόψη η παραµόρφωση εκατέρωθεν ενός γραµµικού στοιχείου θα πρέπει 

καταστρωθεί η σχέση υπολογισµού της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός – 

ελαστικό υπόβαθρο. Όπως είναι γνωστό, και όπως εκτέθηκε και στις προηγούµενες παραγράφους, η σχέση 

αυτή έχει τη µορφή: 

( ) ( )kεδ.δοκ.ολ  ww,πψ w,ππ +=  (3.199) 

Ο πρώτος όρος του δευτέρου σκέλους της (3.199) αφορά την ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης του 

στοιχείου, και συντίθεται από εκφράσεις που αντιστοιχούν στις παραµορφώσεις του (καµπτικές, και 

διατµητικές όταν λαµβάνονται υπόψη στην περίπτωση της δοκού Timoshenko) και ενδεχοµένως και το έργο 

των αξονικών δυνάµεων. Ο δεύτερος όρος αφορά την ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης του εδάφους, και 

αφού το ζητούµενο είναι ο συνυπολογισµός και της ενέργειας παραµόρφωσης του εδάφους εκατέρωθεν του 

στοιχείου απαιτείται η διάκριση του συστήµατος δοκού – εδάφους σε τρία πεδία σύµφωνα µε το παρακάτω 

σχήµα (Σχήµα 3.18). 

G

k

c

p(x)

x=0 x=Lx→ −∞ x→ +∞

Πεδίο Ι

Πεδίο ΙΙ

Πεδίο ΙΙΙ

 
Σχήµα 3.18. Γενικευµένο προσοµοίωµα τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση των παραµορφώσεων του εδάφους 

εκατέρωθεν του στοιχείου. 
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Στα τρία αυτά πεδία οι παράµετροι µετακίνησης του προσοµοιώµατος w, και wk περιγράφονται από 

διαφορετικές συναρτήσεις. Εποµένως η (3.199) µπορεί να λάβει την παρακάτω µορφή: 
( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ) ΙΙΙΙΙΙ ++=⇒+++= πππ π w,wπw,wπψ,wπw,wππ ολkIIIIII

ΙIΙ
εδ.kIIII

ΙΙ
εδ.IIδοκ.kII

Ι
εδ.ολ  (3.200) 

Οι όροι εντός τις αγκύλης (πΙΙ) αντιπροσωπεύουν την ενέργεια παραµόρφωσης του συστήµατος εντός του 

πεδίου ΙΙ βάσει της οποίας έχουν σχηµατιστεί τα µητρώα δυσκαµψίας τα οποία παρουσιάστηκαν στην 

Παράγραφο 3.4. Εποµένως οι όροι αυτοί αντιστοιχούν στο προσοµοίωµα χωρίς την επιρροή της 

παραµόρφωσης του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου. Οι δύο επόµενοι όροι (πΙ και πΙΙΙ) είναι αυτοί που 

εκφράζουν την ενέργεια παραµόρφωσης του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου, και αντιστοιχούν στην 

παραµόρφωση της κάτω στρώσης των ελατηρίων και στην παραµόρφωση του διατµητικού στρώµατος 

καθώς η άνω στρώση είναι αφόρτιστη, και εποµένως απαραµόρφωτη. Έτσι, µε δεδοµένο το γεγονός ότι οι 

όροι που συνθέτουν την ενέργεια παραµόρφωσης εντός του πεδίου ΙΙ δίνονται κατά περίπτωση από τις 

σχέσεις (3.1), ή (3.13), η (3.200) παίρνει την παρακάτω µορφή: 

∫ ∫∫∫ ∞−
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bππ  (3.201) 

Σύµφωνα µε θεµελιώδες λήµµα του λογισµού των µεταβολών η πρώτη µεταβολή της (3.201) δίνεται από 

τη σχέση: 

ΙΙΙΙΙΙ ++= δπδπδπδπολ  (3.202α) 

Αν ληφθεί υπόψη η (3.201) αλλά και το γεγονός ότι η µεταβολή δπII δίνεται κατά περίπτωση από τις 

σχέσεις (3.5) ή (3.14), τότε η (3.202α) λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 
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(3.202β) 

Όπου c=Cb [kN/m2], k=Kb [kN/m2], και G=G’b [kN]. 

Για να εκπληρωθεί η συνθήκη στασιµότητας δπολ=0 θα πρέπει αφενός οι ολοκληρωτές των 

ολοκληρωµάτων να είναι όλοι ίσοι µε το µηδέν και αφετέρου οι τιµές των εκφράσεων εντός των αγκυλών να 

µηδενίζονται στα σηµεία x=0, x=L και x→±∞ (Σχήµα 3.18). Έτσι για την περίπτωση της δοκού Timoshenko 

η συνθήκη στασιµότητας οδηγεί στις εξισώσεις (3.6α) – (3.6γ), ενώ για την περίπτωση της δοκού Euler στις 

εξισώσεις (3.15α) και (3.15β). Και στις δυο περιπτώσεις η συνθήκη µηδενισµού της (3.202β) οδηγεί στις 

δυο παρακάτω εξισώσεις υπολογισµού των µετακινήσεων της διατµητικής στρώσης στα πεδία Ι και ΙΙΙ: 

Πεδίο Ι:  0w
G
k

dx
wd

kI2
kI

2

=





−  (3.203α) 

Πεδίο ΙΙΙ:  0w
G
k

dx
wd

kIII2
kIII

2

=





−  (3.203β) 

Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζεται ότι η επίλυση των δυο παραπάνω εξισώσεων και ο υπολογισµός των 

µετακινήσεων του διατµητικού επιπέδου wk για τα πεδία Ι, και ΙΙΙ σηµαίνει τον ταυτόχρονο υπολογισµό και 
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της ολικής µετακίνησης w, καθώς το γεγονός ότι στα πεδία αυτά το έδαφος είναι αφόρτιστο οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι στα πεδία αυτά ισχύει wc=0. 

Με την προϋπόθεση της ισχύος των εξισώσεων (3.6α) – (3.6γ), για την περίπτωση της δοκού 

Timoshenko, καθώς και των (3.203α), (3.203β) εντός του πεδίου ορισµού τους, τότε η (3.202β) λαµβάνει 

την παρακάτω µορφή: 
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(3.204α) 

Αντιστοίχως για την περίπτωση της δοκού Euler η ταυτόχρονη ικανοποίηση των εξισώσεων (3.15α), 

(3.15β) και (3.203α), (3.203β) εντός του πεδίου ορισµού τους δίνει στην (3.202β) την παρακάτω µορφή: 
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(3.204β) 

Από τις σχέσεις (3.204α) και (3.204β) προκύπτουν οι συνοριακές συνθήκες στα όρια x→±∞ καθώς και οι 

συνθήκες συνέχειας στα σηµεία x=0 και x=L. 

Εξ ορισµού, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων στηρίζεται στην παραδοχή της ασυνέχειας των 

ολικών µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους w στα όρια των φορτιζόµενων επιφανειών. Ωστόσο οι 

µετακινήσεις του διατµητικού στρώµατος είναι συνεχείς, και εποµένως στα άκρα του στοιχείου θα ισχύουν: 

( ) ( ) ( ) ( )0δw0δww0w0w kIIkIk0kIIkI =⇒==  (3.205α) 

( ) ( ) ( ) ( )LδwLδwwLwLw kIIIkIIkLkIIIkII =⇒==  (3.205β) 

Με βάση τις δυο παραπάνω σχέσεις, οι (3.204α), (3.204β) παίρνουν αντίστοιχα την παρακάτω µορφή: 
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(3.206α) 
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(3.206β) 

Από τις δυο παραπάνω σχέσεις προκύπτει το συµπέρασµα ότι εκτός από τις συνθήκες συνέχειας των 

κατακορύφων µετακινήσεων του διατµητικού επιπέδου wk (3.205α) και (3.205β), στα άκρα x=0 και x=L 

ισχύουν και συνθήκες συνέχειας των πρώτων παραγώγων τους, και κατά συνέπεια και των τεµνουσών VG.  
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Εποµένως ισχύουν: 

( ) ( ) G0GG
0x

kII

0x

kI V0xV0xV
dx

dw
dx

dw
====⇒= +−

==

 (3.207α) 

( ) ( ) GLGG
Lx

kIII

Lx

kII VLxVLxV
dx

dw
dx

dw
====⇒= +−

==

 (3.207β) 

Τέλος, ένα ακόµα συµπέρασµα που προκύπτει από τις (3.206α), (3.206β) όσον αφορά το διατµητικό 

επίπεδο είναι ο µηδενισµός των µετακινήσεων του wk στα όρια x→±∞: 

( ) ( ) 0x  καί  w0xw kIIIkI =+∞→=−∞→  (3.208) 

Οι υπόλοιπες συνοριακές συνθήκες που προκύπτουν από τις (3.206α) και (3.206β) αφορούν τις συνθήκες 

στήριξης του στοιχείου, και όχι το προσοµοίωµα του εδάφους. 

Επανερχόµενοι στις εξισώσεις (3.203α) και (3.203β), θα µελετηθεί η λύση τους και πιο συγκεκριµένα η 

λύση της πρώτης από αυτές καθώς είναι όµοιες µε µοναδική διαφορά το πεδίο εντός του οποίου ορίζονται. Η 

γενική µορφή της λύσης της (3.203α) είναι: 

( ) ( )0x           eDeDxw µx
2

µx
1kI ≤+= −  (3.209) 

Όπου Gkµ = . 

Με δεδοµένη την (3.208) και λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η (3.203α) ορίζεται για τιµές του x 

µικρότερες του µηδενός, προκύπτει: D2=0. Λαµβάνοντας ταυτόχρονα υπόψη και την (3.205α) προκύπτει 

τελικά: 

( ) ( )0x   ewxw µx
k0kI ≤=  (3.210) 

Η αντίστοιχη έκφραση για τις τέµνουσες που καταπονούν το διατµητικό επίπεδο εντός του πεδίου Ι 

προκύπτει από την πρώτη παράγωγο της (3.210): 

( ) ( ) µx
k0

µx
k0GI ewkGeGµwxV ==  (3.211α) 

Από την παραπάνω σχέση και λαµβάνοντας υπόψη και την (3.207α) προκύπτει η τιµή της τέµνουσας του 

διατµητικού επιπέδου στο άκρο του στοιχείου x=0: 

( ) ( ) k0G0GI wkGV0xV ===  (3.211β) 

Παρόµοια ανάλυση για το άκρο του στοιχείου x=L οδηγεί στις παρακάτω εξισώσεις: 

( ) ( ) ( )Lx   ewxw Lxµ
kLkIII ≥= −−  (3.212α) 

( ) ( ) kLGLGIII wkGVLxV −===  (3.212β) 

Οι σχέσεις (3.211β) και (3.212β) οδηγούν στο συµπέρασµα ότι προκειµένου να ληφθεί υπόψη η επιρροή του 

εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου, µέσα στα πλαίσια των βασικών παραδοχών µε βάση τις οποίες έχουν 

σχηµατιστεί οι εξισώσεις του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, αρκεί η θεώρηση του αντίστοιχου 

προσοµοιώµατος χωρίς τις εκατέρωθεν επεκτάσεις του διατµητικού επιπέδου, µε την προϋπόθεση ότι στα άκρα 

του θα τοποθετηθούν µεµονωµένα µεταφορικά ελατήρια, µε ελατηριακές σταθερές ίσες µε: kG (Σχήµα 

3.19).   
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Τα ισοδύναµα αυτά ελατήρια αντιπροσωπεύουν την ενέργεια παραµόρφωσης των ελευθέρων πεδίων του 

εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου. Τα παραπάνω έρχονται σε πλήρη ταύτιση µε το συµπέρασµα που 

εξάγεται από τη µελέτη του προσοµοιώµατος των δύο παραµέτρων  (βλέπε π.χ. Vallabhan και Das (1991)). 

k

c

G

p(x)

k

cG

p(x)

kG kG

 
Σχήµα 3.19. Θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου µε ισοδύναµα µεµονωµένα µεταφορικά 

ελατήρια. 

Με βάση τα παραπάνω µπορεί να εξαχθεί το συµπέρασµα ότι προκειµένου να τροποποιηθεί το µητρώο 

δυσκαµψίας (3.196), έτσι ώστε να λάβει υπόψη την επιρροή των παραµορφώσεων του εδάφους εκατέρωθεν 

του στοιχείου, θα πρέπει να ληφθούν υπόψη οι σχέσεις (3.211β) και (3.212β).  

Πιο συγκεκριµένα, αντί της υποθέσεως VG0=VG5=0 στην οποία στηρίχθηκε ο σχηµατισµός του µητρώου 

δυσκαµψίας της σχέσεως (3.196), θα πρέπει να εισαχθεί η σχέση (3.211β) στις (3.174α), (3.179γ), (3.181α), 

καθώς και η σχέση (3.212β) στις (3.183β), (3.185β), (3.176β). Για τις κατακόρυφες µετακινήσεις του 

διατµητικού επιπέδου στα άκρα του στοιχείου wk0 και wk5 που υπεισέρχονται στις (3.211β) και (3.212β) 

ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
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οι οποίες προκύπτουν από την εφαρµογή των (3.164α) και (3.167β) αντίστοιχα. 

Εφαρµόζοντας κατόπιν τις εξισώσεις ισορροπίας (3.186α, β, γ) και (3.187α, β, γ), και ακολουθώντας τη 

διαδικασία που περιγράφεται στην προηγούµενη παράγραφο προκύπτει το ακόλουθο µητρώο δυσκαµψίας: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]P
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εξ
εδαφ

εσ
εδαφεσωτ

1
1εσωτ

T ΚKKKΤΚΤΚΙΤK ++++−= −  (3.214) 

Το παραπάνω µητρώο δυσκαµψίας διαφέρει από το µητρώο της σχέσης (3.196) µόνο στον όρο – µητρώο 

[Κεδαφ
εκατ] που εκφράζει την επιρροή της παραµόρφωσης του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου και δίνεται 

από την σχέση: 
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(3.215) 

Όπου: 

kGsGλ
kGGλr  καί   

kGsGλ
kGGλr

ξ2
2

ξ1
1 ′+

=
′+

=   

Όσον αφορά τα µητρώα φόρτισης, πρέπει να τονιστεί ότι η θεώρηση των παραµορφώσεων του εδάφους 

εκατέρωθεν του στοιχείου κατά την διαµήκη διεύθυνση, δεν επηρεάζει καθόλου την µορφή των σχέσεων 

(3.197α) και (3.197β). Αυτό συµβαίνει επειδή κατά τον σχηµατισµό των µητρώων φορτίσεως οι βαθµοί 

ελευθερίας των κόµβων (1) και (4) δεσµεύονται. Εποµένως w1=wk1=φ1=w4=wk4=φ4=0. Έτσι από τις σχέσεις 

(3.213α) και (3.213β) προκύπτει ότι wk0=wk5=0. Άρα το έδαφος εκατέρωθεν του στοιχείου είναι 

απαραµόρφωτο και δεν προκαλεί µεταβολή στα εντατικά µεγέθη που υπολογίζονται από τις σχέσεις 

(3.197α) και (3.197β). 

3.6.3.2. Επιρροή του εδάφους κατά την εγκάρσια διεύθυνση του στοιχείου 

Η θεώρηση της παραµόρφωσης του εδάφους στην εγκάρσια διεύθυνση του στοιχείου απαιτεί την 

διερεύνηση και επίλυση του τρισδιάστατου προβλήµατος κάµψης δοκών ή πλακών πεπερασµένων 

διαστάσεων, καµπτόµενων στα επίπεδα x – z και y – z (βλέπε Protsenko και Rvachev, (1975), και Σχήµα 

3.20α). 

Ενώ η κατάστρωση των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος αυτού µπορεί να γίνει σχετικά εύκολα, 

η επίλυση τους είναι ιδιαίτερα δύσκολη και µπορεί να γίνει µόνο προσεγγιστικά. Εποµένως είναι αναγκαία η 

θεώρηση διαδοχικών απλοποιητικών παραδοχών µέσω των οποίων είναι δυνατή η σταδιακή απλοποίηση του 

προβλήµατος, µε αντίτιµο βέβαια την µείωση της επιτυγχανόµενης ακρίβειας.  

Μια πρώτη απλοποίηση επιτυγχάνεται, εάν η ανάλυση περιοριστεί σε προβλήµατα στοιχείων δοκού 

πεπερασµένου µήκους µε συµπαγείς διατοµές. Στην περίπτωση αυτή, η κάµψη του στοιχείου περιορίζεται 

στο επίπεδο x – z (Σχήµα 3.20β), καθώς οι συµπαγείς διατοµές είναι απαραµόρφωτες εντός του επιπέδου 

τους. Πρόκειται για µια ρεαλιστική παραδοχή που απλοποιεί σηµαντικά τους υπολογισµούς και µπορεί να 

έχει γενική εφαρµογή ανεξαρτήτως του εδαφικού προσοµοιώµατος που χρησιµοποιείται. Από την εφαρµογή 

της παραδοχής αυτής προκύπτει το συµπέρασµα ότι οι κατακόρυφες µετακινήσεις w κατά µήκος των 

διατοµών είναι σταθερές, εφόσον βέβαια η φόρτιση δεν είναι έκκεντρη ως προς τον άξονα x, κάτι που 

συνεπάγεται την εµφάνιση φαινοµένων στρέψης.  
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Σχήµα 3.20. Το πλήρες τρισδιάστατο πρόβληµα κάµψης πλάκας πεπερασµένων διαστάσεων σε δυο επίπεδα (α), το 

τρισδιάστατο πρόβληµα κάµψης δοκών πεπερασµένου µήκους (β), ανάλυση δοκών «απείρου» µήκους (γ), µετατροπή 

του τρισδιάστατου προβλήµατος σε επίπεδο (δ). 

Επιπλέον απλοποίηση µπορεί να επιτευχθεί, εάν πραγµατοποιηθεί ανάλυση για δοκούς «απείρου» 

µήκους (Σχήµα 3.20γ) και γίνει κατάλληλη µεταφορά των εξαγόµενων της ανάλυσης στα προβλήµατα 

δοκών πεπερασµένου µήκους. Η ανάλυση των δοκών «απείρου» µήκους είναι σαφώς απλούστερη της 

αντίστοιχης ανάλυσης των δοκών πεπερασµένου µήκους όσον αφορά την θεώρηση του τρισδιάστατου 

προβλήµατος, καθώς παρέχει τη δυνατότητα µιας σχετικώς εύκολης επίλυσης µε τη βοήθεια σχηµατισµού 

λύσεων για διάφορους τύπους φόρτισης µε την µέθοδο των µετασχηµατισµών Fourier.  

Τέλος, υπάρχει η δυνατότητα µιας επιπλέον απλούστευσης µε την αγνόηση της αλληλεπίδρασης των 

παραµορφώσεων του διατµητικού στρώµατος στα επίπεδα x – z και y – z (Σχήµα 3.20δ). Η απλούστευση 

αυτή επιτυγχάνεται µε την θεώρηση µια απολύτως στερεάς δοκού απείρου µήκους µε συµµετρική φόρτιση, 

και εποµένως µε την µετατροπή του αρχικά τρισδιάστατου προβλήµατος σε επίπεδο (π.χ. πρόβληµα 

επίπεδης παραµόρφωσης). Η παραδοχή αυτή είναι ισοδύναµη µε τη θεώρηση ότι το επίπεδο διατµητικό 

στρώµα «διασπάται» σε µια σειρά από ανεξάρτητες διατµητικές δοκούς στη διεύθυνση y, οι οποίες είναι 

παράλληλα τοποθετηµένες και δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. 

Στην παρούσα παράγραφο, θα παρουσιαστεί η πλήρως προσεγγιστική αντιµετώπιση του προβλήµατος, η 

οποία είναι αµέσως εφαρµόσιµη στα πλαίσια της µητρωικής θεώρησης του προβλήµατος. Η τοποθέτηση του 

προβλήµατος µε την «ακριβή» µέθοδο η οποία αφορά την κάµψη δοκού απείρου µήκους επί τρισδιάστου 
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ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση της αλληλεπίδρασης των παραµορφώσεων του 

διατµητικού στρώµατος στα επίπεδα x – z και y – z ξεφεύγει από τους στόχους της παρούσας διατριβής. 

Η πλέον προσεγγιστική / απλοποιητική µέθοδος στηρίζεται στον υπολογισµό των αντιδράσεων του 

ελαστικού υποβάθρου λόγω µοναδιαίας κατακόρυφης µετακίνησης απολύτως στερεάς δοκού πλάτους b και 

απείρου µήκους (Kerr (1965)). Πρόκειται για ένα επίπεδο πρόβληµα και εποµένως για την επίλυση του 

µπορεί να θεωρηθεί µόνον µια λωρίδα µήκους b (Σχήµα 3.20δ).  

Η ανάλυση που απαιτείται για τον υπολογισµό της αντίδρασης του εδάφους λόγω της µοναδιαίας 

κατακόρυφης µετακίνησης της άκαµπτης λωρίδας εµβαδού bxb (για να είναι συµβατό µε τις εξισώσεις που 

σχηµατίστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους), είναι παρόµοια µε αυτή που πραγµατοποιήθηκε στην 

προηγούµενη Παράγραφο (3.6.3.1).  
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Σχήµα 3.21. Το πρόβληµα του απολύτως στερεού στοιχείου επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων µε 

συµµετρική φόρτιση (α), οι εξισώσεις του προβλήµατος – µετακινήσεις και συνοριακές συνθήκες (β). 

Ακολουθώντας την διαδικασία αυτή και µε βάση τις εξισώσεις των µετακινήσεων και τις συνοριακές 

συνθήκες του σχήµατος 3.21β προκύπτει η σχέση προσδιορισµού των κατακόρυφων αντιδράσεων p(x) του 

ελαστικού υποβάθρου. Από την ολοκλήρωση των αντιδράσεων στο πλάτος του στοιχείου, προκύπτει η 

συνολική κατακόρυφη αντίδραση: 
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Στην παραπάνω σχέση το λ δίνεται από τη σχέση (3.161), Gkµ =  και sb΄=1/[tanh(bλ/2)]. 

Κάνοντας την ίδια ανάλυση χωρίς την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του ακάµπτου στοιχείου 

προκύπτει ότι η συνολική κατακόρυφη αντίδραση δίνεται από τη σχέση: 

( ) kb
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cp    dxxp2p ολ

b/2

0ολ +
=⇒= ∫  (3.217) 
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Από την σύγκριση των σχέσεων (3.216) και (3.217) προκύπτει το συµπέρασµα ότι για να ληφθεί 

προσεγγιστικά υπόψη η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του στοιχείου στην εγκάρσια διεύθυνση αρκεί να 

θεωρηθεί ένα «ισοδύναµο» πλάτος bισ τέτοιο ώστε να ισχύει η ισότητα των σχέσεων (3.216) και (3.217). 

Εξισώνοντας τις σχέσεις αυτές προκύπτει: 
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Εποµένως: Αντικαθιστώντας την τιµή του πλάτους b του στοιχείου µε την τιµή bισ επιτυγχάνεται η 

προσεγγιστική θεώρηση της επιρροής του εδάφους στην εγκάρσια διεύθυνση του στοιχείου. Έτσι χωρίς να 

χρειαστεί η προσφυγή στην επίλυση του τρισδιάστατου προβλήµατος είναι δυνατή η θεώρηση των φαινοµένων 

που απορρέουν από την πραγµατική – τρισδιάστατη φύση του, κάνοντας χρήση των εξισώσεων του αντίστοιχου 

επιπέδου προβλήµατος. Με άλλα λόγια, η προσεγγιστική θεώρηση των παραµορφώσεων του εδάφους στην 

εγκάρσια διεύθυνση επιτυγχάνεται µε την αντικατάσταση των σταθερών k, c, G (που δίνονται από τις σχέσεις 

k=Κb, c=Cb και G=G’b) µε τις σταθερές k*=Kbισ, c*=Cbισ και G*=G’bισ. 

3.6.4. Θεώρηση στρεπτικών και αξονικών βαθµών ελευθερίας στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης 

Στις προηγούµενες παραγράφους σχηµατίστηκαν τα µητρώα δυσκαµψίας και φόρτισης για στοιχείο 

δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας α’ και β’ τάξης κάνοντας δυο 

βασικές παραδοχές: 

Α. Η κάµψη του στοιχείου υφίσταται εντός του επιπέδου συµµετρίας του, και  

Β. Το στοιχείο είναι ατενές (EF→∞). 

Αυτό σηµαίνει, όπως τονίστηκε στην Παράγραφο 3.6.2.1 (Σχήµα 3.12), ότι οι βαθµοί ελευθερίας του 

στοιχείου είναι έξι (6).  

Στην παράγραφο αυτή θα γίνει µια περαιτέρω γενίκευση του στοιχείου στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης 

θεωρώντας καταρχήν και τους στρεπτικούς βαθµούς ελευθερίας των βασικών του κόµβων έτσι ώστε να είναι 

δυνατή η χρήση του σε προβλήµατα εσχάρας (π.χ. σε φορείς θεµελίωσης που συνίστανται από εσχάρα 

πεδιλοδοκών), και στη συνέχεια αίροντας την παραδοχή της ατένειας (EF=πεπ.). 

3.6.4.1. Οι στρεπτικοί βαθµοί ελευθερίας 

Η θεώρηση των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας του στοιχείου θα γίνει σε συνάρτηση µε τις παρακάτω 

παραδοχές: 

• Η εξίσωση της στρέψης που θα χρησιµοποιηθεί προκύπτει από τη θεωρία του Saint Venant (καθαρή 

στρέψη), καθώς ο σχηµατισµός των µητρώων δυσκαµψίας που έγινε στις παραπάνω παραγράφους αφορά 

γραµµικά στοιχεία µε συµπαγή και όχι µε λεπτότοιχη διατοµή όπου η εν λόγω θεωρία οδηγεί σε σοβαρά 

λάθη (βλέπε π.χ. Oden (1967)).  

• Οι πρόσθετοι όροι των µητρώων δυσκαµψίας που θα προκύψουν, θα ενταχθούν απλώς στα µητρώα που 

σχηµατίστηκαν µε βάση τη θεωρία α’ τάξης, στα πλαίσια της θεωρίας αυτής δεν υφίσταται σύζευξη 

αξονικών, στρεπτικών και καµπτικών παραµορφώσεων.  
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Το συµπληρωµένο µε την προσθήκη των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας µητρώο δυσκαµψίας (µε 

διαστάσεις 8x8) θα έχει την παρακάτω γενική µορφή: 

[ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
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0
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Κ  (3.219) 

Στην παράγραφο αυτή θα σχηµατιστούν οι όροι του 2x2 υποµητρώου [Κt], ενώ οι όροι του 6x6 υποµητρώου 

[Κb] έχουν σχηµατιστεί στις προηγούµενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου (Παράγραφος 3.4). Η 

µορφή αυτή ισχύει όπως είναι φυσικό τόσο για το εσωτερικό του γενικευµένου στοιχείου όσο και για το 

σύνολο του.  

Όπως και στην περίπτωση της κάµψης έτσι και στην περίπτωση της στρέψης, θα επιλυθεί καταρχήν το 

πρόβληµα για το εσωτερικό του γενικευµένου στοιχείου, και κατόπιν θα ληφθεί υπόψη και η επιρροή των 

απολύτως στερεών βραχιόνων (Σχήµα 3.22).  

Φ

11
(1-ξ )d 11

ξ d

k1

1

w

0

w

Φ

Φ

Ä

2

Φ1

2

1

wk2

2w

X
Y

0

d1

22
(1-ξ )d

2
ξ d2

Φ

1

3

4Φ
Φ2Ä

3
4

5

k3w
k4w

w3 w4

L d2

Φx1

Φx

Φx2

Φx4x3Φ

 
Σχήµα 3.22. Οι βαθµοί ελευθερίας του γενικευµένου στοιχείου µε την προσθήκη της στρεπτικής επιπόνησης. 

Εσωτερικό τµήµα του στοιχείου 

Σύµφωνα µε τη θεωρία του Saint – Venant η συστροφή θ=(dφx/dx), δηλαδή η ανηγµένη γωνία στροφής 

των διατοµών (φx) εντός του επιπέδου τους, συνδέεται µε την στρεπτική ροπή Μt µέσω της σχέσης: 

tB

tx

tB

t

JGdx
dφ

 
JG

θ
Μ

=⇒
Μ

=   (3.220) 

Στην παραπάνω σχέση GΒ είναι το µέτρο διάτµησης του υλικού του στοιχείου, και Jt είναι η αντίσταση σε 

στρέψη της διατοµής (διαστάσεις [m4]). Περιοριζόµενοι σε προβλήµατα συµπαγών διατοµών, η αντίσταση 

σε στρέψη µπορεί να υπολογιστεί από την προσεγγιστική σχέση του Saint – Venant: Jt≈F4/(40Ip), όπου F το 

εµβαδό της διατοµής και Ip είναι η πολική ροπή αδράνειας της (βλέπε π.χ. Oden (1967)). 

Η συνεχής ελαστική έδραση του στοιχείου προκαλεί την εµφάνιση συνεχών στρεπτικών αντιδράσεων 

από το έδαφος όταν το στοιχείο υπόκειται σε σχετική στρέψη των άκρων του (Σχήµα 3.23). Εάν kxx είναι η 

στρεπτική αντίδραση του εδάφους για µοναδιαία στροφή της διατοµής (δηλαδή η σταθερά των 

κατανεµηµένων στρεπτικών ελατηρίων µε διαστάσεις: [(kNm)/rad*µέτρο µήκους]), και αν ληφθεί υπόψη 
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και η (3.220), τότε από την συνθήκη ισορροπίας των στρεπτικών ροπών του απειροστού γραµµικού 

στοιχείου προκύπτει η παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

0φa
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2
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Σχήµα 3.23. Στρεπτική επιπόνηση στοιχείου δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι παρά το γεγονός ότι η διατοµή καταπονείται από 

κατανεµηµένη στρεπτική ροπή – αντίδραση από το έδαφος, ισχύει µε καλή προσέγγιση η θεωρία του Saint 

Venant η οποία περιγράφει µε µεγαλύτερη ακρίβεια το πρόβληµα της στρέψης στην περίπτωση που το 

στοιχείο φορτίζεται µόνο µε συγκεντρωµένες στρεπτικές ροπές στα άκρα του (Παναγιωτουνάκος (1984)). 

Η γενική λύση της (3.221) είναι: 

( ) ax
2

ax
1x eCeCxφ −+=  (3.222) 

Εν συνεχεία ακολουθώντας την διαδικασία που παρουσιάστηκε αναλυτικά στην Παράγραφο 3.4.1.1α, 

σχηµατίζονται τα µητρώα [Rστρ] και [Qστρ] που συνδέουν τις στροφές των άκρων του στοιχείου u7=φx(0), 

u8=φx(L) και τις στρεπτικές ροπές των άκρων του s6=Mt(0), s7=Mt(L) αντίστοιχα, µε τις σταθερές 

ολοκλήρωσης C1, C2. (Θα πρέπει να διευκρινιστεί ότι η αρίθµηση των µεγεθών µετακίνησης και έντασης µε 

τους δείκτες 7, 8 γίνεται για να τονιστεί το γεγονός ότι οι στρεπτικοί βαθµοί ελευθερίας αποτελούν 

προσθήκη στους έξι βαθµούς ελευθερίας µε βάση τους οποίους σχηµατίστηκαν τα µητρώα δυσκαµψίας στην 

Παράγραφο 3.4.1.1α). Με βάση τα παραπάνω, το υποµητρώο που αντιστοιχεί στους στρεπτικούς βαθµούς 

ελευθερίας είναι: [ ] [ ][ ] 1
ttt RQK −= . Εκτελώντας τους απαραίτητους υπολογισµούς προκύπτει: 
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Για τον προσδιορισµό της σταθεράς kxx στην περίπτωση έδρασης του στοιχείου επί ελαστικού 

υποβάθρου τριών παραµέτρων θα πρέπει να υπολογιστούν οι αντιδράσεις του υποβάθρου λόγω µοναδιαίας 

στροφής ενός απολύτως στερεού στοιχείου πλάτους b και απείρου µήκους (Σχήµα 3.20δ). Όπως και το 

αντίστοιχο πρόβληµα που επιλύθηκε στην Παράγραφο 3.6.3.2. έτσι και το παρόν, είναι επίπεδο πρόβληµα 

και εποµένως για την επίλυση του µπορεί να θεωρηθεί µόνον µια λωρίδα µήκους b (Σχήµα  3.20δ).  

Ο προσδιορισµός της σταθεράς kxx µπορεί να γίνει είτε χωρίς θεώρηση των παραµορφώσεων του 

εδάφους εγκάρσια του στοιχείου (Σχήµα 3.24γ, δ), είτε µε θεώρηση των παραµορφώσεων αυτών (Σχήµα 

3.24α, β). Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να διευκρινιστεί, ότι η µέθοδος µε βάση την οποία θα υπολογιστούν οι 

στρεπτικές αντιδράσεις του εδάφους στην δεύτερη περίπτωση είναι προσεγγιστική, καθώς γίνεται η 

παραδοχή – η οποία έγινε και στην Παράγραφο 3.6.3.2. – της απεξάρτησης των παραµορφώσεων του 

διατµητικού στρώµατος στις διευθύνσεις x και y (βλέπε Σχήµα 3.20). 

Εάν αγνοηθούν οι παραµορφώσεις του εδάφους εγκαρσίως του στοιχείου, τότε κάνοντας χρήση της 

εξίσωσης του σχήµατος (3.24δ) και της σχέσης (3.177) προκύπτει η εξίσωση των αντιδράσεων p(y) του 

εδάφους, από την οποία προκύπτει η συνισταµένη ροπή – αντίδραση του εδάφους λόγω µοναδιαίας στροφής 

φ=1 του στερεού στοιχείου, η οποία ταυτίζεται µε την ζητούµενη σταθερά kxx: 
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Αν στην παραπάνω σχέση σχηµατιστεί το όριο για c→∞ τότε προκύπτει η σχέση kxx=(kb3)/12 που όπως 

είναι γνωστό αντιστοιχεί στο προσοµοίωµα του Winkler. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι ίδια σχέση µε την 

σχέση του Winkler, ισχύει και για το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων, καθώς στην περίπτωση απολύτως 

στερεού στοιχείου το διατµητικό επίπεδο παραµένει απαραµόρφωτο, και εποµένως ανενεργό. 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία και για την περίπτωση κατά την οποία λαµβάνονται υπόψη οι 

παραµορφώσεις κατά την εγκάρσια στο στοιχείο διεύθυνση προκύπτει η παρακάτω σχέση: 
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 (3.225) 

Και στην παραπάνω σχέση ο σχηµατισµός του ορίου για c→∞ και η ταυτόχρονη θεώρηση G=0 οδηγεί 

στην τιµή της σταθεράς kxx που αντιστοιχεί στο προσοµοίωµα του Winkler. Αν θεωρηθεί G≠0 τότε 

προκύπτει η τιµή για το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων. 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι ενώ µε η χρήση της (3.225) λαµβάνεται υπόψη η επιρροή των 

παραµορφώσεων του εδάφους στην εγκάρσια προς τον άξονα του στοιχείου διεύθυνση όσον αφορά τις 

στρεπτικές αντιδράσεις, δεν θα πρέπει να γίνει χρήση σ’ αυτήν της σχέσης (3.218). Το ισοδύναµο πλάτος bισ 

που δίνεται από τη σχέση (3.218), αφορά αποκλειστικά και µόνο την επιρροή του εδάφους επί της έντασης 

λόγω κάµψης. 

Εποµένως: η χρήση του bισ για τον προσδιορισµό των σταθερών k*=Kbισ, c*=Cbισ και G*=G’bισ µόνο στο 

τµήµα του µητρώου (3.219) που αφορά τους όρους κάµψης, και η ταυτόχρονη εισαγωγή της σχέσης (3.225) στο 

υποµητρώο των όρων στρέψης (3.223) κάνοντας όµως χρήση των σταθερών k, c, G (και όχι των k*, c*, G*) 
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οδηγεί στην θεώρηση της επιρροής των παραµορφώσεων του εδάφους στην εγκάρσια προς το στοιχείο 

διεύθυνση τόσο όσον αφορά την ένταση λόγω κάµψης όσο και την ένταση λόγω στρέψης. 

στοιχείο
Απολύτως στερεό

M

b

G

k

(α)

z

c

φ=1
y

w  (y)=(C)eII
k

-µy

k
c

(β)

b/2 b/2

0
I II

w (b2)=w  (b2)I
k

II
k

w (y)=2(D)sinh(λy) + ( c
k+c)y

I
k

w  (y=0)=0k
II

z

w  (yö+¶)=0II
kz=0

yφ=1
G

w  (y=0)=0

c

k

φ=1

G

b/2

z

0

b/2

y

k

dw
dy  (b2)=dw 

dy  (b
2)k

III
k

dw
dy  (b

2)=0k

w (y)= c
k+c[y-                     ]sinh(λy)

cosh[(bλ)/2]k

(δ)

c
G
k

z

φ=1

b

y

M

(γ)

 
Σχήµα 3.24. Ο προσδιορισµός της στρεπτικής σταθεράς kxx για την περίπτωση που λαµβάνεται και για την περίπτωση 

που δεν λαµβάνεται υπόψη η επιρροή των παραµορφώσεων του εδάφους στην εγκάρσια προς τον άξονα του στοιχείου 

διεύθυνση. 

Στρεπτική επιπόνηση του γενικευµένου στοιχείου – Θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων 

Η θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων θα γίνει µε τη µέθοδο που παρουσιάστηκε αναλυτικά στην 

Παράγραφο 3.6.2.1. Έτσι θα σχηµατιστούν διαδοχικά οι µητρωικές σχέσεις που συνδέουν τις συστροφές φx 

και τις στρεπτικές ροπές Μt των βοηθητικών κόµβων 2, 3 µε τα αντίστοιχα µεγέθη των βασικών κόµβων 1, 4 

(Σχήµα 3.25). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι τα στροφικά ελατήρια στους βοηθητικούς κόµβους 2 και 3 

αφορούν αποκλειστικά την κάµψη του στοιχείου εντός του επιπέδου του και όχι τη στρέψη του. Εποµένως 

λόγω και της πλήρους αστρεψίας των βραχιόνων ισχύει: 
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[ ] [ ][ ]xtx(εσωτ) φΤφ =  (3.226β) 
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Η (3.226β) ακολουθεί τη λογική της (3.171) και εποµένως µπορεί να ενταχθεί σ’ αυτή επαυξάνοντας τις 

διαστάσεις των µητρώων που τη συνθέτουν, µε τρόπο όµοιο µε αυτό που εντάχθηκαν οι «στρεπτικοί» όροι 

στο µητρώο δυσκαµψίας του εσωτερικού του στοιχείου (Σχέση 3.219). 

Εντός του εύρους των στερεών βραχιόνων η συστροφή είναι σταθερή και εποµένως η συνισταµένη 

στρεπτική ροπή – αντίδραση που µεταβιβάζεται από το έδαφος είναι ίση µε (kxxφx1)d1 για το βραχίονα          

(0 – 2), και (kxxφx4)d2 για το βραχίονα (3 – 5). 
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[ ] [ ] [ ] [ ][ ]xt(εδαφ)t(εσωτ)
T

tt φSTS Κ+=  (3.227β) 

Από την (3.227α) προκύπτει το συµπέρασµα ότι ο συσχετισµός των στρεπτικών ροπών των βοηθητικών 

κόµβων και των βασικών κόµβων είναι ανεξάρτητος της θέσης των τελευταίων εντός των βραχιόνων 

(δηλαδή ανεξάρτητος των παραµέτρων ξ1, ξ2). Όπως και στην περίπτωση των συστροφών έτσι και στην 

περίπτωση των στρεπτικών ροπών, η σχέση (3.227β) µπορεί να ενταχθεί εντός της (3.188). 
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Σχήµα 3.25. Συσχετισµός των στρεπτικών ροπών που αναπτύσσονται στους βοηθητικούς κόµβους 2, 3 µε τις 

αντίστοιχες ροπές των βασικών κόµβων του στοιχείου 1, 4. 

Από τα παραπάνω προκύπτει το συµπέρασµα ότι όλοι οι αλγεβρικοί µετασχηµατισµοί που 

παρουσιάζονται στην Παράγραφο 3.6.2 και καταλήγουν στον σχηµατισµό του µητρώου δυσκαµψίας του 

γενικευµένου στοιχείου µπορούν να εκτελεστούν και µε τα µητρώα που αφορούν τη στρέψη του στοιχείου. 

Έτσι αν [Κt(εσωτ)] είναι το µητρώο δυστρεψίας του εσωτερικού τµήµατος του στοιχείου (που δίνεται από τη 

σχέση 3.223), και [Κt] το αντίστοιχο µητρώο του γενικευµένου στοιχείου τότε θα ισχύει: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]t(εδαφ)tt(εσωτ)
T

tt KΤΚΤK +=  (3.228) 

Η σχέση (3.228) είναι ανάλογη της (3.196) και µπορεί να ενταχθεί σ’ αυτή κατ’ αντιστοιχία µε τη σχέση 

(3.219). Πρέπει επίσης να επισηµανθεί ότι το µητρώο [Κt(εδαφ)] µπορεί να ενταχθεί είτε στο µητρώο [Κεσ
εδαφ] 

είτε στο [Κεξ
εδαφ]. 

Τέλος πρέπει να τονιστεί ότι λαµβάνοντας υπόψη και τους στρεπτικούς βαθµούς ελευθερίας θα πρέπει να 

γίνουν επεκτάσεις, και στα µητρώα φόρτισης που σχηµατίστηκαν στην Παράγραφο 3.5. Επειδή όµως δεν 

θεωρείται ότι έχει πρακτική αξία ο σχηµατισµός µητρώων στρεπτικής φόρτισης, η επέκταση των 
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υπαρχόντων µητρώων συνίσταται απλώς στην προσθήκη δυο µηδενικών όρων στα υπάρχοντα µητρώα 

φόρτισης.  

3.6.4.2. Οι αξονικοί βαθµοί ελευθερίας 

Στην παρούσα παράγραφο θα γίνει µια ακόµα γενίκευση των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης που 

σχηµατίστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους, µε την θεώρηση των αξονικών βαθµών ελευθερίας του 

στοιχείου και άρση της παραδοχής της ατένειας (ΕF=πεπ.). Το πλήθος των βαθµών ελευθερίας του στοιχείου 

ανέρχεται έτσι σε 10 (Σχήµα 3.26).  

Όπως και στην περίπτωση της προσθήκης των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας, έτσι και στην παρούσα 

περίπτωση, η προσθήκη των αξονικών βαθµών ελευθερίας µπορεί να γίνει είτε στα πλαίσια της θεωρίας α’ 

είτε στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. Κατά την ανάλυση στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης – η οποία θα 

πραγµατοποιηθεί στην παρούσα παράγραφο – δεν υφίσταται σύζευξη της καµπτικής µε την αξονική 

επιπόνηση. Εποµένως, η επέκταση του µητρώου δυσκαµψίας είναι ανάλογης µορφής µε την επέκταση που 

πραγµατοποιήθηκε µε την προσθήκη των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας (σχέση 3.219). Πρέπει επίσης να 

τονιστεί ότι αφού η ανάλυση πραγµατοποιείται στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης, το υποµητρώο των όρων 

της αξονικής επίπονησης θα συνδυαστεί µε το υποµητρώο των καµπτικών όρων που σχηµατίστηκε επίσης 

µε βάση τη θεωρία α’ τάξης (βλέπε Παραγράφους 3.4.1.2 και 3.4.2.2). 
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Σχήµα 3.26. Οι βαθµοί ελευθερίας του γενικευµένου στοιχείου µε την προσθήκη της στρεπτικής και της αξονικής 

επιπόνησης. 

Στην περίπτωση που η ανάλυση πραγµατοποιηθεί στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, τότε η κατάστρωση 

των εξισώσεων ισορροπίας οδηγεί σε σύστηµα διαφορικών εξισώσεων το οποίο δεν µπορεί να διασπαστεί 

σε εξισώσεις ανεξάρτητες µεταξύ τους (Hees et al. (1979) σελ. 125)). Αυτό σηµαίνει ότι το µητρώο 

δυσκαµψίας που θα προκύψει από την ανάλυση αυτή δεν θα είναι αποτέλεσµα µιας απλής σύνθεσης – 

παράθεσης ενός υποµητρώου που εµπεριέχει όρους που αντιστοιχούν στην καµπτική επιπόνηση και ενός 

υποµητρώου µε τους όρους της αξονικής επιπόνησης. Εποµένως στην περίπτωση αυτή απαιτείται µια 

ιδιαίτερα πολύπλοκη διαδικασία επίλυσης του συστήµατος και σχηµατισµού του µητρώου δυσκαµψίας στο 

οποίο οι όροι που συνδέουν τους αξονικούς βαθµούς ελευθερίας µε τα µεγέθη καµπτικής επιπόνησης και 



Κεφάλαιο 3: Η γενική περίπτωση της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού επί υποβάθρου τριών παραµετρών 
 

195 

αντιστρόφως, δεν είναι µηδενικοί. Έτσι απαιτείται µια εκ νέου ανάλυση καθώς δεν µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν τα µητρώα δυσκαµψίας που σχηµατίστηκαν στην Παράγραφο 3.4 του παρόντος 

κεφαλαίου µε την παραδοχή της ατένειας. 

Με δεδοµένο το ότι η όλη ανάλυση που προηγήθηκε είναι αλληλένδετη µε τη θεώρηση της έδρασης του 

στοιχείου επί ελαστικού υποβάθρου, θα θεωρηθεί για λόγους συµβατότητας ότι το στοιχείο εδράζεται 

ελαστικώς και αξονικά (Σχήµα 3.27). Η θεώρηση προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων για την αξονική 

ελαστική έδραση κρίνεται υπερβολική γι’ αυτό και υιοθετείται εδώ αξονική ελαστική έδραση τύπου Winkler 

που υλοποιείται από ανεξάρτητα µεταξύ τους οριζόντια γραµµικά ελατήρια σε απειροστή απόσταση το ένα 

από το άλλο. 
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fx
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Σχήµα 3.27. Αξονική έδραση του στοιχείου επί οριζοντίων ανεξάρτητων µεταξύ τους ελατηρίων. 

Ακολουθώντας την διαδικασία που παρουσιάστηκε και στις προηγούµενες παραγράφους, θα 

παρουσιαστεί κατά πρώτο λόγο το µητρώο των αξονικών δυνάµεων που αφορούν το εσωτερικό τµήµα του 

γενικευµένου στοιχείου, και εν συνεχεία θα ακολουθήσει η θεώρηση της επιρροής των στερεών βραχιόνων.  

Εσωτερικό τµήµα του στοιχείου 

Η διαφορική εξίσωση που διέπει την αξονική επιπόνηση στοιχείου δοκού µε συνεχή αξονική έδραση 

αποτελούµενη από οριζόντια ελατήρια σταθεράς kx (Σχήµα 3.27) στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης, είναι 

γνωστή από τη βιβλιογραφία (βλέπε π.χ. Der Ingenieurbau (1995)): 

0υk
dx
υdEF x2

2

=+−  (3.229) 

Όπου F το εµβαδό της διατοµής. Κατ’ αντιστοιχία µε τις υπόλοιπες εδαφικές σταθερές, η σταθερά kx των 

αξονικών ελατηρίων θεωρείται ότι είναι ανάλογη του πλάτους b της δοκού, δηλαδή kx=Kxb. Η σταθερά Κx 

έχει διαστάσεις [kN/m3] κατ’ αντιστοιχία µε τις διαστάσεις των σταθερών k, c των δυο στρώσεων των 

κατακόρυφων ελατηρίων του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. 

Από την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης προκύπτει το µητρώο των αξονικών δυνάµεων το οποίο είναι 

επίσης γνωστό από τη βιβλιογραφία (βλέπε π.χ. Der Ingenieurbau (1995)): 
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Όπου: EFkλ xυ =  

Αξονική επιπόνηση του γενικευµένου στοιχείου – Θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων 

Για τη θεώρηση των απολύτως στερεών βραχιόνων του γενικευµένου στοιχείου, θα ακολουθηθεί – όπως 

και στην περίπτωση των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας – η µέθοδος που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 

3.6.2.1. Έτσι σε πρώτο στάδιο θα σχηµατιστούν οι µητρωικές σχέσεις που συνδέουν τις αξονικές 

µετακινήσεις υ2, υ3 των βοηθητικών κόµβων 2, 3 µε τις αντίστοιχες µετακινήσεις υ1, υ4 των βασικών κόµβων 

1, 4 (Σχήµα 3.28). Λόγω της ατένειας των απολύτως στερεών βραχιόνων ισχύει: 
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 ή (3.231α) 

[ ] [ ][ ]υΤυ υ(εσωτ) =  (3.231β) 

Όσον αφορά την αντίστοιχη σχέση για τα αξονικά φορτία, λόγω και πάλι της ατένειας των απολύτως 

στερεών βραχιόνων, ισχύει (Σχήµα 3.28): 
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[ ] [ ] [ ] [ ][ ]υSTS υ(εδαφ)υ(εσωτ)
T

υυ Κ+=  (3.232β) 

Όπως και στην περίπτωση των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας, από την παραπάνω σχέση προκύπτει το 

συµπέρασµα ότι ο συσχετισµός των αξονικών δυνάµεων των βοηθητικών και των βασικών κόµβων είναι 

ανεξάρτητος της θέσης των τελευταίων εντός των βραχιόνων (δηλαδή ανεξάρτητος των παραµέτρων ξ1, ξ2). 
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Σχήµα 3.28. Συσχετισµός των αξονικών δυνάµεων που αναπτύσσονται στους βοηθητικούς κόµβους 2, 3 µε τις 

αντίστοιχες δυνάµεις των βασικών κόµβων του στοιχείου 1, 4. 

Είναι προφανής η αναλογία των παραπάνω µητρωικών σχέσεων µε τις αντίστοιχες µητρωικές σχέσεις που 

σχηµατίστηκαν για την περίπτωση των στρεπτικών βαθµών ελευθερίας. Εποµένως εκτελώντας τους 

αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 3.6.2.1 προκύπτει η παρακάτω 

σχέση που είναι ανάλογη της (3.228): 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]u(εδαφ)uu(εσωτ)
T

uu KΤΚΤK +=  (3.233) 
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Η παραπάνω σχέση είναι ανάλογη της (3.196) και µπορεί να ενταχθεί σ’ αυτή κατ’ αντιστοιχία µε την 

αντίστοιχη σχέση που αφορά τη στρέψη. Πρέπει επίσης να επισηµανθεί ότι το µητρώο [Κυ(εδαφ)] µπορεί να 

ενταχθεί είτε στο µητρώο [Κεσ
εδαφ] είτε στο [Κεξ

εδαφ]. 

Θα πρέπει να υπεθυµιστεί η τελική µορφή του γενικευµένου µητρώου δυσκαµψίας στα πλαίσια της 

θεωρίας α’ τάξης µετά την προσθήκη των στρεπτικών και των αξονικών βαθµών ελευθερίας: 
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Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί – κυρίως για λόγους πληρότητας – ότι η άρση της παραδοχής της 

ατένειας που έγινε στην παρούσα παράγραφο, δίνει τη δυνατότητα συµπλήρωσης του µητρώου φόρτισης για 

ανοµοιόµορφη µεταβολή θερµοκρασίας, που σχηµατίστηκε στην Παράγραφο 3.5.4. Το µητρώο εκείνο 

εµπεριέχει τις δυνάµεις που αναπτύσσονται από την εµπόδιση της καµπύλωση του άξονα του στοιχείου. 

Στην παρούσα παράγραφο το µητρώο θα εµπλουτιστεί και µε τις αξονικές δυνάµεις που αναπτύσσονται 

λόγω της εµπόδισης της αξονικής µήκυνσης ή βράχυνσης που προκαλείται από την οµοιόµορφη µεταβολή 

θερµοκρασίας Τ=tm του κεντροβαρικού άξονα του στοιχείου (Σχήµα 3.10).  

Όπως είναι γνωστό από την στατική των γραµµικών φορέων, οι αναπτυσσόµενες αξονικές δυνάµεις λόγω 

σταθερής θερµοκρασιακής µεταβολής Τ=tm στα άκρα στοιχείου µε ακλόνητες οριζόντιες στηρίξεις δίνονται 

από τη σχέση: 

( ) ( ) m
(Τ)(Τ) EFαtLΝ0Ν =−=  (3.235) 

(Στην παραπάνω σχέση τα πρόσηµα αντιστοιχούν στο σύστηµα αναφοράς του σχήµατος 3.28). 

Έτσι στην περίπτωση κατά την οποία ένα στοιχείο δοκού µε στροφικά ελατήρια στα άκρα του και µε 

δυστένεια ΕF=πεπ. υπόκειται σε ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή ∆t τότε στα άκρα του 

εµφανίζονται αφενός µεγέθη καµπτικής έντασης – τα οποία υπολογίζονται από το µητρώο φόρτισης (3.153) 

– και αφετέρου οι αξονικές δυνάµεις της σχέσης (3.235). Εποµένως το µητρώο φόρτισης που λαµβάνει 

υπόψη συνολικά την ένταση που αναπτύσσεται από την θερµοκρασιακή µεταβολή ∆t δίνεται από τη σχέση: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]LN0N00LVLMLV0V0M0VP TT∆t
G

∆t∆t∆t
G

∆t∆tT∆t =  (3.236) 

(Στην παραπάνω σχέση έχουν ενταχθεί και οι µηδενικοί όροι που αντιστοιχούν στις στρεπτικές ροπές κατ’ 

αντιστοιχία µε τη σχέση (3.234)). 
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3.7. Στατική σύµπτυξη µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης 

Στην Παράγραφο 3.4 του παρόντος κεφαλαίου σχηµατίστηκε το µητρώο δυσκαµψίας για δοκό 

εδραζόµενη επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων, ενώ στην Παράγραφο 3.6 πραγµατοποιήθηκε η 

γενίκευση του µε την προσθήκη αφενός των απολύτως στερεών βραχιόνων και των στροφικών ελατηρίων, 

και αφετέρου µε την θεώρηση των στρεπτικών και των αξονικών βαθµών ελευθερίας ειδικά στα πλαίσια της 

θεωρίας α’ τάξης. 

Λόγω της ιδιοµορφίας του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων στους βαθµούς ελευθερίας του 

στοιχείου υπεισέρχεται και η κατακόρυφη µετατόπιση του διατµητικού στρώµατος. Το γεγονός αυτό 

καθιστά τα µητρώα δυσκαµψίας στοιχείων δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων µη συµβατά 

µε τα υπόλοιπα συνήθη στοιχεία δοκού, καθώς εµπεριέχουν έναν επιπλέον βαθµό ελευθερίας. Πιο 

συγκεκριµένα ένα επίπεδο στοιχείο δοκού επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων χωρίς τη θεώρηση 

των αξονικών βαθµών ελευθερίας έχει έξι βαθµούς ελευθερίας, ενώ ένα αντίστοιχο συµβατικό επίπεδο 

στοιχείο έχει τέσσερις. Προκειµένου εποµένως να καταστεί το νέο στοιχείο συµβατό µε τα κλασσικά 

στοιχεία δοκών θα πρέπει να υποστεί στατική σύµπτυξη. Θα πρέπει δηλαδή να απαλειφθούν εκείνοι οι 

βαθµοί ελευθερίας οι οποίοι δεν έχουν αντίστοιχους τους στα κλασσικά στοιχεία δοκού. Έτσι θα 

απαλειφθούν οι όροι που αντιστοιχούν στις µετακίνησεις wk του διατµητικού επιπέδου. Πρέπει να τονιστεί 

ότι η στατική σύµπτυξη ως µετασχηµατισµός δεν εισάγει καµία προσέγγιση, καθώς είναι απλώς ένας 

πολλαπλασιασµός µεταξύ µητρώων. 

Με κατάλληλη αναδιάταξη των όρων των µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης που σχηµατίστηκαν στις 

Παραγράφους 3.4 και 3.5 αντίστοιχα, η σχέση των µεγεθών έντασης και παραµόρφωσης των άκρων ενός 

στοιχείου που φορτίζεται από τυχούσα εξωτερική φόρτιση (π.χ. για τη δοκό Timoshenko, Παράγραφος 

3.4.1.1α) σε ανεπτυγµένη µορφή είναι: 
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(3.237) 

Η παραπάνω µητρωική σχέση µπορεί να γραφεί σε συµβολική µορφή ως εξής: 

[ ]{ } [ ]{ } { } { }BBSLSLBBBB PSuKuK −=+  (3.238α) { }
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Στόχος της στατικής σύµπτυξης στην συγκεκριµένη περίπτωση, είναι η απαλοιφή του υποµητρώου {uSL} 

το οποίο περιέχει του βαθµούς ελευθερίας που αντιστοιχούν στις µετακινήσεις του διατµητικού επιπέδου. 

Για το σκοπό αυτό επιλύεται η (3.238β) ως προς το διάνυσµα {uSL}: 

{ } [ ] { } [ ] { } [ ] [ ] { }B
T

SLB
1

SLSLSL
1

SLSLSL
1

SLSLSL uKKPKSKu −−− −−=  (3.239) 

Με αντικατάσταση του {uSL} από την παραπάνω σχέση στην (3.238α) και µε τους κατάλληλους 

αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς, προκύπτει:  

[ ] [ ][ ] [ ]{ }{ } { } [ ][ ] { } { } [ ][ ] { }SL
1

SLSLSLBBSL
1

SLSLSLBBB
T

SLB
1

SLSLSLBBB SKKSPKKPuKKKK −−− −=−+−  (3.240α) 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί σε συµπτυγµένη µορφή ως εξής: 

[ ]{ } { } { }S~P~uK~ B =+  (3.240β) 

Όπου τα µητρώα: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]T
SLB

1
SLSLSLBBB KKKKK −−=~  (3.241α) 

{ } { } [ ][ ] { }SL
1

SLSLSLBB PKKPP~ −−=  (3.241β) 

{ } { } [ ][ ] { }SL
1

SLSLSLBB SKKSS~ −−=  (3.241γ) 

είναι αντίστοιχα το συµπτυγµένο µητρώο δυσκαµψίας, το συµπτυγµένο µητρώο φόρτισης, και το 

συµπτυγµένο µητρώο των επιράβδιων δυνάµεων του στοιχείου. 

Το συµπτυγµένο µητρώο δυσκαµψίας της σχέσης (3.241α) είναι το µητρώο που περιέχει τους όρους που 

αντιστοιχούν στην καµπτική επιπόνηση του στοιχείου, και εποµένως µπορεί να συνδυαστεί µε τα µητρώα 

που αντιστοιχούν στους στρεπτικούς και αξονικούς βαθµούς ελευθερίας – που σχηµατίστηκαν στις 

Παραγράφους 3.6.4.1. και 3.6.4.2. – σχηµατίζοντας έτσι ένα γενικευµένο, ως προς τους βαθµούς ελευθερίας, 

στοιχείο. 

Πρέπει τέλος να τονιστεί ότι η παραπάνω διαδικασία η οποία παρουσιάστηκε για το εσωτερικό του 

γενικευµένου στοιχείου µπορεί να εφαρµοστεί και για το σύνολο του.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. Εφαρµογές της επίλυσης του προβλήµατος κάµψης δοκών επί 

υποβάθρου τριών παραµέτρων 
Στο κεφάλαιο αυτό θα δοθούν εφαρµογές των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκών 

επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων και θα γίνει µια αναφορά στα προβλήµατα κάµψης δοκών επί 

ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων. Πιο συγκεκριµένα, θα γίνει αρχικά εφαρµογή της επίλυσης των 

εξισώσεων στο πρόβληµα κάµψης δοκών «απείρου» µήκους επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων, η 

λύση του οποίου δεν είναι διαθέσιµη στη βιβλιογραφία. Κατόπιν θα δοθεί η εφαρµογή της επιλύουσας 

εξίσωσης για προβλήµατα δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Vlasov µε την θεώρηση και των 

οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Η αναφορά στο προσοµοίωµα του Vlasov µε τη 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων θα γίνει σε πρώτο στάδιο µε βάση την επίλυση του προβλήµατος 

όπως αυτή είναι γνωστή από τη βιβλιογραφία. Σε δεύτερο στάδιο θα παρουσιαστεί για πρώτη φόρα µια 

διαφορετική προσέγγιση του ίδιου προβλήµατος και θα δοθούν οι αντίστοιχες διαφορικές εξίσωσεις. 

Τέλος, θα γίνει µια αναφορά σε προβλήµατα κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων, 

τα οποία αποτελούν «οριακή» περίπτωση των αντιστοίχων προβληµάτων κάµψης δοκών επί ελαστικού 

υποβάθρου τριών παραµέτρων. Η αναφορά αυτή αφορά αρχικά στην παράθεση των εξισώσεων που διέπουν 

το πρόβληµα και την επίλυση – διερεύνηση τους. Κατόπιν, παρατίθεται µια συνοπτική αλλά διεξοδική 

επισκόπηση των διαθέσιµων στοιχείων της βιβλιογραφίας και επισηµαίνονται τα υφιστάµενα κενά για τα 

οποία και δίνονται οι κατάλληλες λύσεις. 

4.1. Επίλυση του προβλήµατος δοκού Timoshenko και Euler «απείρου» µήκους επί ελαστικού 

υποβάθρου τριών παραµέτρων. 

Στην παρούσα παράγραφο θα γίνει εφαρµογή των λύσεων των εξισώσεων (3.8α) και (3.8β) για την 

επίλυση του προβλήµατος κάµψης δοκού Timoshenko «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη 

δύναµη P ή ροπή M (Σχήµα 4.1).  

∆οκός απείρου µήκους
P

0

z

c

z

G
k

0

P

x

Pα
Μ0

(α) (β)

∆οκός απείρου µήκους

x
c
G
k

 
Σχήµα 4.1. ∆οκός «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση (α), και υπό µοναχική ροπή (β). 

Από τις εκφράσεις των µεγεθών έντασης και µετακίνησης που θα προκύψουν, θα γίνει αναγωγή στις 

αντίστοιχες εκφράσεις που αφορούν τη δοκό Euler. 
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4.1.1. ∆οκός Timoshenko υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη. 

Πρόκειται για συµµετρικό πρόβληµα, και για τον λόγο αυτό είναι δυνατή η επίλυση του δεξιού τµήµατος 

του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο. Κατά συνέπεια, θα πρέπει να προσδιοριστούν οι συνοριακές 

συνθήκες τόσο στο σηµείο εφαρµογής του φορτίου (x=0, βλέπε σχήµα  4.1α) όσο και για x→+∞. 

Ως γνωστόν (Παράγραφος 3.4.1.1), η επίλυση του προβλήµατος κάµψης δοκού Timoshenko επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων επιτυγχάνεται µε τον προσδιορισµό των βασικών παραµέτρων – 

µεγεθών µετακίνησης w, wk, ψ από τις σχέσεις (3.61α – γ). Για την παρούσα ανάλυση θα γίνει η παραδοχή, 

ότι η µορφή των συναρτήσεων που απαρτίζουν τις εκφράσεις αυτές αντιστοιχεί στην περίπτωση λύσης Α1, η 

οποία – όπως αποδείχθηκε και στην αντίστοιχη παράγραφο της διερεύνησης των περιπτώσεων λύσης των 

διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος (Παράγραφος 3.3.2) – αποτελεί την περίπτωση λύσης που 

αντιστοιχεί στις συνήθεις τιµές των εδαφικών παραµέτρων. Εποµένως: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )QxsineCQxcoseCQxsineCQxcoseCeCeCxw Rx
6

Rx
5

Rx
4

Rx
3

xR
2

xR
1k

11 −−− +++++=  (4.1α) 

6w65w54w43w32w21w1 fCfCfCfCfCfCw(x) +++++=  (4.1β) 

6ψ65ψ54ψ43ψ32ψ21ψ1 fCfCfCfCfCfCψ(x) +++++=  (4.1γ) 

(Οι συναρτήσεις fiw, fiψ δίνονται από τις σχέσεις (3.63α) και (3.63β)). 

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι η επίλυση του προβλήµατος απαιτεί τον προσδιορισµό έξι (6) 

σταθερών ολοκλήρωσης. Από την µορφή της φόρτισης συνάγεται το συµπέρασµα ότι για  x→+∞ ισχύει: 

0ww k ==  (4.2) 

Αυτό σηµαίνει ότι θα πρέπει να µηδενίζονται εκείνες οι σταθερές ολοκλήρωσης που αντιστοιχούν σε 

εκθετικές συναρτήσεις οι οποίες έχουν ως εκθέτη θετικό αριθµό. Εποµένως, επειδή το πρόβληµα επιλύεται 

για θετικές τιµές του x, θα πρέπει C1=C3=C4=0. Οι υπόλοιπες σταθερές θα προσδιοριστούν από τις 

συνοριακές συνθήκες στο σηµείο x=0. Ο προσδιορισµός των συνοριακών αυτών συνθηκών µπορεί να γίνει 

µε την εφαρµογή της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκός – υπόβαθρο.  

Η ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

( ) w(0)Pdx
dx

dw
Gdxkwdxwwcdxψ

dx
dwΦdx

dx
dψEIπ 00

2
k

0

2
k0

2
k0

2

0

2

−





++−+






 −+






= ∫∫∫∫∫

∞+∞+∞+∞+∞+  

Σχηµατίζοντας την πρώτη µεταβολή του παραπάνω συναρτησιακού προκύπτει: 
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∞+∞+∞+

∫∫∫  

Από τους ολοκληρωτές των ολοκληρωµάτων της πρώτης µεταβολής προκύπτουν οι διαφορικές εξισώσεις (3.6α – γ) οι 

οποίες παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 3.2.1 και εκφράζουν τις εξισώσεις ισορροπίας του συστήµατος. Οι όροι στις 

αγκύλες µε δείκτες (+∞) καθορίζουν τις συνοριακές συνθήκες για x→+∞ οι οποίες είναι προφανείς. Τέλος οι όροι στις 

αγκύλες µε δείκτη 0 καθορίζουν τις ζητούµενες συνοριακές συνθήκες για x=0. Πιο συγκεκριµένα στο σηµείο x=0 η ροπή 

δεν µπορεί να έχει µηδενική τιµή, και εποµένως θα πρέπει δψ(0)=0 που σηµαίνει ότι ψ(0)=0. Επίσης λόγω της συµµετρίας 

του προβλήµατος θα πρέπει να ισχύει (dwk/dx)x=0=0. Τέλος επειδή w(0)≠0 → δw(0) ≠0. Αυτό σηµαίνει ότι η τρίτη 

συνοριακή συνθήκη στο σηµείο x=0 είναι V(0)= – P0/2. 
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Από την εφαρµογή της αρχής αυτής (βλέπε προηγούµενη σελίδα) προκύπτουν αφενός δυο συνθήκες που 

αντιστοιχούν στην συµµετρική µορφή του προβλήµατος: 

0ψ(0) =   και  0
dx

dw

0x

k =
=

 (4.3α, β) 

ενώ η τρίτη απαιτούµενη συνθήκη προκύπτει από την ισότητα της τέµνουσας δύναµης της δοκού στο σηµείο 

x=0 µε το ήµισυ της εξωτερικής φόρτισης P0. Εποµένως: 

2
P

dx
ψdΕΙψ

dx
dwΦV(0) 0

0x
2

2

0x

−=−=





 −=

==

 (4.3γ) 

Οι συνθήκες (4.3α – γ), συνθέτουν ένα γραµµικό σύστηµα τριών εξισώσεων µε αγνώστους τις 

εναποµένουσες άγνωστες σταθερές C2, C5 και C6. Μετά τους απαραίτητους µετασχηµατισµούς προκύπτουν 

οι παρακάτω εκφράσεις για τα µεγέθη µετακίνησης του προβλήµατος: 
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(4.4γ) 

Στις παραπάνω σχέσεις: 

[ ]R)bQ(bAQ)AR(AAR)bAb(AR2EID 214564
2
116251k −+−+−=  (4.4δ) 

Από τις σχέσεις (4.4α-γ) µπορούν να υπολογιστούν τα εντατικά µεγέθη του προβλήµατος όπως ορίζονται 

από τις σχέσεις (3.59α-γ): 
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4.1.2. ∆οκός Timoshenko υπό µοναχική ροπή. 

Το πρόβληµα της δοκού Timoshenko υπό µοναχική ροπή Μ0 επιλύεται, όπως και στην περίπτωση της 

φόρτισης µε µοναχικό κατακόρυφο φορτίο, µε εφαρµογή των εξισώσεων (3.61α – γ) σε συνδυασµό µε τις 

αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες. Οι συνθήκες αυτές είναι όµοιες µε την περίπτωση φόρτισης µε µοναχικό 

κατακόρυφο φορτίο για x→+∞. Αντίθετα, στο σηµείο x=0 είναι διαφορετικές καθώς ταυτίζονται µε τις 

συνθήκες που αντιστοιχούν στην περίπτωση συµµετρικού φορέα υπό αντισυµµετρική φόρτιση, και 

εποµένως είναι: 

0ww k ==  (4.5α) 

Η τρίτη απαιτούµενη συνοριακή συνθήκη για το σηµείο x=0 είναι: 

2
M

dx
dψEI 0

0x

=−
=

 (4.5β) 

(Εδώ θα πρέπει να τονιστεί ότι οι συνοριακές αυτές συνθήκες µπορούν να προκύψουν και από την εφαρµογή 

της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο, µε διαδικασία που 

παρουσιάστηκε στην προηγούµενη παράγραφο και πιο συγκεκριµένα στην σελίδα 202). 

Ακολουθώντας την διαδικασία που περιγράφεται και στην Παράγραφο 4.1.1, προκύπτουν οι παρακάτω 

εκφράσεις: 
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Όπου: 

{ }2
112121
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k Q)R]R2α(Q[α)RαQα)(Q(R2kD Α+−+++=  (4.7) 
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4.1.3. Ειδίκευση των σχέσεων για την περίπτωση δοκού Euler – Bernoulli 

Όλες οι παραπάνω σχέσεις των µεγεθών έντασης και µετακίνησης που αφορούν τη δοκό Timoshenko 

µπορούν να µετασχηµατιστούν πολύ εύκολα για την περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli. Για το σκοπό 

αυτό, αρκεί να σχηµατιστούν οι οριακές τιµές όσων παραµέτρων περιέχουν την σταθερά Φ (Φ=GΒF’, βλέπε 

Παράγραφο 3.2.1.1) η οποία εκφράζει την επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων. Σχηµατίζοντας τις 

οριακές αυτές τιµές για Φ→∞ προκύπτουν οι εκφράσεις για την περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli. 

Στην Παράγραφο 3.4.1.1α δίνονται όλες οι παράµετροι που υπεισέρχονται στις σχέσεις προσδιορισµού των 

µεγεθών έντασης και µετακίνησης που αντιστοιχούν στην περίπτωση λύσης Α1. Από τις σχέσεις αυτές 

προκύπτουν: 

114 Rlim Α=Α
∞→Φ

 (4.9α) 

15 αlim =Α
∞→Φ

 (4.9β) 

26 αlim −=Α
∞→Φ

 (4.9γ) 

Έτσι εάν εφαρµοστούν οι (4.9α-γ) στις σχέσεις (4.4α-ζ) και (4.6α-στ), τότε προκύπτουν οι αντίστοιχες 

εκφράσεις για την περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli. Θα πρέπει τέλος να τονιστεί, ότι κατά το 

µετασχηµατισµό θα πρέπει να ληφθούν υπόψη και οι διαφορετικές τιµές των R1, R, Q οι οποίες εξαρτώνται 

από τους συντελεστές Ji των διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος οι οποίοι µε τη σειρά τους ορίζονται 

διαφορετικά στις περιπτώσεις δοκών Timoshenko και Euler (βλέπε Πίνακα 3.1). Ωστόσο ο µετασχηµατισµός 

αυτός δεν επηρεάζει την γενική µορφή των (4.4α-ζ) και (4.6α-στ). 
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4.2. Αναφορά στα προβλήµατα κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων. 

Στο Κεφάλαιο 1 της παρούσας διατριβής έγινε µια ανασκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά στο 

πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων (Παράγραφος 1.2.1.2). Από την 

επισκόπηση αυτή προέκυψε το συµπέρασµα, ότι τα κενά της βιβλιογραφίας, όσον αναφορά τα µητρώα 

δυσκαµψίας και φόρτισης για το πρόβληµα της κάµψης δοκών Euler ή Timoshenko, δεν είναι µεγάλα.  

Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιαστούν εν συντοµία οι εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα και θα 

δοθεί µια σχηµατική περιγραφή των πεδίων ορισµού των διαφόρων περιπτώσεων λύσης των εξισώσεων 

αυτών. Θα πρέπει να τονιστεί, ότι ενώ σε βιβλιογραφικές αναφορές που κατέστη δυνατό να εντοπιστούν 

γίνεται αναφορά στις δυνατές περιπτώσεις λύσης της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος της δοκού 

Euler (βλέπε π.χ. Karamanlidis και Prakash (1989)), σε καµία από αυτές δεν παρουσιάζεται µια διερεύνηση 

των περιοχών ορισµού των λύσεων αυτών. Ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν και για την περίπτωση της 

δοκού Timoshenko, και έτσι οι διερευνήσεις αυτές θα δοθούν εδώ για πρώτη φορά.  

Στην παράγραφο αυτή θα γίνει επίσης και µια πιο αναλυτική επισκόπηση (από την αντίστοιχη που έγινε 

στην εισαγωγή) των διαθέσιµων στοιχείων αλλά και των κενών της βιβλιογραφίας όσον αφορά τα µητρώα 

δυσκαµψίας και φόρτισης και θα δοθούν τα αντίστοιχα στοιχεία που καλύπτουν τα κενά αυτά. Πιο 

συγκεκριµένα, θα δοθούν οι κλειστές αναλυτικές εκφράσεις για µητρώα δυσκαµψίας που αντιστοιχούν σε 

όσες περιπτώσεις λύσης της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος δεν είναι διαθέσιµες, και οι αντίστοιχες 

εκφράσεις για τα µητρώα φόρτισης του γενικευµένου στοιχείου που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.5. 

4.2.1. Σύντοµη αναφορά στην κατάστρωση και επίλυση των εξισώσεων του προβλήµατος 

Στην Παράγραφο 2.2.2 παρουσιάστηκαν αναλυτικά οι µαθηµατικές διατυπώσεις των προσοµοιωµάτων 

δυο παραµέτρων που είναι γνωστά από τη βιβλιογραφία. Η παρουσίαση των εξισώσεων αυτών έγινε για την 

περίπτωση της απευθείας φόρτισης της επιφάνειας του εδάφους από εξωτερικό φορτίο. Όταν η εισαγωγή της 

φόρτισης πραγµατοποιείται µέσω της κάµψης µιας δοκού, οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας του 

συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο είναι κατά δυο τάξεις υψηλότερες από τις αντίστοιχες εξισώσεις 

που διέπουν το πρόβληµα της απευθείας φόρτισης του εδάφους. 

Στην περίπτωση της κάµψης δοκού Timoshenko τα άγνωστα µεγέθη µετακίνησης, όπως είναι γνωστό, 

είναι η κατακόρυφη µετακίνηση w και η καµπτική γωνία στροφής των διατοµών ψ. (Υπενθυµίζεται ότι η 

επιλογή της καµπτικής γωνίας στροφής ως δεύτερου αγνώστου µεγέθους µετακίνησης είναι µια από τις 

δυνατές επιλογές κατά το σχηµατισµό µητρώων δυσκαµψίας δοκών στις οποίες λαµβάνονται υπόψη και οι 

διατµητικές παραµορφώσεις σύµφωνα µε την υπόθεση του Timoshenko (βλέπε Παράγραφο 2.5.2)). Ο 

υπολογισµός των αγνώστων µεγεθών µετακίνησης γίνεται από τις παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 

0p
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Όπου k και G είναι η πρώτη και η δεύτερη παράµετρος του εδαφικού προσοµοιώµατος, ενώ οι υπόλοιποι 

όροι των εξισώσεων ταυτίζονται µε τους όρους της σχέσης (3.1), (Παράγραφος 3.2.1.1). Οι παραπάνω 

εξισώσεις αφορούν την θεωρία β’ τάξης και µπορούν να καταστρωθούν τόσο µε τις συνθήκες ισορροπίας 

ενός απειροστού στοιχείου του συστήµατος δοκού – ελαστικού υποβάθρου, όσο και µε την εφαρµογή της 

αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας. Για την περίπτωση της κάµψης δοκού Euler – Bernoulli 

η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση προκύπτει από την (4.10α) εάν θεωρηθεί ότι Φ→∞: 

0pkw
dx

wdG)P(
dx

wdEI 2

2

4

4

=−+−+  (4.11) 

(Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση (4.10β) προκύπτει από την παραγώγιση (4.10α) καθώς dw/dx≡ψ και 

εποµένως δεν έχει νόηµα η επίλυση της). 

Από την σύγκριση των (4.10α), (4.10β) µε τις (3.7α) και (3.7β) αντίστοιχα, προκύπτει το συµπέρασµα ότι 

οι πρώτες αποτελούν ειδική περίπτωση των τελευταίων. Το γεγονός αυτό µπορεί να εξηγηθεί αν γίνει 

σύγκριση των µηχανικών προσοµοιωµάτων του Kerr (Σχήµα 2.13α) και του Pasternak (Σχήµα 2.5). Από τη 

σύγκριση αυτή καθίσταται σαφές, ότι εάν για την ελατηριακή σταθερά της άνω στρώσης των ελατηρίων του 

µηχανικού προσοµοιώµατος του Kerr δοθούν µεγάλες τιµές (και ειδικότερα όταν c→∞) τα δυο µηχανικά 

προσοµοιώµατα είναι πρακτικώς ισοδύναµα. Εάν εποµένως στις (3.7α) και (3.7β) θεωρηθεί ότι c→∞ και εάν 

ληφθεί υπόψη ότι στην περίπτωση αυτή w≡wk (ότι δηλαδή στην περίπτωση του προσοµοιώµατος των δυο 

παραµέτρων οι κατακόρυφες µετακινήσεις της δοκού και της διατµητικής στρώσης ταυτίζονται, όπως 

προκύπτει από την (3.10) όταν c→∞), τότε οι εξισώσεις (3.7α), (3.7β) και (3.10) ανάγονται στις (4.10α) και 

(4.10β). Παρακάτω θα δοθούν κάποιες λεπτοµέρειες για την επίλυση και τη διερεύνηση των διαφορικών 

εξισώσεων (4.10α), (4.10β) και (4.11). Πιο συγκεκριµένα, θα παρουσιαστεί εν συντοµία η διαδικασία 

επίλυσης των οµογενών των εξισώσεων αυτών που έχουν τη γενική µορφή: 
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Οι συντελεστές J1 και J2 δίνονται από τον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 4.1. Εκφράσεις των συντελεστών J1, J2, ανάλογα µε τον τύπο της δοκού και την τάξη ανάλυσης 
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Όπως είναι γνωστό η λύση των εξισώσεων της µορφής (4.12) έχει την εξής γενική µορφή: 

∑
=

=
4

1i
iifCy(x)  (4.13) 

όπου ως γνωστόν Ci είναι οι σταθερές ολοκλήρωσης, ενώ η µορφή των συναρτήσεων fi(x) εξαρτάται αφενός 

από τα πρόσηµα που λαµβάνουν οι συντελεστές J1, J2 και αφετέρου από το πρόσηµο της διακρίνουσας 

∆=J1
2-4J2 της χαρακτηριστικής εξίσωσης της (4.12). Μπορεί να αποδειχθεί (Karamanlidis και Prakash 

(1989)) ότι για την περίπτωση του στατικού προβλήµατος της δοκού Timoshenko οι δυνατές περιπτώσεις 

λύσης είναι έξι. Οι περιοχές ορισµού των λύσεων αυτών καθώς και οι λεπτοµέρειες για τις συναρτήσεις fi 

δίνονται παρακάτω: 
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Σχήµα 4.2. Περιπτώσεις λύσης και πεδία ορισµού τους για το πρόβληµα της δοκού Timoshenko.  

Στο παραπάνω διάγραµµα επελέγη ως οριζόντιος άξονας ο άξονας τιµών της πρώτης εδαφικής παραµέτρου 

k. Ως κατακόρυφος άξονας επελέγη όχι ο άξονας τιµών της δεύτερης παραµέτρου G αλλά ο άξονας τιµών 

της διαφοράς P – G. Θα πρέπει να διευκρινισθεί, ότι η επιλογή αυτή έγινε για να εισαχθεί και η παράµετρος 

αξονικό (θλιπτικό ή εφελκυστικό) φορτίο που επηρεάζει τη λύσης της διαφορικής εξίσωσης του 

προβλήµατος. Θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι ο όρος P – G αποκτά την έννοια µιας γενικευµένης αξονικής 

δύναµης εάν για την προσοµοίωση του εδάφους χρησιµοποιηθεί το προσοµοίωµα του Filonenko 

(Παράγραφος 2.2.2.1). Έτσι ορίζεται η γενικευµένη αξονική δύναµη PGEN=P – G που προκύπτει από την 

αφαίρεση τις τιµής της δεύτερης εδαφικής παραµέτρου από την τιµή της αξονικής φόρτισης που καταπονεί 

τη δοκό. Θα πρέπει βέβαια να τονιστεί ότι η γενικευµένη αξονική δύναµη δεν θα πρέπει να χρησιµοποιείται 
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για τον υπολογισµό των µεγεθών διαστασιολόγησης καθώς αποτελεί ένα βοηθητικό µέγεθος και όχι µια 

πραγµατική δύναµη που καταπονεί τη δοκό. 

Από το Σχήµα 4.2 καθίσταται σαφές ότι για τις συνήθεις τιµές των εδαφικών παραµέτρων και του 

αξονικού φορτίου (θλιπτικού ή εφελκυστικού) η αντιστοιχούσα µορφή λύσης είναι η 3 (Περίπτωση 3). Για 

το λόγο αυτό είναι διαθέσιµοι στη βιβλιογραφία, οι συντελεστές του µητρώου δυσκαµψίας που αντιστοιχούν 

στη λύση αυτή όπως θα παρουσιαστεί παρακάτω. Από τις υπόλοιπες περιπτώσεις λύσεων, εκείνη που 

εµφανίζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι η Περίπτωση 1, καθώς όπως φαίνεται από το παραπάνω σχήµα, το 

πεδίο ορισµού της αντιστοιχεί σε υψηλές τιµές θλιπτικού φορτίου. Αυτό σηµαίνει ότι είναι απαραίτητη σε 

περίπτωση υπολογισµού των κρισίµων φορτίων λυγισµού διότι σ’ αυτήν την περίπτωση η επαναληπτική 

διαδικασία που απαιτείται µπορεί να οδηγήσει στην ανάγκη επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων του 

προβλήµατος για τιµές του αξονικού φορτίου για τις οποίες ορίζεται η περίπτωση λύσης 1. Αξιοσηµείωτο 

είναι και το γεγονός ότι για την τιµή του γενικευµένου αξονικού φορτίου PGEN ίση µε την τιµή συντελεστή Φ 

(ο οποίος ως γνωστόν εκφράζει την επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων) ο συντελεστής J2 τείνει στο 

άπειρο ενώ εκατέρωθεν της τιµής αυτής αλλάζει πρόσηµο. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα για τιµές του PGEN>Φ 

να αλλάζει η µορφή της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος και να εµφανίζεται η περίπτωση λύσης 4. 

Ωστόσο η πιθανότητα εκπλήρωσης της συνθήκης PGEN>Φ για τις συνήθεις τιµές των παραµέτρων του 

προβλήµατος είναι σχεδόν αδύνατη. 

0

2

1

Περ. 3

Περ. 3

Ä>0

Ä<0
Ä=0

k

Ä>0

Ä<0

Περ. 5

(P-G)

P<G

P>G

Περ. 1

Στo τìÞìα τηò καìπýληò Ä=0: (0-2): Περ. 6 

Στo τìÞìα τηò καìπýληò Ä=0: (0-1): Περ.  2

 
Σχήµα 4.3. Πεδία ορισµού των πιθανών περιπτώσεων λύσης της εξίσωσης του προβλήµατος της δοκού Euler (για τις 
συναρτήσεις fi(x) και τους συντελεστές R, Q ισχύουν τα δεδοµένα του Σχήµατος 4.2 µε τη διαφορά ότι για τις 
παραµέτρους J1, J2 θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν οι αντιστοιχούσες εκφράσεις του Πίνακα 4.1). 

Στο Σχήµα 4.3 δίνονται σχηµατικά τα πεδία ορισµού των πιθανών περιπτώσεων λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης που διέπει το πρόβληµα κάµψης δοκού Euler στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. Από το σχήµα 

αυτό φαίνεται, ότι στην παρούσα περίπτωση οι πιθανές περιπτώσεις λύσης είναι 5. Απουσιάζει η περίπτωση 

λύσης 4 που εµφανίζονταν στο αντίστοιχο πρόβληµα της δοκού Timoshenko. Το γεγονός αυτό οφείλεται 
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στο ότι στην παρούσα περίπτωση Φ→∞ µε αποτέλεσµα – όπως φαίνεται και από τον Πίνακα 4.1 – να µην 

αλλάζει το πρόσηµο του συντελεστή J2 για κανένα συνδυασµό των εδαφικών παραµέτρων. Τέλος όπως και 

στην περίπτωση του προβλήµατος της δοκού Timoshenko οι πιο σηµαντικές περιπτώσεις λύσης είναι οι 

περιπτώσεις 1 και 3 για τους ίδιους ακριβώς λόγους. 

Κλείνοντας την αναφορά στην κατάστρωση και την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης που διέπει την 

κάµψη δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων, αξίζει να γίνει η επισήµανση ότι µια ακόµα 

εφαρµογή της λύσης της (4.12) αποτελεί και η επίλυση της εξίσωσης που διέπει την κάµψη δοκών Euler επί 

ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων σύµφωνα µε την προσέγγιση των Fletcher και Hermann (1971), η 

οποία παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 2.2.3.4. Ξεκινώντας από τη βασική εξίσωση του προσοµοιώµατος 

(Σχέση 2.83), και συνδυάζοντας την µε την κλασσική εξίσωση του Euler προκύπτει η παρακάτω εξίσωση: 

p(x)wk
dx

wdk
dx

wd)k(EI 32

2

24

4

1 =+−−   

η οποία όπως γίνεται εύκολα κατανοητό είναι όµοια µε τις (4.10) και (4.11), και εποµένως έχει των ιδίων 

µορφών λύσεις µε αυτές. 

4.2.2. Επισήµανση των διαθέσιµων στοιχείων και των κενών της βιβλιογραφίας 

Η ανασκόπηση της βιβλιογραφίας που παρατίθεται στο Κεφάλαιο 1 της παρούσας διατριβής 

(Παράγραφος 1.2.1.2) είναι συνοπτική και έχει ως στόχο την παρουσίαση του πλήθους των δηµοσιεύσεων 

επί του αντικειµένου. Από την παρουσίαση αυτή δεν καθίστανται σαφή τα κενά της βιβλιογραφίας, και 

καθώς ένας εκ των στόχων της παρούσας είναι και η κάλυψη των κενών αυτών, ακολουθεί παρακάτω µια 

πιο συστηµατική επισκόπηση των σχετικών δηµοσιεύσεων. Ακολουθώντας την λογική µε την οποία έγινε η 

επισκόπηση στην εισαγωγή, θα παρουσιαστούν τα διαθέσιµα στοιχεία αλλά και τα κενά της βιβλιογραφίας 

πρώτα για την περίπτωση της δοκού Euler – Bernoulli, και κατόπιν για την δοκό Timoshenko. Η παρούσα 

επισκόπηση θα επικεντρωθεί στην περίπτωση του στατικού προβλήµατος. 

Για το πρόβληµα της κάµψης δοκών Euler στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης είναι διαθέσιµα µητρώα 

δυσκαµψίας για όλες τις περιπτώσεις λύσης της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος. Η πιο 

ολοκληρωµένη δηµοσίευση επί του συγκεκριµένου αντικειµένου είναι αυτή των Karamanlidis και Prakash 

(1989). Όσον αφορά τα µητρώα φόρτισης, είναι διαθέσιµα µητρώα που αφορούν τραπεζοειδή φόρτιση σε 

τµήµα της δοκού, και φόρτιση από µοναχική κατακόρυφη δύναµη ή ροπή σε τυχόν σηµείο του ανοίγµατος 

της (βλέπε Chiwanga και Valsangkar (1988) ή Razaqpur και Shah (1991)). Τα µητρώα αυτά είναι 

σχηµατισµένα µε βάση τη θεωρία α’ τάξης, ενώ αντίστοιχα µητρώα µε βάση τη θεωρία β’ τάξης δεν είναι 

διαθέσιµα. Τέλος θα πρέπει να τονιστεί ότι είναι διαθέσιµα µητρώα δυσκαµψίας µε βάση πολυωνυµικές / 

προσεγγιστικές συναρτήσεις παρεµβολής (Zhaohua και Cook (1983)), και αντίστοιχα µητρώα φόρτισης για 

την περίπτωση φόρτισης µε καθολικό τραπεζοειδές φορτίο. 

Για το αντίστοιχο πρόβληµα της δοκού Timoshenko, είναι διαθέσιµο µόνον το µητρώο δυσκαµψίας που 

αφορά τον συνήθη συνδυασµό τιµών των εδαφικών παραµέτρων, δηλαδή για την περίπτωση λύσης 3 µε 

βάση τη θεωρία α’ τάξης (βλέπε Shirima και Giger (1992)). Στην εργασία του Djodjo (1969) δίνονται 

µητρώα µεταφοράς για τις πιθανές περιπτώσεις λύσης του προβλήµατος, χωρίς όµως να δίνονται οι τελικές 
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κλειστές εκφράσεις των συντελεστών των µητρώων δυσκαµψίας. Όσον αφορά τα µητρώα φόρτισης δεν 

είναι διαθέσιµες κλειστές αναλυτικές εκφράσεις για τις βασικές περιπτώσεις φόρτισης (µερική τραπεζοειδής 

φόρτιση και µοναχική κατακόρυφη φόρτιση ή ροπή). Ωστόσο στην εργασία των Shirima και Giger (1992) 

δίνεται η γενική πορεία σχηµατισµού των µητρώων αυτών χωρίς να δίνονται οι τελικές κλειστές εκφράσεις. 

Προκειµένου να καλυφθούν τα κενά της βιβλιογραφίας που εκτέθηκαν παραπάνω, θα δοθούν οι κλειστές 

αναλυτικές εκφράσεις των συντελεστών των µητρώων δυσκαµψίας που αφορούν το πρόβληµα κάµψης 

δοκού Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης για όλες 

τις πιθανές περιπτώσεις λύσης. Τα µητρώα αυτά εµπεριέχουν ως ειδικές περιπτώσεις τα αντίστοιχα µητρώα 

που αφορούν τόσο το πρόβληµα της δοκού Timoshenko στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης, όσο και το 

πρόβληµα της δοκού Euler στα πλαίσια της θεωρίας α’ και β’ τάξης. Επιπλέον, µε σχηµατισµούς 

κατάλληλων οριακών τιµών µετασχηµατίζονται στα αντίστοιχα µητρώα που αφορούν την κάµψη δοκών επί 

ελαστικού υποβάθρου Winkler. Για τον σχηµατισµό των µητρώων αυτών έγινε χρήση της µεθόδου που 

παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.4.1.1α, και οι συντελεστές των µητρώων δίνονται στο Παράρτηµα Β. Τα 

µητρώα δυσκαµψίας αυτά µπορούν να ενσωµατωθούν στις εξισώσεις του γενικευµένου πεπερασµένου 

στοιχείου που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3 (βλέπε Παράγραφο 3.6.2.1). Όσον αφορά τα µητρώα φόρτισης, 

θα δοθούν οι κλειστές αναλυτικές εκφράσεις για δοκούς Timoshenko µε στροφικά ελατήρια στα άκρα τους 

στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, για τις εξής περιπτώσεις φόρτισης: 

• Μοναχική ροπή ή κατακόρυφο φορτίο σε τυχούσα θέση του ανοίγµατος 

• Συνεχής οµοιόµορφη φόρτιση σε όλο το εύρος του ανοίγµατος 

• ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή ∆t µεταξύ της άνω και της κάτω ίνας της δοκού 

Ο λόγος για τον οποίο σχηµατίζονται µητρώα φόρτισης δοκών µε στροφικά ελατήρια στα άκρα, 

συνίσταται στην δυνατότητα που δίνεται για την ενσωµάτωση τους στις εξισώσεις του γενικευµένου 

πεπερασµένου στοιχείου που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3 (βλέπε Παράγραφο 3.5). Η γενική µορφή των 

προκυπτουσών εκφράσεων επιτρέπει την προσαρµογή τους σε διάφορες υποπεριπτώσεις όπως συµβαίνει και 

στην περίπτωση των µητρώων δυσκαµψίας. Η µέθοδος µε την οποία θα σχηµατιστούν τα µητρώα φόρτισης 

δίνεται αναλυτικά στην Παράγραφο 3.5, ενώ οι αντίστοιχες εκφράσεις στο Παράρτηµα Β. Τέλος θα πρέπει 

να τονιστεί ότι για πρακτικούς λόγους δίνονται µόνον τα µητρώα που αφορούν τις περιπτώσεις λύσης 1, 3. 

Τέλος θα πρέπει να τονιστεί, ότι οι τέµνουσες που υπεισέρχονται τόσο στα µητρώα δυσκαµψίας όσο και 

στα µητρώα φόρτισης, δεν είναι οι τέµνουσες δυνάµεις που καταπονούν τη διατοµή της δοκού, αλλά οι 

«γενικευµένες τέµνουσες». Η έννοια της γενικευµένης τέµνουσας ορίζεται στα πλαίσια της προσοµοίωσης 

του εδάφους µε το µοντέλο των δυο παραµέτρων. Οι γενικευµένες αυτές τέµνουσες, ορίζονται ως το 

άθροισµα της τέµνουσας που καταπονεί τη διατοµή της δοκού, και της τέµνουσας του διατµητικού επιπέδου: 










+−=→

+−=→
⇒+=

dx
dwG

dx
ψdΕΙVTimoshenko ∆οκός

dx
dwG

dx
wdΕΙVEuler ∆οκός

VVV

2

2

γεν.

3

3
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επιπ. διατ.∆οκούγεν.
 (4.14) 

Η χρήση της γενικευµένης τέµνουσας έναντι της κλασσικής στα µητρώα δυσκαµψίας, είναι απαραίτητη 
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καθώς τα καθιστά συµµετρικά. Το γεγονός αυτό µπορεί να εξηγηθεί αν ληφθεί υπόψη η παρατήρηση, ότι 

στην κατάστρωση της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος υπεισέρχεται η ενέργεια παραµόρφωσης του 

συστήµατος δοκός – έδαφος, σε συνδυασµό µε το ότι το εργικώς ανταποκρινόµενο στην κατακόρυφη 

µετακίνηση των άκρων της δοκού εντατικό µέγεθος, είναι το άθροισµα της τέµνουσας που καταπονεί τη 

δοκό και της αντίστοιχης τέµνουσας που καταπονεί το διατµητικό επίπεδο. Η έννοια της γενικευµένης 

τέµνουσας δεν είναι απαραίτητη στην περίπτωση που το έδαφος προσοµοιώνεται µε τη βοήθεια του 

µοντέλου των τριών παραµέτρων, καθώς στην περίπτωση αυτή η τέµνουσα δύναµη της δοκού και η 

τέµνουσα του διατµητικού επιπέδου αντιστοιχούν σε διαφορετικούς βαθµούς ελευθερίας (Βλέπε Παράγραφο 

3.4.1.1α). 

4.3. Προσοµοίωµα του Vlasov µε τη θεώρηση και των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

υποβάθρου. 

Στο Κεφάλαιο 2 και στην Παράγραφο 2.2.2.5, παρουσιάστηκε η βασική διατύπωση του προσοµοιώµατος 

του Vlasov καθώς και οι βασικές παραλλαγές – τροποποιήσεις του. Στις περιπτώσεις αυτές, έγινε η βασική 

παραδοχή ότι οι οριζόντιες µετακινήσεις στο εσωτερικό του υποβάθρου είναι αµελητέες και κατά συνέπεια 

είναι δυνατό να αγνοηθούν. Έτσι, οι βασικές εξισώσεις του προσοµοιώµατος αλλά και των τροποποιήσεων 

του ξεκινούν από τις βασικές παραδοχές (2.22α) και (2.22β). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον ωστόσο παρουσιάζει η 

κατάστρωση των αντιστοίχων εξισώσεων στην περίπτωση κατά την οποία λαµβάνονται υπόψη και οι 

οριζόντιες µετακινήσεις, καθώς όπως θα αποδειχθεί παρακάτω η µορφή των εξισώσεων αυτών είναι 

ανάλογη των εξισώσεων που διέπουν την κάµψη δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων του 

Kerr που παρουσιάστηκαν αναλυτικά στο Κεφάλαιο 3. 

Στο πρώτο τµήµα της παρούσας παραγράφου θα παρουσιαστεί εν συντοµία η διαδικασία σχηµατισµού 

της διαφορικής εξίσωσης του προσοµοιώµατος του Vlasov µε τη θεώρηση και των οριζοντίων 

µετακινήσεων όπως καταστρώθηκε από τους Rao et al. (1971), καθώς και µια σύντοµη περιγραφή της 

εφαρµογής της στο πρόβληµα κάµψης δοκού πεπερασµένου µήκους. Στο δεύτερο τµήµα της παραγράφου, 

θα καταστρωθούν οι αντίστοιχες εξισώσεις κάνοντας εφαρµογή όχι της αρχής των «δυνατών µετακινήσεων» 

του Lagrange – όπως έγινε από τον Vlasov (1960) και τους Rao et al. – αλλά της αρχής της στάσιµης τιµής 

της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκού – ελαστικού υποβάθρου. Η διαδικασία αυτή δεν είναι 

διαθέσιµη στη βιβλιογραφία και παρουσιάζεται για πρώτη φορά. Οι προκύπτουσες εξισώσεις παρουσιάζουν 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον και µπορούν να επιλυθούν µε βάση τις επιλύουσες εξισώσεις των προσοµοιωµάτων 

δυο και τριών παραµέτρων που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 4.2.1 και στο Κεφάλαιο 3 αντίστοιχα. 

Επιπλέον η προσέγγιση αυτή, καλύπτει την αδυναµία της προσέγγισης των Rao et al. για µαθηµατική 

τεκµηρίωση των σχέσεων που διέπουν την κατανοµή των οριζοντίων και κατακορύφων µετακινήσεων στο 

εσωτερικό του υποβάθρου. Όπως θα αποδειχθεί, η εφαρµογή της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής 

ενέργειας οδηγεί στο σχηµατισµό, πέραν της εξίσωσης ισορροπίας του συστήµατος δοκός – ελαστικό 

υπόβαθρο, εξισώσεων από την επίλυση των οποίων προκύπτουν οι σχέσεις που διέπουν την κατανοµή των 

οριζοντίων και των κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του ελαστικού υποβάθρου.  
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4.3.1. Η υπάρχουσα προσέγγιση του προβλήµατος 

Στην Παράγραφο 2.2.2.5, παρουσιάστηκε αναλυτικά η διαδικασία σχηµατισµού της µαθηµατικής 

διατύπωσης του προσοµοιώµατος του Vlasov χωρίς τη θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων. Στην 

κλασσική του εργασία, ο Vlasov (1960) δεν αναφέρεται ειδικότερα σε αυτή την εκδοχή. Μια τέτοια 

προσέγγιση γίνεται στην εργασία των Rao, Das και Anandakrishnan (1971), οι οποίοι ξεκινώντας από την 

παραλλακτική διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας την οποία χρησιµοποίησε και ο Vlasov, επέκτειναν το 

προσοµοίωµα λαµβάνοντας υπόψη και τις οριζόντιες µετακινήσεις. Στην εργασία αυτή γίνεται η παραδοχή 

της ισχύος κοινής µαθηµατικής σχέσης για την κατανοµή των κατακορύφων και των οριζοντίων 

µετακινήσεων. Θα πρέπει να τονιστεί ότι η παραδοχή αυτή χρήζει κριτικής, καθώς δεν αναφέρεται το 

κριτήριο επιλογής της, αλλά ούτε και η τεκµηρίωση της. Η τεκµηρίωση αυτή πάντως επιτυγχάνεται µε βάση 

την κατάστρωση των εξισώσεων του προβλήµατος που θα δοθούν στην επόµενη παράγραφο του κεφαλαίου. 

Η θεµελιώδης διατύπωση του προσοµοιώµατος του Vlasov στηρίζεται σε πεδίο µετακινήσεων που 

διέπεται από τις σχέσεις (2.17α) και (2.17β). Από την εξειδίκευση των σχέσεων αυτών προκύπτει η σχέση 

(2.25). Εάν αρθεί η παραδοχή του αµελητέου των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, 

τότε το πεδίο µετακινήσεων µπορεί να περιγραφεί από τις σχέσεις: 

u(x,z) = U1(x)φ1(z) (4.15α) 

w(x,z)=V1(x)ψ1(z) (4.15β) 

Αντίστοιχα το πεδίο των τάσεων περιγράφεται από τις παρακάτω σχέσεις µε την υπόθεση ότι 

εκπληρούνται οι προϋποθέσεις ισχύος συνθηκών επιπέδου έντασης: 
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Εισάγοντας τις σχέσεις (4.15α) και (4.15β) στις (2.20α) και (2.20β) προκύπτουν: 
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όπου οι συντελεστές α11, b11, c11, r11, s11, t11, p1 δίνονται από τις σχέσεις: 
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(Όπου b είναι το πάχος του ελαστικού υποστρώµατος το οποίο στην περίπτωση των συνθηκών επίπεδης 

παραµόρφωσης λαµβάνεται ίσο µε τη µονάδα). Για τις συναρτήσεις φ1, ψ1 µπορούν να επιλεγούν εκφράσεις 

ανάλογες αυτών που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 2.2.2.5 για το αντίστοιχο πρόβληµα χωρίς την 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων. Όπως είναι γνωστό, η κάµψη δοκού Euler – Bernoulli διέπεται από 

την κλασσική εξίσωση: 

p(x)q(x)
dx

wdIE 4

4

b −=  (4.18) 

Όπου q(x) είναι η εξωτερική φόρτιση της δοκού, και p(x) η κατανεµηµένη δύναµη αλληλεπίδρασης µεταξύ 

αυτής και του ελαστικού υποβάθρου. 

Συνδυάζοντας την (4.18) µε τη σχέση p1=p(x)ψ1(0), και εκτελώντας τους κατάλληλους αλγεβρικούς 

µετασχηµατισµούς προκύπτει: 
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Εισάγοντας την (4.19) στην (4.16β) προκύπτει: 
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Κάνοντας χρήση των παρακάτω διαφορικών τελεστών: 

22

2

111 D
dx
dDL +=  

dx
dDLL 32112 =−=  62

2

54

4

422 D
dx
dD

dx
dDL ++=  (4.21) 

το σύστηµα εξισώσεων (4.16α) και (4.20) γράφεται: 
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Τέλος εκλέγεται η βοηθητική συνάρτηση F µε τις εξής ιδιότητες: 
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dFDFLU 3121 −=−=  (4.23α) 
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Αν η συνάρτηση F εισαχθεί µέσω των σχέσεων (4.23α) και (4.23β), στις (4.22α) και (4.22β) τότε η µεν 

(4.22α) εκφυλίζεται στην ταυτότητα 0=0 ενώ η (4.22β) µετατρέπεται στην παρακάτω εξίσωση: 
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η οποία αποτελεί την εξίσωση της κάµψης δοκού Euler – Bernoulli επί ελαστικού υποβάθρου Vlasov µε 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Από την σύγκριση της (4.24) µε την 

(3.16α) ή την (3.16β) προκύπτει το συµπέρασµα ότι η επίλυση του παρόντος προβλήµατος επιτυγχάνεται µε 

την επίλυση εξίσωσης όµοιας µε την εξίσωση που διέπει το πρόβληµα της κάµψης δοκού Euler – Bernoulli 

επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων του Kerr. 

Η εξίσωση (4.24) ισχύει για το τµήµα της επιφάνειας του υποστρώµατος που βρίσκεται εν επαφή µε τη 

δοκό, και εποµένως αρκεί για την επίλυση προβληµάτων δοκών «απείρου» µήκους. Η επίλυση του 

προβλήµατος αυτού µπορεί να γίνει κάνοντας χρήση των εκφράσεων που προέκυψαν κατά την επίλυση του 

αντίστοιχου προβλήµατος κάµψης δοκού Euler επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων (Παράγραφος 

4.1.3) λόγω της οµοιότητας των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν τα δυο προβλήµατα. Θα πρέπει βέβαια 

να προηγηθεί η προσαρµογή των αντιστοίχων συντελεστών των διαφορικών εξισώσεων στις σχετικές 

εκφράσεις των µεγεθών έντασης και παραµόρφωσης. 

 Για την περίπτωση επίλυσης του προβλήµατος κάµψης δοκών πεπερασµένου µήκους, είναι απαραίτητη 

και η κατάστρωση της εξίσωσης που διέπει τις µετακινήσεις της ελεύθερης επιφάνειας του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού (βλέπε Σχήµα 4.4). Στην περίπτωση αυτή η διαδικασία ξεκινά και πάλι από τις 

σχέσεις (4.16α), (4.16β) και την εισαγωγή των τελεστών: 
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όπου: 
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Με τους παραπάνω τελεστές οι σχέσεις (4.16α) και (4.16β) παίρνουν µορφή ανάλογη αυτής των (4.22α) και 

(4.22β), ενώ µε την εισαγωγή της βοηθητικής συνάρτηση Ff µε τις ιδιότητες (4.23α), (4.23β) και µε 

ανάλογους αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς προκύπτει: 
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Στην παραπάνω εξίσωση έγινε η υπόθεση ότι η ελεύθερη επιφάνεια του εδάφους φορτίζεται µε 

κατακόρυφο φορτίο q1. Εάν η ελεύθερη επιφάνεια του υποστρώµατος είναι αφόρτιστη τότε αντί της 

εξίσωσης (4.26) ισχύει η αντίστοιχη οµογενής. Όπως γίνεται εύκολα κατανοητό η µορφή (4.26) ταυτίζεται 

µε τη µορφή της διαφορικής εξίσωσης που διέπει το πρόβληµα κάµψης δοκού Euler επί ελαστικού 

υποβάθρου δυο παραµέτρων (σχέση 4.11). Εποµένως οι διάφορες περιπτώσεις λύσης της δίνονται στα 

Σχήµατα 4.2 και 4.3. Η ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων (4.24) και (4.26) απαιτεί τον υπολογισµό 

συνολικά 14 σταθερών ολοκλήρωσης όπως θα φανεί από την εφαρµογή που ακολουθεί. 

Επίλυση του προβλήµατος δοκού Euler µε ελεύθερα άκρα 

Παρακάτω θα δοθεί εν συντοµία η πορεία επίλυσης του προβλήµατος κάµψης δοκού πεπερασµένου 

µήκους µε ελεύθερα άκρα (Σηµειώνεται ότι η διαδικασία που θα ακολουθήσει είναι ανεξάρτητη του αν το 
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ελαστικό υπόβαθρο είναι πεπερασµένου ή «απείρου» πάχους). Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.4, το 

ελαστικό υπόβαθρο χωρίζεται σε τρία πεδία: 

Τα Πεδία Ι και ΙΙΙ: οι επιφάνειες των οποίων είναι αφόρτιστες και εποµένως οι µετακινήσεις περιγράφονται 

από την εξίσωση (4.26), και  

Το Πεδίο ΙΙ: η επιφάνεια του οποίου είναι εν επαφή µε τη δοκό και εποµένως φορτίζεται. Έτσι οι 

µετακινήσεις στο πεδίο αυτό περιγράφονται από την εξίσωση (4.24). 

Το σύνολο των σταθερών ολοκλήρωσης που θα πρέπει να προσδιοριστούν προκειµένου να λυθεί το 

πρόβληµα είναι δεκατέσσερις (14). Οι σταθερές αυτές µπορούν να υπολογιστούν από τις οριακές συνθήκες 

αλλά και τις συνθήκες συνέχειας. Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.4, οι απαραίτητες συνθήκες συνίσταται 

από τέσσερις οριακές συνθήκες στα όρια x→±∞ της ελεύθερης επιφάνειας του υποστρώµατος, και δέκα 

συνθήκες συνέχειας – συµβιβαστού στα άκρα της δοκού. 
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Σχήµα 4.4. Συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος κάµψης δοκού πεπερασµένου µήκους επί ελαστικού υποβάθρου 
Vlasov µε τη θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. 

Θα πρέπει να υπενθυµιστεί ότι τα µεγέθη Τ1(x) και S1(x) είναι οι γενικευµένες ορθές και διατµητικές 

δυνάµεις, που αντιπροσωπεύουν το «δυνατό» έργο των ορθών και των διατµητικών τάσεων που δρουν σε 

κάποια τυχούσα «διατοµή» του υποβάθρου, και εκφράζονται συναρτήσει της βοηθητικής συνάρτησης FII 

από τις παρακάτω σχέσεις (οι οποίες προκύπτουν από τις (2.21α), (2.21β) σε συνδυασµό µε τις (4.15γ), 

(4.15δ) και (4.23α), (4.23β)): 
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Επίσης το µέγεθος Ν(x), η γενικευµένη τέµνουσα της δοκού, η οποία είναι το άθροισµα της γενικευµένης 

διατµητικής δύναµης S1(x) του υποστρώµατος και της κλασσικής τέµνουσας δύναµης V(x) δίνεται από τη 

σχέση: 
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 (x)S
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wdIEN(x)   (x)SV(x)N(x) 13

3

b1 +−=⇒+=  (4.27γ) 

Για την επίλυση του προβλήµατος µπορεί να γίνει χρήση της µεθόδου των αρχικών παραµέτρων, η οποία 

παρουσιάστηκε αναλυτικά στην Παράγραφο 3.5.2.1. Έτσι παρακάτω θα δοθεί συνοπτικά η πορεία των 

υπολογισµών προσαρµοσµένη στο συγκεκριµένο πρόβληµα.  

Οι βασικές παράµετροι του προβλήµατος είναι η κατακόρυφη µετακίνηση της δοκού V1(x), η οριζόντια 

µετακίνηση U1(x) της επιφάνειας του υποστρώµατος στο πεδίο ΙΙ, η στροφή των διατοµών της δοκού 

dV1/dx, η ροπή κάµψης M(x), η γενικευµένη τέµνουσα της δοκού N(x) και η γενικευµένη ορθή δύναµη του 

υποστρώµατος Τ1(x). Οι παράµετροι αυτές θα πρέπει, στα πλαίσια της µεθόδου, να εκφραστούν συναρτήσει 

των τιµών τους στο σηµείο x=0, δηλαδή συναρτήσει των λεγόµενων αρχικών παραµέτρων. Λαµβάνοντας 

υπόψη τις σχέσεις (4.23α), (4.23β) οι οποίες συνδέουν τα µεγέθη µετακίνησης V1, U1, καθώς και τις σχέσεις 

(3.86α), (4.27α), (4.27β), (4.27γ) που συνδέουν τα εντατικά µεγέθη Μ, Τ1 και Ν µε την βοηθητική 

συνάρτηση FII, οι βασικές παράµετροι µπορούν να γραφτούν συναρτήσει των αρχικών παραµέτρων (V1)0, 

(U1)0, (dV1/dx)0, M0, N0, (T1)0 ως εξής: 
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 (4.28) 

Όπου [F] είναι το µητρώο µεταφοράς, τα στοιχεία – συναρτήσεις του οποίου εξαρτώνται από τη µορφή 

λύσης της διαφορικής εξίσωσης (4.24). Επειδή όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω η εξίσωση αυτή είναι όµοια 

µε την εξίσωση (3.16α), οι λύσεις της δίνονται στον Πίνακα 3.2α. Επίσης το µητρώο [FQ] είναι το µητρώο 

που αντιπροσωπεύει την κατακόρυφη εξωτερική φόρτιση της δοκού, και εποµένως εξαρτάται από τη µορφή 

της (βλέπε σχέσεις (3.131) ή (3.144)).  

Εφαρµόζοντας την (4.28) για x=L και εισάγοντας τις συνθήκες συνέχειας του άκρου της δοκού x=0 

(βλέπε Σχήµα 4.4), προκύπτει ένα σύστηµα εξισώσεων µε πέντε αγνώστους, όπως παρουσιάστηκε πιο 

αναλυτικά στην Παράγραφο 3.5.2.1. Από την επίλυση του συστήµατος αυτού προκύπτουν οι τιµές των 

αρχικών παραµέτρων, αλλά και των αντιστοίχων τιµών για το άλλο άκρο της δοκού x=L. Επιπλέον, οι 

συνθήκες συνεχείας στα δυο άκρα της δοκού, αλλά και οι οριακές συνθήκες για x→±∞ επαρκούν για τον 

προσδιορισµό και των υπολοίπων σταθερών ολοκλήρωσης, και εποµένως για την πλήρη επίλυση του 

προβλήµατος. 

Αριθµητικές εφαρµογές της παραπάνω µεθόδου παρατίθενται στο αντίστοιχο κεφάλαιο των αριθµητικών 

εφαρµογών, στα πλαίσια των συγκρίσεων των διαφόρων µοντέλων προσοµοίωσης του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου. 
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4.3.2. Πρόταση νέας προσέγγισης του προβλήµατος 

Η κατάστρωση των εξισώσεων, οι οποίες διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί του ελαστικού 

υποβάθρου δυο παραµέτρων του Vlasov µε τη θεώρηση και των οριζοντίων µετακινήσεων, µπορεί να 

επιτευχθεί και µε εφαρµογή της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης του 

συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο. Η εφαρµογή της αρχής αυτής για την περίπτωση του κλασικού 

υποβάθρου του Vlasov οδηγεί ως γνωστόν στην τεκµηρίωση της µαθηµατικής έκφρασης που διέπει το 

προφίλ των κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, αλλά και στον προσδιορισµό – µε 

µια επαναληπτική διαδικασία – της παραµέτρου γ (σχέση (2.35β)), η οποία έχει σηµαντική επιρροή στα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή του προσοµοιώµατος (βλέπε Vallabhan και Das (1988), 

και Παράγραφο 2.2.2.5 της παρούσης διατριβής). Το γεγονός αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα, ότι η εφαρµογή 

της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας για την περίπτωση του ελαστικού υποβάθρου του 

Vlasov µε τη θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων µπορεί να οδηγήσει στον σχηµατισµό των εξισώσεων 

που διέπουν το προφίλ των οριζοντίων και κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. 

Η διαδικασία κατάστρωσης των εξισώσεων ξεκινά από τη θεώρηση του συστήµατος δοκός – ελαστικό 

υπόβαθρο. Για λόγους απλοποίησης των εξισώσεων που θα παρατεθούν, θα δοθεί η συνοπτικά µόνον η 

διαδικασία που αφορά τη δοκό Euler – Bernoulli.  

Έστω ότι το πάχος του συστήµατος στην εγκάρσια διεύθυνση είναι πολύ µεγάλο, και εποµένως 

πληρούνται οι προϋποθέσεις ισχύος των εξισώσεων επίπεδης παραµόρφωσης. Όπως φαίνεται στο σχήµα 4.4, 

το ελαστικό υπόβαθρο διακρίνεται σε τρία πεδία: 

• Το πρώτο πεδίο ορίζεται για -∞<x<0 και 0<z<H (Πεδίο Ι) 

• Το δεύτερο πεδίο ορίζεται για 0<x<L και 0<z<Η (Πεδίο ΙΙ) 

• Το τρίτο πεδίο ορίζεται για L<x<+∞ και 0<z<H (Πεδίο ΙΙΙ) 

Οι εκφράσεις των µετακινήσεων, των τάσεων και των παραµορφώσεων του υποβάθρου, ορίζονται 

ξεχωριστά σε κάθε πεδίο ως εξής: 

Μετακινήσεις 

Οριζόντιες µετακινήσεις: u(x,z) = U1i(x)φ1(z) (4.29α) 

Κατακόρυφες µετακινήσεις: w(x,z) = V1i(x)ψ1(z) (4.29β) 

Οι οριακές τιµές για τις συναρτήσεις φ(z), ψ(z) είναι: 

- Στην επιφάνεια του υποστρώµατος (z=0): φ1(0)=ψ1(0)=1 (4.29γ) 

- Στην βάση του υποστρώµατος (z=H): φ1(Η)=ψ1(Η)=0 (4.29δ) 

Παραµορφώσεις 

1
1i

ixx, φ
dx

dUε =  1i
1

izz, V
dz

dψε =  
dz

dφ
Uψ

dx
dV

ε 1
1i1

1i
ixz, +=  (4.30) 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: Εφαρµογές της επίλυσης του προβλήµατος κάµψης δοκών επί υποβάθρου τριών παραµέτρων 
 

218 

Τάσεις 
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+
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−
= )

dz
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)(V
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ν(φ
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dU
2ν)ν)(1(1

ν)E(1σ 1
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 (4.31α) 







−
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= )φ
dx

dU
)(
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ν(
dz

dψ
V

2ν)ν)(1(1
ν)E(1σ 1

1i1
1iizz,  (4.31β) 





 +

+
=

dz
dφ

Uψ
dx

dV
ν)2(1

Eτ 1
1i1

1i
ixz,

 (4.31γ) 

Στις παραπάνω σχέσεις ο δείκτης i δηλώνει τη διαφοροποίηση των εκφράσεων των µετακινήσεων, των 

παραµορφώσεων και των τάσεων στα τρία πεδία στα οποία χωρίζεται το ελαστικό υπόστρωµα, και 

εποµένως λαµβάνει τιµές 1, 2, 3. 

Με βάση τα παραπάνω ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός – εδαφικό υπόστρωµα 

λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 

 [ ]

[ ] [ ]dzdxετεσεσ
2
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VdIE
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(4.32) 

(Στην παρούσα περίπτωση όπου το πρόβληµα είναι πρόβληµα επίπεδης παραµόρφωσης, το b λαµβάνεται 

ίσο µε τη µονάδα). 

Σύµφωνα µε τη θεωρία των συναρτησιακών, η συνθήκη ισορροπίας του συστήµατος είναι (βλέπε και 

Παράγραφο 3.2.1.1): 

  0δπ  stat. π συστήµατος Ισορροπία =⇒=⇒  (4.33) 

Εισάγοντας στην (4.33) τις εκφράσεις (4.30) και (4.31α – γ) προκύπτει: 
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(4.34) 
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Για τον υπολογισµό της πρώτης µεταβολής του συναρτησιακού (4.34) γίνεται εφαρµογή των αρχών του 

λογισµού των µεταβολών. Μετά την εφαρµογή των αρχών αυτών και την εκτέλεση των απαραίτητων 

αλγεβρικών µετασχηµατισµών – που εδώ παραλείπονται  – προκύπτει η ακόλουθη σχέση: 
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Όπου: 
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και 

131211 mmmM1 ++=  333231 mmmM3 ++=  

232221 mmmM 2 ++=  434241 mmmM 4 ++=  
(4.37α) 

131211 nnnN1 ++=  232221 nnnN 2 ++=  (4.37β) 
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(4.37στ) 

Για την εκπλήρωση της συνθήκης δπ=0 θα πρέπει αφενός οι ολοκληρωτές των ολοκληρωµάτων της 

σχέσης (4.35) να είναι όλοι ίσοι µε το µηδέν και αφετέρου οι τιµές των εκφράσεων εντός των αγκυλών να 

µηδενίζονται στα όρια x=±∞ και z=0, H. Επειδή όµως οι µεταβολές δU1i, δV1i, δφ1, δψ1 των συναρτήσεων 

U1i, V1i, φ1, ψ1 είναι µη µηδενικές, η συνθήκη µηδενισµού της µεταβολής δπ διασπάται στις παρακάτω 

διαφορικές εξισώσεις: 

α. Επιφάνεια ελαστικού υποστρώµατος -∞<x<+∞, z=0 

α1. Τµήµα επιφανείας: -∞<x<0, z=0 

Στο πεδίο αυτό ορίζονται οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 

( ) 0
dx

UdkUk
dx

dVkk 2
11

2

1116
11

34 =−+−  (4.38α) 

( ) 0
dx

VdkVk
dx

dUkk
2
11

2

5112
11

34 =−+−−  (4.38β) 

Ξεκινώντας από τις δυο παραπάνω εξισώσεις και ακολουθώντας την µαθηµατική διαδικασία που 

παρουσιάστηκε και στην Παράγραφο 4.3.1 προκύπτει η παρακάτω εξίσωση: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0Fkk
dx

Fd
kkkkkk

dx
Fd

kk I622
I

2

6521
2

344
I

4

51 =++−−+  (4.39) 

Στην εξίσωση αυτή η συνάρτηση FI συνδέεται µε τα µεγέθη U11, V11 µε τις παρακάτω σχέσεις: 

I12,111 FLU −=  (4.40α) 

I11,111 FLV =  (4.40β) 

Όπου οι διαφορικοί τελεστές L11,1, L12,1 δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 

2

2

1611,1 dx
dkkL −=  ( )

dx
dkkL 3412,1 −=   (4.41) 

Η επίλυση της εξίσωσης (4.39) οδηγεί στον προσδιορισµό της βοηθητικής συνάρτησης FI, και µε τη 

βοήθεια των (4.40α), (4.40β) στον προσδιορισµό τελικά των U11, V11. 
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α2. Τµήµα επιφανείας: 0<x<L, z=0 

Στο πεδίο αυτό ορίζονται οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 
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Ακολουθώντας την διαδικασία που ακολουθήθηκε και προηγουµένως, προκύπτει: 
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Όπου: 

II12,1II12,212 FLFLU −=−=  II11,1II11,212 FLFLV ==  (4.44) 

α3. Τµήµα επιφανείας: L<x<+∞, z=0 

Στο πεδίο αυτό ορίζονται δυο διαφορικές εξισώσεις όµοιες µε τις (4.38α) και (4.38β) αλλά µε αγνώστους 

τις µετακινήσεις U13, V13. Εποµένως ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως και προηγουµένως, προκύπτει: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0Fkk
dx

Fd
kkkkkk

dx
Fd

kk III622
III

2

6521
2

344
III

4

51 =++−−+  (4.45) 

Για την βοηθητική συνάρτηση FIII ισχύουν: 

III12,1III12,313 FLFLU −=−=  III11,1III11,313 FLFLV ==  (4.46) 

β. Κατανοµή των οριζοντίων και κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, 0<z<H 

Η κατάστρωση της µαθηµατικής διατύπωσης του προσοµοιώµατος του Vlasov µε εφαρµογή της αρχής 

της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης οδηγεί, πέραν των εξισώσεων από τις οποίες 

υπολογίζονται οι µετακινήσεις στην επιφάνεια του υποστρώµατος, και στις διαφορικές εξισώσεις που 

καθορίζουν την κατανοµή των µετακινήσεων στο εσωτερικό του. Έτσι από την σχέση (4.35) προκύπτουν οι 

παρακάτω εξισώσεις µε άγνωστες τις συναρτήσεις φ1(z) και ψ1(z): 

( ) 0
dz
φd

NφM
dz

dψ
MM 2

1
2

211
1

32 =−+−  (4.47α) 

( ) 0
dz
ψdNψM

dz
dφMM 2

1
2

114
1

32 =−+−−  (4.47β) 

Με εισαγωγή της βοηθητικής συνάρτησης G οι παραπάνω εξισώσεις συµπτύσσονται στην παρακάτω 

εξίσωση: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0GMM
dz

GdNMNMMM
dz

GdNN 412

2

2411
2

324

4

21 =++−−+  (4.48) 

Η βοηθητική συνάρτηση G συνδέεται µε τις άγνωστες συναρτήσεις φ1(z) και ψ1(z) µε τις παρακάτω σχέσεις: 

( )
dz
dGΜΜz)(φ 321 −−=  

2

2

211 dz
GdΝGΜ(z)ψ −=  (4.49) 
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γ. Εισαγωγή των οριακών συνθηκών και των συνθηκών συνέχειας 

Κατά τη διαδικασία σχηµατισµού της πρώτης µεταβολής του συναρτησιακού (4.34) διατυπώθηκε η 

πρόταση – η οποία είναι βασισµένη σε βασικό λήµµα του λογισµού των µεταβολών – ότι ο µηδενισµός της 

απαιτεί τόσο το µηδενισµό των ολοκληρωτών των ολοκληρωµάτων της (4.35), όσο και τον µηδενισµό των 

αντιστοίχων εκφράσεων εντός των αγκυλών. Η απαίτηση για µηδενισµό των ολοκληρωτών εκπληρώνεται 

από την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων (4.39), (4.43), (4.45) και (4.48).  

Είναι προφανές, ότι ενώ ο µηδενισµός των ολοκληρωτών απαιτείται σε διαστήµατα τιµών τόσο της 

µεταβλητής x όσο και της µεταβλητής z, ο µηδενισµός των εκφράσεων εντός των αγκυλών απαιτείται σε 

συγκεκριµένα σηµεία του πεδίου. Εποµένως η εξίσωση µε το µηδέν όλων των εκφράσεων εντός των 

αγκυλών οδηγεί στην διατύπωση των συνοριακών συνθηκών του προβλήµατος.  

Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 4.4, στα άκρα της δοκού (δηλαδή στα σηµεία x=0 και x=L), τα οποία είναι 

τα σηµεία της επιφάνειας που βρίσκονται στα όρια των τριών πεδίων στα οποία χωρίζεται το ελαστικό 

υπόστρωµα, ισχύουν συνθήκες συνέχειας των οριζοντίων και κατακορύφων µετακινήσεων. Βάσει 

αξιώµατος του λογισµού των µεταβολών εφόσον υφίσταται ισότητα τιµών δυο συναρτήσεων σε κάποιο 

δεδοµένο σηµείο του πεδίου ορισµού τους, υφίσταται ισότητα και των µεταβολών τους στο δεδοµένο 

σηµείο. Εποµένως για τα σηµεία (x=0, z=0) και (x=L, z=0) θα ισχύουν: 

(0)δU(0)δU(0)U(0)U 12111211 =⇒=  (4.50α) 

(0)δV(0)δV(0)V(0)V 12111211 =⇒=  (4.50β) 

(L)δU(L)δU(L)U(L)U 13121312 =⇒=  (4.50γ) 

(L)δV(L)δV(L)V(L)V 13121312 =⇒=  (4.50δ) 

Λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω ισότητες, και θεωρώντας ότι το πεδίο µετακινήσεων ικανοποιεί τις 

διαφορικές εξισώσεις (4.39), (4.43), (4.45) και (4.48) η σχέση (4.35) λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 

 ( )

( ) ( )

( )
0δφψM

dz
dφ

NδψφM
dz

dψ
NδV

dx
dV

kUk

δV
dx

dV
kUkδU

dx
dU

kVk

δU
dx

dU
kVkδV

dx
dV

dx
dV

k
dx

Vd
IE

δU
dx

dU
dx

dU
k

dx
dV

δ
dx

Vd
IE

dx
dV

δ
dx

Vd
IE

δV
dx
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dV
k

dx
Vd

IEδU
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Η
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1

Lx

12
2
12

2

b
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(4.51) 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτουν και οι υπόλοιπες τρεις συνθήκες συνέχειας στα άκρα x=0 και x=L 

της δοκού. Πιο συγκεκριµένα για το σηµείο x=0 προκύπτουν οι παρακάτω συνθήκες: 
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0x

12

0x

11

dx
dU

dx
dU

==

=  (4.52α) 

0
dx

dV
dx

dV
k

dx
Vd

IE
0x

1112
53

12
3

b =



























 −−
=

 (4.52β) 

0
dx

Vd
IE

0x
2
12

2

b =








=

 (4.52γ) 

Η συνθήκη (4.52α) µαζί µε την (4.50α) εκφράζει την συνέχεια των οριζοντίων µετακινήσεων στο άκρο 

x=0 της δοκού, και η συνθήκη (4.52γ) το µηδενισµό της ροπής κάµψης στο ίδιο σηµείο. Η συνθήκη (4.52β) 

επαληθεύεται από τη κλασσική θεώρηση των συνθηκών ισορροπίας: Όπως είναι γνωστό στα πλαίσια της 

διαδικασίας σχηµατισµού των εξισώσεων ισορροπίας του προσοµοιώµατος του Vlasov (Παράγραφος 

2.2.2.5) ορίζονται η γενικευµένη διαµήκης και η γενικευµένη εγκάρσια (διατµητική) δύναµη Τ1 και S1 

(σχέσεις (2.21α) και (2.21β) αντίστοιχα). Ξεκινώντας από τις σχέσεις (2.21α) και (2.21β) και λαµβάνοντας 

υπόψη τις (4.31α), (4.31γ) και (4.36) προκύπτουν: 

Vk
dx
dUkΤ 311 +=  (4.53α) 

Uk
dx
dVkS 451 +=  (4.53β) 

Από την εφαρµογή των (4.53α) και (4.53β) αριστερά και δεξιά του σηµείου x=0 (δηλαδή για x=0- και 

x=0+) προκύπτουν: 

( ) ( )0Vk
dx

dU
k0TT 113

0x

11
1110x1 +==

=
= −

 ( ) ( )0Vk
dx

dU
k0TT 123

0x

12
1120x1 +==

=
= +

 (4.54α) 

( ) ( )0Uk
dx

dV
k0SS 114

0x

11
5110x1 +==

=
= −

 ( ) ( )0Uk
dx

dV
k0SS 124

0x

12
5120x1 +==

=
= +

 (4.54β) 

Επειδή όµως η γενικευµένη διατµητική δύναµη S1 είναι η συνισταµένη των διατµητικών τάσεων στο 

εσωτερικό του υποστρώµατος, και αφού οι όλες οι συνθήκες ισορροπίας αφορούν όχι µόνο το εδαφικό 

υπόστρωµα αλλά το σύστηµα δοκός – εδαφικό υπόστρωµα, θα πρέπει να προστεθεί στην τιµή της 

διατµητικής δύναµης S12(0) και η τέµνουσα δύναµη της δοκού. Από την πρόσθεση αυτή προκύπτει η 

γενικευµένη τέµνουσα της δοκού Ν(x) για την οποία έγινε αναφορά στην Παράγραφο 4.2.2 (Σχέση 4.14), 

και στην Παράγραφο 4.3.1 (Σχέση 4.27γ): 

( ) ( ) ( )







++−=+=

=
=

0Ukk
dx

Vd
IE0S0QN 124

0x
53

12
3

b120x dx
dV12  (4.55) 

Επειδή προφανώς θα πρέπει να ισχύει: S11(0)=N(0), η εξίσωση των σχέσεων (4.54β) και (4.55) δίνει: 

( ) ( )0Ukk0Ukk
dx

VdIE 114
0x

5124
0x

53
12

3

b +=







++−

== dx
dV

dx
dV 1112  (4.56) 

Αν όµως στην παραπάνω σχέση ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι U11(0)=U12(0) (Σχέση 4.50α), τότε προκύπτει 

η (4.52β). 
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Με βάση τους παραπάνω συλλογισµούς, προκύπτουν αντίστοιχες συνθήκες συνέχειας και για το άλλο άκρο 

της δοκού x=L. 

Μετά τον σχηµατισµό των συνθηκών συνέχειας στα σηµεία (x=0, z=0) και (x=L, z=0), θα πρέπει να γίνει 

και ο σχηµατισµός των οριακών συνθηκών, των συνθηκών δηλαδή που ισχύουν στα όρια του ελαστικού 

υποστρώµατος, δηλαδή στα όρια {x→-∞, z=0} και {x→+∞, z=0}. Είναι προφανές ότι καθώς το x τείνει στο 

άπειρο, τόσο οι οριζόντιες όσο και οι κατακόρυφες µετακινήσεις τείνουν στο µηδέν. Εποµένως: 

( ) ( ) 0δU   0U x11x11 =⇒= −∞→−∞→  ( ) ( ) 0δV   0V x 11x11 =⇒= −∞→−∞→  (4.57α) 

( ) ( ) 0δU   0U x13x13 =⇒= +∞→+∞→  ( ) ( ) 0δV   0V x 13x13 =⇒= +∞→+∞→  (4.57β) 

Οι παραπάνω σχέσεις είναι συµβατές µε τις απαραίτητες συνθήκες µηδενισµού της (4.51). 

Για τον προσδιορισµό των συναρτήσεων κατανοµής των µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου 

φ1(z) και ψ1(z), απαιτείται η επίλυση των εξισώσεων (4.47α) και (4.47β), ή ισοδύναµα της εξίσωσης (4.48). 

Οι απαιτούµενες για την επίλυση αυτή συνοριακές συνθήκες, προκύπτουν από τις αρχικές παραδοχές (4.29γ) 

και (4.29δ), και ικανοποιούν τη συνθήκη δπ=0 (Σχέση 4.51). Πράγµατι, εφόσον οι συναρτήσεις φ1(z), ψ1(z) 

έχουν σταθερές τιµές στα όρια z=0 και z=H, αυτό σηµαίνει ότι: 

( ) ( ) 0δψδφ 0z10z1 == ==  (4.58α) 

( ) ( ) 0δψδφ Ηz1Ηz1 == ==
 (4.58β) 

Οι δυο παραπάνω σχέσεις προκαλούν τον µηδενισµό των αντιστοίχων εκφράσεων της (4.51) και 

εποµένως οι συνοριακές συνθήκες (4.29γ) και (4.29δ) είναι συµβατές µε την απαίτηση µηδενισµού της 

πρώτης µεταβολής δπ της ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης του συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο 

(Σχήµα 4.4). 

Ανακεφαλαιώνοντας την διαδικασία που παρουσιάστηκε παραπάνω, θα πρέπει να τονιστεί ότι από την 

εφαρµογή της αρχής της στάσιµης τιµής της ελαστικής ενέργειας του συστήµατος δοκός – ελαστικό 

υπόβαθρο προκύπτουν τα ακόλουθα: 

1. Το πρόβληµα διέπεται από τρεις διαφορικές εξισώσεις από τις οποίες προσδιορίζονται οι µετακινήσεις 

της επιφάνειας του ελαστικού υποβάθρου (εξισώσεις (4.39), (4.43) και (4.45)), και από µια διαφορική 

εξίσωση από την οποία προσδιορίζεται η κατανοµή των οριζοντίων και κατακορύφων µετακινήσεων στο 

εσωτερικό του υποστρώµατος (εξίσωση 4.48). Για τις εξισώσεις αυτές ισχύουν τα εξής: 

• Η εξίσωση η οποία διέπει τις µετακινήσεις στο τµήµα της επιφανείας του εδάφους που βρίσκεται εν 

επαφή µε τη δοκό (εξίσωση 4.43), είναι µια διαφορική εξίσωση έκτης τάξης όµοια µε αυτή που διέπει 

το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων του Kerr (εξισώσεις 

(3.7α) και (3.22)). Εποµένως για την επίλυση της µπορεί να γίνει χρήση των λύσεων που 

σχηµατίστηκαν στην Παράγραφο 3.1 (βλέπε και Πίνακες 3.2α, 3.2β). 

• Οι εξισώσεις οι οποίες διέπουν τις µετακινήσεις στα τµήµατα της επιφάνειας του εδάφους εκατέρωθεν 

της δοκού (εξισώσεις (4.39) και (4.45)), αλλά και η εξίσωση που διέπει την κατανοµή των 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου (εξίσωση 4.48), είναι εξισώσεις τέταρτης τάξης όµοιες 
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µε αυτήν που διέπει το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων 

(εξισώσεις (4.11) και (4.12)). Εποµένως για την επίλυση τους µπορεί να γίνει χρήση των λύσεων που 

δίνονται στο σχήµα 4.2. 

2. Επαληθεύονται οι συνθήκες συνέχειας και οι οριακές συνθήκες που χρησιµοποιούνται για την επίλυση 

του προβλήµατος µε τη µέθοδο των Rao et al, η οποία παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.3.1. Η διαφορά 

της παρούσας προσέγγισης του προβλήµατος από την αντίστοιχη των Rao et al έγκειται στο γεγονός της 

µαθηµατικής τεκµηρίωσης της εξίσωσης που διέπει την κατανοµή των µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

υποβάθρου. 

3. Η επίλυση του προβλήµατος µπορεί να γίνει µόνον µε επαναληπτική διαδικασία, καθώς οι συντελεστές 

της εξίσωσης (4.48) εξαρτώνται από τα ολοκληρώµατα (4.37γ – 4.37στ). Τα ολοκληρώµατα αυτά όµως 

εξαρτώνται από τις συναρτήσεις U1i(x) και V1i(x) ο προσδιορισµός των οποίων απαιτεί την επίλυση των 

(4.39), (4.43) και (4.45). Οι συντελεστές των εξισώσεων αυτών υπολογίζονται από τα ολοκληρώµατα 

(4.36) που µε τη σειρά τους εξαρτώνται από τις συναρτήσεις φ1(z) και ψ1(z). Τέλος ο προσδιορισµός των 

συναρτήσεων φ1(z) και ψ1(z) απαιτεί την επίλυση της εξίσωσης (4.48). Εποµένως το σχήµα επίλυσης θα 

πρέπει να είναι αυτό που δίνεται εποπτικά στο διάγραµµα ροής της επόµενης σελίδας. 
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∆ιάγραµµα ροής για την επίλυση του προβλήµατος της κάµψης δοκού πεπερασµένου µήκους επί ελαστικού 

υποβάθρου Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, σύµφωνα µε 

την νέα προσέγγιση. 

Προεκτßìηση ΠαραìÝτρων: 

ÄεδοìÝνα ΕδÜφουò: Ε  , ν  , H
ÄεδοìÝνα Äοκοý: Ε  , Ι  , b

ΑΡΧΗ

Φüρτιση: P , Me e

ss

b

s

b

Μ1,Μ2,Μ3,Μ4,Ν1,Ν2

τηò εξ. (4.48):  γ , γ , D=γ  - 4γ

Εκτßìηση των ΠαραìÝτρων

1 2 1 2

2

ΟΧΙ

2
1D=γ - 4γ  >0

Έλεγχοò
ΝΑΙ

2 γ >0
Έλεγχοò

1

Προσδιορισìüò των G  - G

Λýση τηò εξ. (4.48)

Περßπτωση λýσηò:  3

1 4
Προσδιορισìüò των G  - G

Περßπτωση λýσηò:  5

Λýση τηò εξ. (4.48)

ΟΧΙ

1 4

ΝΑΙ

Προσδιορισìüò των G  - G

Περßπτωση λýσηò:  1

Λýση τηò εξ. (4.48)

1 4

Υπολογισìüò παραìÝτρων

k  -  k   (σχÝση 4.36)1 6

Προσδιορισìüò των συντελεστþν

των εξ. (4.39), (4.43) και (4.45)

αρχικþν παραìÝτρων (Παρ. 3.5.2)
Επßλυση ìε την ìÝθοδο των 

Μ1  ,Μ2  ,Μ3  ,Μ4  ,Ν1  ,Ν2

Επαναπροσδιορισìüò των παραìÝτρων

ΝΑΙ

nAbs(Mi  - Mi)<10Mi=Min ΟΧΙ
-8

n n n n n n

Abs(Ni  - Ni)<10n
-8Ni=Nin

ΤΕΛΟΣ

και Μετακßνησηò
Εκτýπωση Μεγεθþν Έντασηò
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. Αριθµητικές Εφαρµογές 

5.1. Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστεί µια σειρά από αριθµητικές εφαρµογές οι οποίες αποσκοπούν: 

• στην σύγκριση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων µε τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων 

και µίας παραµέτρου, έχοντας ως λύση αναφοράς αυτήν που προκύπτει από την προσοµοίωση του 

εδάφους µε επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία, και 

• στην διερεύνηση της εφαρµοσιµότητας του νέου γενικευµένου στοιχείου, που παρουσιάστηκε στις 

Παραγράφους 3.6 και 3.7, σε προβλήµατα προσοµοίωσης στοιχείων θεµελίωσης κυρίως, και σε 

προβλήµατα προσοµοίωσης στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις δευτερευόντως. 

Το κεφάλαιο ξεκινά µε µια παράθεση σχετικών παραδειγµάτων της βιβλιογραφίας, ορισµένα εκ των 

οποίων θα επιλυθούν και στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. Πιο συγκεκριµένα, θα γίνει µια σύντοµη 

επισκόπηση της βιβλιογραφίας µε αναλυτική παρουσίαση των παραδειγµάτων που θα επιλυθούν στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής, ή όσων καταλήγουν σε αξιοπρόσεκτα συµπεράσµατα. Θα παρουσιαστούν 

παραδείγµατα που αφορούν σε επιλύσεις µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων (τα οποία, όπως έχει 

τονιστεί και σε προηγούµενα κεφάλαια, είναι ελάχιστα), µε το κλασικό προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων, 

και µε το προσοµοίωµα του Vlasov.  

Στο δεύτερο τµήµα του Κεφαλαίου γίνεται παρουσίαση των δεδοµένων και των αποτελεσµάτων των 

παραδειγµάτων που επιλύθηκαν στα πλαίσια της παρούσας έρευνας. Με βάση τους στόχους των 

αριθµητικών εφαρµογών που αναφέρθηκαν παραπάνω, τα παραδείγµατα που επιλύθηκαν ταξινοµούνται σε 

τρεις οµάδες: 

Οµάδα 1: Τα παραδείγµατα της οµάδας αυτής αφορούν την επίλυση δοκών «απείρου» µήκους υπό µοναχική 

κατακόρυφη φόρτιση (Παράδειγµα 1α, Σχήµα 5.3) και υπό µοναχική ροπή (Παράδειγµα 1β, Σχήµα 5.3). Η 

αναλυτική επίλυση των προβληµάτων αυτών για δοκούς επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων 

παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.1. Πέραν του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, ελέγχονται το 

προσοµοίωµα του Winkler καθώς και τα προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων. Ως λύσεις αναφοράς 

χρησιµοποιούνται κατά περίπτωση οι λύσεις που προκύπτουν από την εφαρµογή των εξισώσεων του 

ελαστικού ηµιεπιπέδου (Biot (1937) και Vesic (1960)), αλλά και λύσεις που προκύπτουν από την χρήση 

προσοµοιωµάτων επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. 

Οµάδα 2: Τα παραδείγµατα της οµάδας αυτής αφορούν την επίλυση δοκών πεπερασµένου µήκους, 

καταρχήν µε απλές φορτίσεις (κατακόρυφες δυνάµεις και ροπές, Παραδείγµατα 2α και 2β, Σχήµα 5.23), και 

εν συνεχεία µε πιο σύνθετα συστήµατα φόρτισης (Παράδειγµα 2γ, Σχήµα 5.34). Για τις αναλύσεις, γίνεται 

χρήση των προσοµοιωµάτων που χρησιµοποιούνται και για την επίλυση των παραδειγµάτων της Οµάδας 1. 

Ως λύσεις αναφοράς χρησιµοποιούνται λύσεις που προκύπτουν από την εφαρµογή προσοµοιωµάτων 

επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. 
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Οµάδα 3: Με την τρίτη οµάδα παραδειγµάτων παρουσιάζεται η εφαρµογή του προτεινόµενου γενικευµένου 

στοιχείου στην προσοµοίωση στοιχείων θεµελίωσης και στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις. Παράλληλα 

διερευνάται η εφαρµοσιµότητα του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων σε πιο σύνθετα συστήµατα 

φορέων θεµελίωσης. Πιο συγκεκριµένα, τα παραδείγµατα που επιλύονται στα πλαίσια των παραδειγµάτων 

της οµάδας 3 είναι τα εξής: 

Παράδειγµα 3α – Απλό πλαίσιο σύµφωνα µε τη θεωρία α’ και β’ τάξης (Σχήµα 5.47): Με το παράδειγµα 

αυτό τεκµηριώνεται η δυνατότητα του προτεινόµενου στοιχείου για εύκολη και αξιόπιστη προσοµοίωση 

στοιχείων θεµελίωσης αλλά και στοιχείων µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις όπως είναι τα µεταλλικά πλαίσια. 

Παράδειγµα 3β – Τριώροφα πλαίσια υπό οριζόντια και κατακόρυφη στατική φόρτιση (Σχήµα 5.63): Το 

παράδειγµα αυτό έχει ως στόχο την διερεύνηση της επιρροής του χρησιµοποιούµενου εδαφικού 

προσοµοιώµατος σε περιοχές ενός φορέα που βρίσκονται τοπολογικά µακριά από την περιοχή της ενδόσιµης 

θεµελίωσης. ∆ιερευνάται επίσης και η επιρροή του εδάφους που βρίσκεται εκατέρωθεν του φορέα εντός του 

επιπέδου του. Γίνεται χρήση των προσοµοιωµάτων που εφαρµόστηκαν και για τα παραδείγµατα της πρώτης 

οµάδας παραδειγµάτων. 

Παράδειγµα 3γ – Ελαστική ευστάθεια πασσαλοθεµελίωσης (Σχήµα 5.92): Το παράδειγµα αυτό αφορά την 

µελέτη της ελαστικής ευστάθειας ενός φορέα θεµελίωσης, ο οποίος αποτελείται από µια πεδιλοδοκό που 

εδράζεται µέσω πασσάλων σε ακλόνητο υπόβαθρο (βράχο). Στόχοι του παραδείγµατος αυτού είναι η 

εφαρµογή του νέου στοιχείου σε προβλήµατα στα οποία απαιτείται ο προσδιορισµός κρίσιµου φορτίου 

λυγισµού και η διερεύνηση της επιρροής της δεύτερης εδαφικής παραµέτρου επί της τιµής του κρισίµου 

φορτίου λυγισµού. 

5.2. Σύντοµη επισκόπηση χαρακτηριστικών παραδειγµάτων της βιβλιογραφίας 
Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστούν συνοπτικά κάποια από τα παραδείγµατα της βιβλιογραφίας τα 

οποία αφορούν το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο και τριών παραµέτρων. Η 

µορφή της παρουσίασης συνίσταται στη παράθεση του φορέα, της φόρτισης του και των χαρακτηριστικών 

του εδάφους, καθώς και στην παρουσίαση των συµπερασµάτων των επιλύσεων.  

5.2.1. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων 

Όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 1.2.1.3, είναι λίγες οι δηµοσιεύσεις – και κατ’ επέκταση τα 

παραδείγµατα – πάνω στο αντικείµενο της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων. Θα 

πρέπει µάλιστα να τονιστεί ότι το µεγαλύτερο µέρος του µικρού αυτού τµήµατος της βιβλιογραφίας είναι 

καθαρά θεωρητικό και δεν περιέχει αριθµητικές εφαρµογές. Εξαίρεση αποτελεί η συστηµατική διερεύνηση 

και η πρακτική εφαρµογή, µε αξιοσηµείωτα µάλιστα αποτελέσµατα, του εν λόγω προσοµοιώµατος από τον 

Horvath ((1983α, β) και (1992)), για την οποία γίνεται αναφορά στην Παράγραφο 2.2.7. Η διερεύνηση αυτή 

– τµήµα της οποίας αποτελείται από συγκρίσεις µε αποτελέσµατα που προέκυψαν από µετρήσεις σε 

υπάρχουσες κατασκευές – είναι καθαρά προσανατολισµένη προς την εδαφοτεχνική πλευρά του 

προβλήµατος, υπό την έννοια ότι δεν επεκτείνεται στην µητρωική του διατύπωση (βλέπε Παραγράφους 
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1.2.1.3 και 2.2.7). Έτσι τα αριθµητικά αποτελέσµατα των εφαρµογών που διενεργήθηκαν στα πλαίσια της 

έρευνας του Horvath δεν µπορούν να αποτελέσουν συγκρίσιµα αποτελέσµατα για τις εφαρµογές της 

παρούσας διατριβής, και για τον λόγο αυτό δεν παρατίθενται αναλυτικά εδώ. Ωστόσο τα συµπεράσµατα της 

διερεύνησης αυτής, που παρουσιάζονται στην Παράγραφο 2.2.7 της παρούσας διατριβής, καταδεικνύουν µια 

σαφή υπεροχή του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων έναντι του προσοµοιώµατος του Winkler. Οι 

υπόλοιπες διαθέσιµες αριθµητικές εφαρµογές του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων είναι: 

– Απλή δοκός πεπερασµένου µήκους επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων του Hetényi.  

Ο Hetényi (1950) επικεντρώνεται σε ένα παράδειγµα που ως στόχο έχει να παρουσιάσει τη δυνατότητα 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων στην επιτυχή προσοµοίωση διαφορετικών κατανοµών 

πίεσης στην διεπιφάνεια εδάφους – δοκού ανάλογα µε το «βαθµό» συνέχειας που επιλέγεται 

(Παράγραφος 2.2.3.3). Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι µεταβάλλοντας το «βαθµό» συνέχειας των 

µετακινήσεων προκύπτει µια σειρά από διαφορετικές κατανοµές πίεσης, όπως φαίνεται ποιοτικά στο 

παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 5.1. Κατανοµή πίεσης κάτω από δοκό πεπερασµένου µήκους επί ελαστικού υποβάθρου του Hetényi 

Στο σχήµα 5.1 καθίσταται εµφανής η δυνατότητα προσαρµοστικότητας του προσοµοιώµατος όσον 

αναφορά την ορθή προσοµοίωση της κατανοµής των πιέσεων που αναπτύσσονται κάτω από φορτιζόµενη 

δοκό που εδράζεται επί εδάφους διαφόρων «µηχανικών» χαρακτηριστικών. 

– Απολύτως στερεά δοκός επί ελαστικού υποβάθρου τύπου Kerr. 

Ο Kerr (1965) παρουσιάζει µια σειρά από παραµετρικές αναλύσεις απολύτως στερεών δοκών 

φορτιζόµενων είτε από µοναχική κατακόρυφη δύναµη είτε από µοναχική ροπή στο µέσον του 

ανοίγµατος. Τα συµπεράσµατα των αναλύσεων αυτών παρουσιάζονται στην Παράγραφο 2.2.7. 
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5.2.2. ∆οκοί επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων 

Η βιβλιογραφία που αφορά το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων 

είναι σαφώς πιο εκτεταµένη από την αντίστοιχη βιβλιογραφία που αφορά το πρόβληµα των τριών 

παραµέτρων. Οι διαθέσιµες αριθµητικές εφαρµογές (που εντοπίστηκαν κατά την έρευνα της βιβλιογραφίας) 

αφορούν κατά κύριο λόγο προβλήµατα δοκών Euler, ενώ υπάρχουν και ορισµένα παραδείγµατα που 

αφορούν τη δοκό Timoshenko. Πρόκειται κατά κανόνα για απλά παραδείγµατα δοκών µιας ή περισσοτέρων 

ανοιγµάτων µε διάφορες συνθήκες στήριξης και φόρτισης, ενώ εξαίρεση αποτελούν κάποιες επιλύσεις 

επιπέδων πλαισίων. Παρακάτω θα παρουσιαστούν αναλυτικά τα παραδείγµατα που εµφανίζουν ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον για το αντικείµενο έρευνας της παρούσας διατριβής. Πρόκειται για αριθµητικές εφαρµογές που 

παρουσιάζονται στις εργασίες των Zhaohua και Cook (1983), Chiwanga και Valsangkar (1988), Razaqpur 

και Shah (1991), Shirima και Giger (1992), και Onu (2000). 

1. ∆οκός µε ελεύθερα άκρα και σύνθετη φόρτιση ((Harr et al. (1969), Chiwanga και Valsangkar (1988), 

και Razaqpur και Shah (1991)), (Σχήµα 5.2α). Πρόκειται για µια ενδιαφέρουσα αριθµητική εφαρµογή, 

αφενός διότι απαιτεί την χρήση µητρώων φορτίου για διάφορους τύπους φόρτισης και αφετέρου διότι η 

επίλυση της µε διάφορες τιµές των παραµέτρων του προβλήµατος και µε διαφορετικές παραδοχές δίνει τη 

δυνατότητα χρήσιµων συγκρίσεων.  

Το παράδειγµα επιλύθηκε για πρώτη φορά από τον Harr et al. (1969) µε βάση το κλασσικό προσοµοίωµα 

του Vlasov. Ωστόσο κατά την επίλυση αυτή δεν πραγµατοποιήθηκαν συγκρίσεις µε αντίστοιχες επιλύσεις µε 

άλλα προσοµοιώµατα, και εποµένως δεν παρατίθενται σχετικά συµπεράσµατα.  

Οι Chiwanga και Valsangkar (1988) επίλυσαν το ίδιο παράδειγµα µε το προσοµοίωµα του Pasternak. 

Στόχος των επιλύσεων που πραγµατοποίησαν είναι αφενός η σύγκριση µε τα προσοµοιώµατα των Vlasov 

και Winkler, και αφετέρου η σύγκριση των αποτελεσµάτων της επίλυσης µε βάση την «αναλυτική» λύση, µε 

τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. 

Προκειµένου να συγκριθούν το προσοµοίωµα του Pasternak µε το προσοµοίωµα του Vlasov 

πραγµατοποιήθηκε µια επίλυση κατά την οποία δόθηκαν στις δυο εδαφικές παραµέτρους, οι ίδιες τιµές µε 

αυτές που είχαν χρησιµοποιήσει και οι Harr et al. (1969). ∆εν διευκρινίζεται αν δεν λήφθηκε ή όχι υπόψη η 

επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού. Τα αποτελέσµατα των δύο επιλύσεων ήρθαν σε πολύ µεγάλη 

σύγκλιση γεγονός που αποδεικνύει και αριθµητικά ότι τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Pasternak είναι 

ισοδύναµα υπό την προϋπόθεση της χρήσης κοινών τιµών για τις δυο εδαφικές παραµέτρους. Η σύγκριση 

του προσοµοιώµατος του Pasternak µε το προσοµοίωµα του Winkler ανέδειξε αξιοσηµείωτες διαφορές 

µεταξύ τους, κυρίως στα αποτελέσµατα που αφορούν τις αναπτυσσόµενες καµπτικές ροπές. 
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Σχήµα 5.2. Χαρακτηριστικές αριθµητικές εφαρµογές του προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων από τη 

βιβλιογραφία:  (α) ∆οκός Euler µε ελεύθερα άκρα (Harr et al. (1969)), Chiwanga και Valsangkar 
(1988), και Razaqpur και Shah (1991)), (β) Συνεχής δοκός Euler τριών ανοιγµάτων (Razaqpur και 
Shah (1991)), (γ) Επίπεδο πλαίσιο µε κατακόρυφη και οριζόντια φόρτιση Chiwanga και Valsangkar 
(1988)), (δ) ∆οκός Timoshenko µε ελεύθερα άκρα (Onu (2000)). 

  Οι Razaqpur και Shah (1991) επέλυσαν το ίδιο παράδειγµα πραγµατοποιώντας µια ευρύτερη 

διερεύνηση, καθώς εκτός από τις τιµές των εδαφικών παραµέτρων που χρησιµοποίησαν οι Harr et al. (1969) 

και οι οποίες αντιστοιχούν στην συνήθη περίπτωση λύσης της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος 

(Περίπτωση 3, βλέπε Παράγραφο 4.2.1, Σχήµα 4.2), χρησιµοποίησαν και τιµές που αντιστοιχούν στην 

περίπτωση λύσης 5. Επιπλέον, πραγµατοποίησαν και διερεύνηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού. Τα βασικά συµπεράσµατα στα οποία κατέληξαν είναι ότι η διακύµανση της τιµής της δεύτερης 

παραµέτρου έχει µεγάλη επιρροή στις τιµές των καµπτικών ροπών και των κατακορύφων µετακινήσεων (της 

τάξης του 40%) και σε µικρότερο βαθµό στις τιµές των τεµνουσών, και ότι η θεώρηση της επιρροής του 

εδάφους εκατέρωθεν της δοκού µειώνει κατά 50% περίπου τις κατακόρυφες µετακινήσεις  και ταυτόχρονα 

µεταβάλει κατά 10% περίπου τις τέµνουσες δυνάµεις και τις καµπτικές ροπές. Αξιοσηµείωτο είναι το 

γεγονός, ότι ενώ η διαφοροποίηση που παρατηρείται στις τιµές των καµπτικών ροπών δεν είναι µεγάλη, τα 

διαγράµµατα που προκύπτουν από τις δυο επιλύσεις εµφανίζουν µεταβολές προσήµων σε µεγάλες περιοχές 

της δοκού. 

2. Συνεχής δοκός Euler τριών ανοιγµάτων (Razaqpur και Shah (1991)), (Σχήµα 5.2β). Το παράδειγµα αυτό 

επιλύθηκε µε βάση το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων του Pasternak χωρίς την επιρροή του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού. Αν και δεν παρατίθενται ούτε παραµετρικές αναλύσεις αλλά ούτε και συγκρίσεις µε 

άλλα προσοµοιώµατα, το εν λόγω παράδειγµα εµφανίζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον καθώς αποτελεί µια καλή 

εφαρµογή για τη σύγκριση των προσοµοιωµάτων µιας και δυο παραµέτρων. 
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3. Επίπεδο πλαίσιο µε κατακόρυφη και οριζόντια φόρτιση Chiwanga και Valsangkar (1988)) (Σχήµα 5.2γ). 

Πρόκειται για µια ενδιαφέρουσα αριθµητική εφαρµογή, καθώς αφορά ένα φορέα όχι αποκλειστικώς 

ακαδηµαϊκού ενδιαφέροντος, υπό την έννοια ότι είναι πιθανό να εµφανιστεί και σε συνήθεις πρακτικές 

εφαρµογές. Το παράδειγµα αυτό επιλύθηκε αρχικά από τους Ting και Mockry (1984) µε βάση το 

προσοµοίωµα του Winkler µε και χωρίς την θεώρηση ζωνών αποκόλλησης από το έδαφος. Οι Chiwanga και 

Valsangkar (1988) επίλυσαν το ίδιο πλαίσιο µε το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων του Pasternak µε 

θεώρηση ζωνών αποκόλλησης από το έδαφος αλλά χωρίς τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του 

πλαισίου. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι για τον προσδιορισµό των τιµών των δυο παραµέτρων 

έγινε χρήση των εξισώσεων του Vlasov για ελαστικό υπόβαθρο «απείρου» βάθους (σχέσεις (2.121γ) και 

(2.130γ)).  Το βασικό συµπέρασµα από την σύγκριση των προσοµοιωµάτων µιας και δυο παραµέτρων είναι 

ότι η θεώρηση της «συνέχειας» που προσδίδει στις κατακόρυφες µετακινήσεις της επιφανείας του εδάφους η 

δεύτερη παράµετρος, προκαλεί ανακατανοµές στις ροπές των κόµβων των υποστυλωµάτων µε την 

θεµελιοδοκό, αλλά και διαφοροποιήσεις στις τιµές των κατακόρυφων µετακινήσεων. 

4. ∆οκός Timoshenko µε ελεύθερα άκρα 

Οι αριθµητικές εφαρµογές δοκών Timoshenko που κατέστη δυνατό να εντοπιστούν κατά τη διάρκεια της 

έρευνας της βιβλιογραφίας είναι σχετικά περιορισµένες, όπως αναφέρθηκε και στην Παράγραφο 1.2.1.2. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον στα πλαίσια της παρούσας έρευνας παρουσιάζουν οι αριθµητικές εφαρµογές των 

Shirima και Giger (1992) και του Onu (2000): 

4α. ∆οκός πεπερασµένου µήκους µε ελεύθερα άκρα, φορτιζόµενη µε µοναχική ροπή στο µέσον του 

ανοίγµατος της (Shirima και Giger (1992)). Πρόκειται για µια πολύ απλή αριθµητική εφαρµογή η οποία 

επιλύθηκε τόσο µε το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων όσο και µε το προσοµοίωµα του Winkler. Ως 

τιµή για την πρώτη παράµετρο επιλέχθηκε µια κοινή τιµή και για τις δυο περιπτώσεις ανάλυσης, ενώ για 

την δεύτερη παράµετρο χρησιµοποιήθηκε τιµή που προέκυψε από την εφαρµογή των εξισώσεων του 

Vlasov για ελαστικό υπόβαθρο «απείρου» βάθους (Σχέση 2.130γ). Από την σύγκριση των 

αποτελεσµάτων των δυο προσοµοιωµάτων προκύπτει το συµπέρασµα ότι η µη θεώρηση της δεύτερης 

παραµέτρου οδηγεί σε υποεκτίµηση των καµπτικών ροπών, και ότι οι διαφορές στις µέγιστες τιµές των 

κατακορύφων µετακινήσεων και των τεµνουσών δυνάµεων είναι της τάξης του 60%. 

4β. ∆οκός πεπερασµένου µήκους µε ελεύθερα άκρα, φορτιζόµενη µε δυο µοναχικές δυνάµεις στα άκρα της 

Onu (2000), (Σχήµα 5.2δ). Πρόκειται για µια παραµετρική ανάλυση για διάφορες τιµές γεωµετρικών 

µεγεθών της διατοµής της δοκού και σύγκριση µεταξύ των προσοµοιωµάτων µίας και δυο παραµέτρων. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το συµπέρασµα ότι οι διαφορές µεταξύ των προσοµοιωµάτων µιας και 

δυο παραµέτρων στον υπολογισµό των µεγίστων καµπτικών ροπών κυµαίνεται ανάλογα µε τα 

χαρακτηριστικά της διατοµής της δοκού µεταξύ 28 και 42%, ενώ οι αντίστοιχες διαφορές των 

κατακορύφων µετακινήσεων µεταξύ 5 και 15%. 
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5. Αριθµητικές εφαρµογές δοκών «απείρου» µήκους 

Πέραν των αριθµητικών εφαρµογών του Vlasov που θα παρουσιαστούν παρακάτω, ενδιαφέρον 

παρουσιάζει η εφαρµογή των Zhaohua και Cook (1983). Πρόκειται για την επίλυση δοκού Euler «απείρου» 

µήκους µε µοναχική κατακόρυφη φόρτιση, τόσο µε τη χρήση των αναλυτικών όσο και των αλγεβρικών / 

προσεγγιστικών συναρτήσεων παρεµβολής. Η εφαρµογή επιλύθηκε τόσο µε το προσοµοίωµα των δυο όσο 

και της µιας παραµέτρου. Για τον υπολογισµό των παραµέτρων των προσοµοιωµάτων αυτών 

χρησιµοποιήθηκαν οι σχέσεις του Vlasov για ελαστικό υπόβαθρο «απείρου» βάθους (σχέσεις (2.121γ), 

(2.130γ)). Απευθείας συγκρίσεις µεταξύ των προσοµοιωµάτων µιας και δυο παραµέτρων δεν 

πραγµατοποιήθηκαν. Οι συγκρίσεις περιορίστηκαν στην διερεύνηση της αξιοπιστίας των προσεγγιστικών 

συναρτήσεων παρεµβολής. Ωστόσο, από αυτές προέκυψε το συµπέρασµα ότι η επίλυση µε το προσοµοίωµα 

των δυο παραµέτρων είναι πιο «απαιτητική» από την αντίστοιχη επίλυση µε το προσοµοίωµα του Winkler 

όσο αναφορά το ελάχιστο απαιτούµενο αριθµό πεπερασµένων στοιχείων για την επίτευξη ενός 

ικανοποιητικού επιπέδου σύγκλισης προς την «ακριβή» λύση. 

6. Αριθµητικές εφαρµογές µε χρήση του προσοµοιώµατος του κλασσικού και του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος του Vlasov. 

Παρακάτω θα παρουσιαστούν και ορισµένες χαρακτηριστικές αριθµητικές εφαρµογές του 

προσοµοιώµατος του Vlasov αλλά και του αντίστοιχου τροποποιηµένου προσοµοιώµατος, που εντάσσονται 

στα προσοµοιώµατα δυο παραµέτρων. 

Στην κλασσική του εργασία ο Vlasov (1960), προχωρά σε συγκρίσεις αποτελεσµάτων που αφορούν το 

πρόβληµα δοκών «απείρου» και πεπερασµένου µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη. Οι συγκρίσεις 

που πραγµατοποιούνται έχουν ως στόχο τη διερεύνηση της επιρροής της παραµέτρου γ (βλέπε Παράγραφο 

2.2.2.5 της παρούσης, Σχέση 2.29), αλλά και την σύγκριση τόσο µε το προσοµοίωµα του Winkler όσο και µε 

το προσοµοίωµα του συνεχούς ελαστικού µέσου. Από την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων της επίλυσης 

του προβλήµατος δοκών «απείρου» µήκους προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

– Τα αποτελέσµατα των προσοµοιωµάτων του Vlasov και του Winkler είναι σε πολύ καλή σύµπτωση, 

καθώς επί παραδείγµατι η διαφορά των δυο προσοµοιωµάτων στο υπολογισµό της µέγιστης ροπής δεν 

ξεπερνά το 4%. Θα πρέπει βέβαια να τονιστεί ότι το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από την επίλυση για 

µια και µόνο τιµή της παραµέτρου γ (γ=1.5). 

– Οι διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την σύγκριση του προσοµοιώµατος του 

Vlasov και του προσοµοιώµατος του συνεχούς ελαστικού µέσου είναι της τάξης του 15% όσον αφορά τις 

µέγιστες ροπές. Οι διαφορές αυτές αµβλύνονται εάν για τον προσδιορισµό των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος γίνει χρήση των σχέσεων που αντιστοιχούν σε ελαστικό υπόβαθρο «απείρου» βάθους 

(σχέσεις 2.121γ, 2.130γ), και µάλιστα εάν γίνει η χρήση της τιµής γ=1.5 λαµβάνουν την ελάχιστη τιµή. 

Από την αξιολόγηση των συγκρίσεων που αφορούν το πρόβληµα δοκών πεπερασµένου µήκους 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι για δοκούς µεσαίου µήκους (βλέπε Παράγραφο 2.5.3, Σχέση 2.134), 

επιτυγχάνεται σύγκλιση των αποτελεσµάτων µε το προσοµοίωµα του συνεχούς ελαστικού µέσου, εάν για 

την τιµή της παραµέτρου γ επιλεγεί η τιµή 1.5.  
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Εποµένως, το βασικό – κεντρικό συµπέρασµα που προκύπτει από τα παραπάνω εκτεθέντα είναι ότι για 

τη βέλτιστη απόδοση του προσοµοιώµατος τόσο σε προβλήµατα δοκών «απείρου» όσο και σε προβλήµατα 

δοκών πεπερασµένου µήκους, απαιτείται η χρήση των σχέσεων (2.121γ) και (2.130γ) για τον προσδιορισµό 

των δυο παραµέτρων, µε ταυτόχρονη εισαγωγή της τιµής 1.5 για την παράµετρο γ. ∆εν θα πρέπει όµως να 

παραβλέπεται το γεγονός ότι το συµπέρασµα αυτό δεν φαίνεται να προκύπτει από µια διευρυµένη 

παραµετρική διερεύνηση.  

Οι Harr et al. (1969) σε µια σηµαντική εργασία που αποτελεί µια από τις πρώτες στις οποίες γίνεται 

συστηµατική εφαρµογή του κλασσικού προσοµοιώµατος του Vlasov (µε σύνταξη κώδικα για την επίλυση 

αριθµητικών εφαρµογών µε Η/Υ) προχωρούν στην παρουσίαση ορισµένων παραδειγµάτων το βασικό 

συµπέρασµα των οποίων αφορά την επιρροή του βάθους ΗS του ελαστικού υποβάθρου (βλέπε Σχήµα 2.10) 

και της παραµέτρου γ, στις µέγιστες κατακόρυφες µετακινήσεις. Πιο συγκεκριµένα, το βασικό συµπέρασµα 

που προκύπτει είναι ότι υπάρχει µια «κρίσιµη» τιµή του βάθους ΗS=Η0 πέραν της οποίας η παράµετρος γ 

παύει να επηρεάζει το µέγεθος των κατακορύφων µετακινήσεων. Η «κρίσιµη» αυτή τιµή Η0 µικραίνει όσο 

αυξάνει η τιµή του γ και του µέτρου ελαστικότητας του υποβάθρου. Επιπλέον, προκύπτει και το 

συµπέρασµα ότι αυξάνοντας την τιµή της παραµέτρου γ µειώνονται γενικά οι κατακόρυφες µετακινήσεις. 

Το συµπέρασµα αυτό µπορεί να εξηγηθεί εάν ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι η παράµετρος γ «ρυθµίζει» την 

κατανοµή των κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Μεγάλες τιµές της παραµέτρου 

γ προκαλούν ραγδαία µείωση των κατακορύφων µετακινήσεων κατά την έννοια του βάθους του υποβάθρου, 

καθιστώντας το έτσι λιγότερο ενδόσιµο. 

Σηµαντικές είναι και οι αριθµητικές εφαρµογές του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov, εάν 

µάλιστα ληφθεί υπόψη και το γεγονός ότι το προσοµοίωµα αυτό αποτελεί την µοναδική εφαρµοσµένη 

αναλυτική µέθοδο προσδιορισµού της δεύτερης παραµέτρου. 

Οι Jones και Xenophontos (1977) προχώρησαν σε µια περιορισµένη σειρά πειραµατικών διερευνήσεων 

προκειµένου να ελέγξουν την αξιοπιστία της σχέσης (2.34) στην περιγραφή της κατανοµής των 

κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Η εκτέλεση των πειραµάτων αυτών 

πραγµατοποιήθηκε µε τη φόρτιση δοκών µεγάλης δυσκαµψίας. Από τη διερεύνηση προέκυψε το βασικό 

συµπέρασµα, ότι η σχέση (2.34) που στηρίζεται σε υπερβολικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις δίνει 

αποτελέσµατα που συγκλίνουν σε πολύ µεγάλο βαθµό στα αντίστοιχα πειραµατικά. Επιπλέον, στην 

περίπτωση κατά την οποία το µήκος της δοκού είναι της ιδίας τάξεως µεγέθους µε το βάθος του ελαστικού 

υποβάθρου η απλοποιηµένη γραµµική σχέση (2.28) δίνει και αυτή ικανοποιητικά αποτελέσµατα, 

συµπέρασµα το οποίο συµφωνεί και µε τις εκτιµήσεις του Vlasov (1960). Κλείνοντας θα πρέπει να τονιστεί 

ότι τα παραπάνω συµπεράσµατα δεν µπορούν να θεωρηθούν ως συµπεράσµατα γενικής ισχύος, καθώς 

προκύπτουν από την εκτέλεση πειραµάτων στα πλαίσια των οποίων δεν έγινε παραµετρική διερεύνηση για 

διάφορες τιµές ελαστικών σταθερών Ε, ν του υποβάθρου, παρά µόνο για τιµή του ν ίση µε 0.48, που είναι 

πολύ κοντά στην οριακή τιµή 0.5. 

Όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 2.2.7, οι Vallabhan και Das (1988, 1991α, β) σε µια σειρά 

δηµοσιεύσεων επέκτειναν και εφήρµοσαν τις εξισώσεις των Jones και Xenophontos, επιτυγχάνοντας την 
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εξαγωγή ορισµένων συµπερασµάτων για την εφαρµοσιµότητα και την αξιοπιστία του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος του Vlasov. Σηµαντικό στοιχείο των παραµετρικών τους διερευνήσεων αποτελεί η 

σύγκριση των αποτελεσµάτων του προτεινόµενου προσοµοιώµατος µε αποτελέσµατα που προκύπτουν από 

την επίλυση µε προσοµοιώµατα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα, οι 

παραµετρικές αναλύσεις που διενεργήθηκαν αφορούν την επίλυση µεµονωµένων δοκών πεπερασµένου 

µήκους µε τρεις περιπτώσεις φόρτισης: µεµονωµένο κατακόρυφο φορτίο στο µέσον του ανοίγµατος, συνεχή 

οµοιόµορφη φόρτιση, και µεµονωµένα φορτία στα δυο άκρα (η περίπτωση αυτή συµπίπτει µε την 

αριθµητική εφαρµογή του Onu (2000), Σχήµα 5.2δ)). Από τις συγκρίσεις µε τα προσοµοιώµατα των 

επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων προέκυψε το συµπέρασµα – και για τους τρεις τύπους φόρτισης – 

ότι η µορφή του παραµορφωµένου άξονα (ελαστική γραµµή) της δοκού είναι σχεδόν πανοµοιότυπη και για 

τους δυο τύπους επιλύσεων (οι ελαστικές γραµµές είναι σχεδόν «παράλληλες»). Σε γενικές γραµµές όµως η 

επίλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov οδηγεί σε µικρότερες κατακόρυφες µετακινήσεις 

απ’ ότι η αντίστοιχη επίλυση µε τα επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία. Το συµπέρασµα αυτό µπορεί να 

εξηγηθεί εύκολα, αν αναλογιστεί κανείς ότι βασική παραδοχή για την κατάστρωση των εξισώσεων του 

τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov είναι η αγνόηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό 

του υποβάθρου, γεγονός που το καθιστά λιγότερο ενδόσιµο σε σύγκριση µε τα προσοµοιώµατα των 

επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων όπου οι οριζόντιες µετακινήσεις δεν αγνοούνται. Ωστόσο, το 

γεγονός ότι οι ελαστικές γραµµές είναι σχεδόν παράλληλες οδηγεί τις δυο τεχνικές προσοµοίωσης σε 

παραπλήσιες τιµές καµπτικών ροπών και τεµνουσών δυνάµεων. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα εντατικά 

µεγέθη αυτά προκύπτουν από διαδοχικές παραγωγίσεις των κατακορύφων µετακινήσεων. Τα παραπάνω 

συµπεράσµατα θα πρέπει να αξιολογηθούν µε την επισήµανση ότι οι παραπάνω συγκρίσεις δεν έγιναν κάτω 

από κοινές συνθήκες όσον αναφορά την προσοµοίωση της µορφής αλληλεπίδρασης µεταξύ δοκού και 

εδάφους. Πιο συγκεκριµένα, στην περίπτωση της επίλυσης µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov η 

αλληλεπίδραση αυτή πραγµατοποιείται µόνον µέσω κατακορύφων δυνάµεων, ενώ στην περίπτωση της 

επίλυσης µε τα επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία όχι µόνον µέσω κατακορύφων δυνάµεων αλλά και 

ροπών. Στα σηµαντικά συµπεράσµατα θα πρέπει να προστεθεί και το γεγονός, ότι ενώ µε τη χρήση της 

µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων η µορφή και η πυκνότητα του κανάβου επηρεάζει τα εξαγόµενα 

αποτελέσµατα, η χρήση του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov απαλλάσσει τον χρήστη από 

τέτοιου είδους προβλήµατα και ενδεχόµενες παραµετρικές διερευνήσεις. Επιπλέον των ανωτέρω 

συµπερασµάτων που προκύπτουν από τις συγκρίσεις µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, αξίζει να 

παρατεθούν και τα παρακάτω: 

– Οι τιµές των παραµέτρων του προσοµοιώµατος δεν εξαρτώνται µόνον από τις τιµές των ελαστικών 

σταθερών του υποβάθρου αλλά και από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της δοκού και την φόρτιση της. 

Εποµένως οι τιµές αυτές είναι µοναδικές για κάθε πρόβληµα. 

– Τα εντατικά µεγέθη επηρεάζονται σηµαντικά από το βάθος του ελαστικού υποστρώµατος ακόµα και για 

σταθερές τιµές των ελαστικών του σταθερών. Μάλιστα στην περίπτωση φόρτισης µε οµοιόµορφο φορτίο 
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οι τιµές των εντατικών µεγεθών είναι ανεξάρτητες από τον λόγο των ελαστικών σταθερών δοκού / 

υποβάθρου και εξαρτώνται µόνον από το λόγο του βάθους του υποστρώµατος προς το µήκος της δοκού. 

– Η απόδοση του προσοµοιώµατος του Winkler σε προβλήµατα αντίστοιχα µε τα ανωτέρω είναι φτωχή 

όσον αφορά τον υπολογισµό των τεµνουσών δυνάµεων και των καµπτικών ροπών. Αυτό έχει όπως είναι 

φυσικό, και επιπτώσεις στη διαδικασία διαστασιολόγησης. 

Κλείνοντας την αναφορά στις αριθµητικές εφαρµογές που αφορούν το προσοµοίωµα του Vlasov κρίνεται 

σκόπιµο να γίνει και µια αναφορά σε αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος του Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Η 

µοναδική εργασία επί του αντικειµένου που κατέστη δυνατό να εντοπιστεί στα πλαίσια της έρευνας της 

βιβλιογραφίας, είναι η εργασία των Rao et al. (1971). Στην συγκεκριµένη εργασία πραγµατοποιήθηκαν 

συγκρίσεις του προσοµοιώµατος του Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

υποβάθρου, µε το αντίστοιχο κλασσικό προσοµοίωµα (µε αγνόηση των οριζοντίων µετακινήσεων) αλλά και 

µε το προσοµοίωµα του ελαστικού ηµιχώρου. Για τις συγκρίσεις αυτές επιλύθηκε δοκός Euler 

πεπερασµένου µήκους µε µοναχική κατακόρυφη φόρτιση στο µέσον του ανοίγµατος της. 

Πραγµατοποιήθηκαν επιλύσεις για διάφορες τιµές του χαρακτηριστικού µήκους της δοκού (βλέπε Σχέση 

2.134). Οι συγκρίσεις ανάµεσα στο νέο προσοµοίωµα και στο κλασσικό προσοµοίωµα του Vlasov 

πραγµατοποιήθηκαν µε τιµή ν=0.3 για το έδαφος, ενώ οι αντίστοιχες συγκρίσεις των δυο αυτών 

προσοµοιωµάτων µε το προσοµοίωµα του ελαστικού ηµιχώρου, µε ν=0. Για τις συναρτήσεις κατανοµής των 

µετακινήσεων (οριζοντίων και κατακορύφων) στο εσωτερικό του υποβάθρου χρησιµοποιήθηκε η σχέση που 

αντιστοιχεί σε υπόβαθρο «απείρου» βάθους (Σχέση 2.30), ενώ για την επίλυση µε το κλασσικό 

προσοµοίωµα του Vlasov έγινε χρήση της σχέσης που αντιστοιχεί σε υπόβαθρο πεπερασµένου πάχους 

(Σχέση 2.29). Από τις συγκρίσεις των δυο εκδοχών του προσοµοιώµατος του Vlasov προέκυψε το 

συµπέρασµα ότι η θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου οδηγεί στην 

εµφάνιση µεγαλυτέρων κατακορύφων µετακινήσεων. Οι διαφορές µεταξύ των δυο προσοµοιωµάτων 

αµβλύνονται για µεγάλες τιµές του χαρακτηριστικού µήκους της δοκού. Σηµαντικό είναι επίσης και το 

συµπέρασµα ότι οι καµπτικές ροπές που προκύπτουν από την επίλυση µε το προς εξέταση προσοµοίωµα 

είναι σε πολύ καλή σύγκλιση µε τις καµπτικές ροπές που προκύπτουν από την ανάλυση µε τις εξισώσεις του 

ελαστικού ηµιεπιπέδου (το συµπέρασµα αυτό βέβαια δεν µπορεί να είναι γενικής ισχύος, καθώς προκύπτει 

ειδικά από την επίλυση για ν=0). Τέλος, ένα ακόµα συµπέρασµα που προκύπτει από τις αναλύσεις είναι ότι 

καθώς η τιµή της παραµέτρου γ µειώνεται, το προσοµοίωµα αποκτά την δυνατότητα καλύτερης απόδοσης 

της κατανοµής των εξωτερικών φορτίων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Αντίθετα όταν η τιµή του γ αποκτά 

µεγαλύτερες τιµές, η «συνοχή» του ελαστικού υποβάθρου µειώνεται και έτσι τα αποτελέσµατα του 

προσοµοιώµατος συγκλίνουν προς τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος Winkler. 
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5.3. Παραδείγµατα εφαρµογής και συγκρίσεις των αποτελεσµάτων των διαφόρων 

προσοµοιωµάτων. 

Στην παρούσα Παράγραφο, θα γίνει εφαρµογή των µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης 

δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων, που σχηµατίστηκαν στο Κεφάλαιο 3. Για το σκοπό 

αυτό θα επιλυθεί µια σειρά παραδειγµάτων για τα οποία έγινε µια σύντοµη αναφορά στην εισαγωγή του 

παρόντος κεφαλαίου. Επιπλέον των επιλύσεων µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, θα 

πραγµατοποιηθούν επιλύσεις και µε µια σειρά άλλων προσοµοιωµάτων που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 

2. Πιο συγκεκριµένα, τα προσοµοιώµατα που θα χρησιµοποιηθούν είναι τα εξής: 

1. Κλασικό προσοµοίωµα του Winkler, 

2. Προσοµοίωµα δυο παραµέτρων χωρίς την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών (Pasternak), 

3. Προσοµοίωµα τριών παραµέτρων µε την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών (Kerr), 

4. Προσοµοίωµα τριών παραµέτρων χωρίς την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών (Kerr1), 

5. Κλασικό προσοµοίωµα Vlasov χωρίς την επιρροή των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

υποβάθρου, 

6. Κλασικό προσοµοίωµα Vlasov µε την επιρροή των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

υποβάθρου, 

7. Τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov χωρίς την επιρροή των οριζοντίων µετακινήσεων στο 

εσωτερικό του υποβάθρου, 

Ως προσοµοιώµατα αναφοράς για τις απαιτούµενες συγκρίσεις χρησιµοποιούνται αφενός 

προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, στα οποία η προσοµοίωση του εδάφους υλοποιείται µε τη 

βοήθεια επιφανειακών στοιχείων (Προσοµοιώµατα FEM), και αφετέρου προσοµοιώµατα που βασίζονται 

στις εξισώσεις του ελαστικού ηµιεπιπέδου όπου είναι εφικτή η εφαρµογή τους. Το λογισµικό που 

χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση των αριθµητικών εφαρµογών είναι το εξής: 

– Γενικό πρόγραµµα πεπερασµένων στοιχείων SAP2000 (2000). Με το πρόγραµµα αυτό θα επιλυθούν τα 

προσοµοιώµατα των επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων, καθώς και ορισµένα προσοµοιώµατα στα 

οποία γίνεται χρήση του προσοµοιώµατος του Winkler. 

– Πρόγραµµα Beam Elastic Foundation (Jones (1997)): Πρόκειται για ένα πρόγραµµα ειδικευµένο στην 

επίλυση προβληµάτων δοκών Euler ενός ή περισσοτέρων ανοιγµάτων επί ελαστικού υποβάθρου τύπου 

Winkler, το οποίο βασίζεται στην εφαρµογή της µεθόδου των Πεπερασµένων ∆ιαφορών. Στην παρούσα 

διατριβή, το συγκεκριµένο πρόγραµµα θα χρησιµοποιηθεί για την επίλυση των παραδειγµάτων της 

Οµάδας 2. 

– Γενικό Πρόγραµµα Μαθηµατικών Mathematica V.4.1. (2000): Το πρόγραµµα αυτό θα χρησιµοποιηθεί 

για την επίλυση του προβλήµατος δοκών «απείρου» µήκους επί ελαστικού υποβάθρου µιας, δυο και 

τριών παραµέτρων, αλλά και για την αριθµητική εφαρµογή των εξισώσεων του ελαστικού ηµιεπιπέδου. 

Καθώς η επίλυση του προβλήµατος της κάµψης των δοκών «απείρου» µήκους είναι απλή από πλευράς 

προγραµµατιστικής διαδικασίας (καθώς συνίσταται στην εφαρµογή συγκεκριµένων µαθηµατικών 
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σχέσεων) αλλά παράλληλα είναι και καθαρά µαθηµατική, κρίνεται πιο συµφέρουσα η χρήση ενός 

τέτοιου υπολογιστικού εργαλείου. Επιπλέον, η εφαρµογή των ειδικών ολοκληρωµάτων, µέσω των 

οποίων επιτυγχάνεται η επίλυση του προβλήµατος της κάµψης δοκών επί υποβάθρου που περιγράφεται 

από τις εξισώσεις του ελαστικού ηµιεπιπέδου, καθιστά την χρήση του προγράµµατος αυτού και 

επιβεβληµένη. 

– Αλγόριθµοι σε γλώσσες προγραµµατισµού Fortran 90 και QBasic: Για την επίλυση προβληµάτων 

δοκών πεπερασµένου µήκους αλλά και επιπέδων πλαισίων εδραζόµενων επί ελαστικού υποβάθρου δυο ή 

τριών παραµέτρων, συντάχθηκαν αλγόριθµοι σε γλώσσες προγραµµατισµού Fortran 90 και QBasic, 

καθώς η υλοποίηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων των δυο και των τριών παραµέτρων µε κλασικά 

προγράµµατα πεπερασµένων στοιχείων δεν είναι εφικτή. 

5.3.1. Παραδείγµατα Οµάδας 1: ∆οκοί απείρου µήκους 

Όπως τονίστηκε και στην Παράγραφο 5.1, οι αριθµητικές εφαρµογές ξεκινούν από την επίλυση 

προβληµάτων δοκών «απείρου» µήκους. Οι συγκρίσεις αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την επίλυση 

τέτοιων προβληµάτων είναι απαλλαγµένες από την επιρροή των συνοριακών συνθηκών που υπεισέρχονται 

στα αντίστοιχα προβλήµατα µεµονωµένων δοκών ή συστηµάτων δοκών πεπερασµένου µήκους. Έτσι, µε τα 

παραδείγµατα της οµάδας αυτής επιτυγχάνεται µια πρώτη και άµεση σύγκριση του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων µε τα προσοµοιώµατα των δυο και της µίας παραµέτρου, των οποίων οι λύσεις είναι 

διαθέσιµες στην βιβλιογραφία. Τα παραδείγµατα της οµάδας αφορούν στην επίλυση δοκών υπό µοναχική 

κατακόρυφη φόρτιση (Παράδειγµα 1α) και υπό µοναχική ροπή (Παράδειγµα 1β). 
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Σχήµα 5.3. Το πρόβληµα κάµψης ελαστικώς εδραζόµενων δοκών απείρου µήκους υπό κατακόρυφη δύναµη 

(Παράδειγµα 1α), ή ροπή (Παράδειγµα 1β), και τα προσοµοιώµατα που θα χρησιµοποιηθούν για την επίλυση του.  

Βασικό χαρακτηριστικό των προβληµάτων κάµψης δοκών «απείρου» µήκους είναι η δυνατότητα 

επίλυσης τους µε κλειστές αναλυτικές σχέσεις. Στον παρακάτω πίνακα παρατίθενται οι σχέσεις αυτές για 
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την περίπτωση της κάµψης δοκών Euler επί ελαστικού υποβάθρου µιας και δυο παραµέτρων. (Οι 

αντίστοιχες σχέσεις για δοκούς επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων δίνονται στην Παράγραφο 4.1). 

Πίνακας 5.1. Εντατικά µεγέθη και µεγέθη µετακίνησης δοκών Euler επί ελαστικού υποβάθρου µίας ή δυο 

παραµέτρων (Πηγές Hetényi (1946) και Vlasov (1960)). 

 Προσοµοίωµα µίας Παραµέτρου  

(Winkler) 
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(Θα πρέπει να τονιστεί ότι οι σχέσεις του παραπάνω πίνακα που αφορούν τα προσοµοιώµατα του Pasternak 

και του Vlasov, αντιστοιχούν στην Περίπτωση λύσης 3 της διαφορικής εξίσωσης (4.11), Παράγραφος 4.2.1). 
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5.3.1.1. Παράδειγµα 1α. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη  

Για την επίλυση του συγκεκριµένου παραδείγµατος συντάχθηκε αλγόριθµος σε γλώσσα Fortran 90 

(Αλγόριθµος Infinite Beams On Elastic Foundation). Η δοµή του αλγορίθµου αυτού δίνεται στο Σχήµα 5.4. 

Στον κεντρικό κορµό του επιλύεται το πρόβληµα µε χρήση του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του 

Vlasov και ταυτόχρονα γίνεται µια εκτίµηση των τιµών των δυο απαιτούµενων εδαφικών παραµέτρων. 

Κατόπιν, µε βάση τις τιµές αυτές γίνεται η επίλυση του ίδιου προβλήµατος µε χρήση των προσοµοιωµάτων 

Winkler, Kerr και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Κατά 

τη σύνταξη του αλγορίθµου ελήφθη ειδική µέριµνα, έτσι ώστε να είναι δυνατή η επίλυση του προβλήµατος 

για κάθε πιθανό συνδυασµό τιµών των παραµέτρων αυτών. Αυτό σηµαίνει, ότι ο αλγόριθµος είναι 

«εφοδιασµένος» µε τις συναρτήσεις που συνθέτουν τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος 

για τις δυο πιθανές περιπτώσεις 3 και 5 (βλέπε Παράγραφο 4.2.1 και Σχήµα 4.2), αλλά και µε τον κατάλληλο 

µηχανισµό ελέγχου. Αντίστοιχα ελήφθη µέριµνα και για την κάλυψη των πιθανών περιπτώσεων λύσης της 

διαφορικής εξίσωσης που διέπει την κάµψη δοκών επί ελαστικού υποβάθρου Kerr, και Vlasov µε τη 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. (Πρόκειται για τις περιπτώσεις Α1 

και Β1: Βλέπε Παράγραφο 3.3.2.1 και Πίνακες 3.2α , 3.2β και 3.6). 

Πέραν των επιλύσεων µε τον αλγόριθµο που περιγράφηκε προηγουµένως, πραγµατοποιήθηκε και µια 

σειρά αναλύσεων µε χρήση κανάβων επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων, αλλά και υπολογισµοί µε 

βάση τις εξισώσεις του συνεχούς ελαστικού ηµιεπιπέδου, προκειµένου να χρησιµοποιηθούν τα 

αποτελέσµατα τους ως αποτελέσµατα αναφοράς. Θα πρέπει να τονιστεί ότι πραγµατοποιήθηκαν 

παραµετρικές αναλύσεις µεταβάλλοντας τόσο το βάθος HS του ελαστικού υποβάθρου όσο και τις ελαστικές 

του σταθερές ES, νS. Για το λόγο αυτό θεωρήθηκε ότι το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος HS=10, 15, 20, 25, 

30, 40, 50, 60 µέτρα (η επίλυση για βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60 µέτρα αντιστοιχεί πρακτικά σε 

ανάλυση ελαστικού υποβάθρου «απείρου» βάθους). Όσον αφορά τις ελαστικές σταθερές του υποβάθρου, 

έγινε επιλογή πέντε διαφορετικών ζευγών τιµών των σταθερών  ES, νS, έτσι ώστε να καλυφθεί ένα όσο το 

δυνατόν µεγαλύτερο φάσµα τύπων εδαφών θεµελίωσης, από µαλάκα έως και σκληρά. Πιο συγκεκριµένα, 

θεωρήθηκαν οι κατηγορίες εδαφών που δίνονται στον Πίνακα 5.2 (Πηγή: Bowles (1988)). 

Πίνακας 5.2.  Κατηγορίες εδαφών που θεωρήθηκαν στα πλαίσια των αναλύσεων. 

Έδαφος 
Χρησιµοποιούµενη τιµή µέτρου 
ελαστικότητας ΕS  (kN/m2) 

Χρησιµοποιούµενη τιµή 
λόγου Poison νS 

Ε1 Άργιλος Μέσης σκληρότητας 9000 0.4 

Ε2 Σκληρή Άργιλος 15000 0.1 

Ε3 Χαλαρή άµµος 17500 0.3 

Ε4 Πυκνή άµµος 75000 0.35 

Ε5 Αµµοχάλικο 150000 0.15 
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ΑΡΧΗ

ÄεδοìÝνα Äοκοý: Ε  , Ι  , bb b

ÄεδοìÝνα ΕδÜφουò: Ε  , ν  , Hs s s

Φüρτιση: P , Me e

Προεκτßìηση ΠαραìÝτρου: γ

Εκτßìηση των Εδαφικþν

ΠαραìÝτρων k(γ), G(γ)

τηò διαφορικÞò εξßσωσηò: J  ,J

Υπολογισìüò των συντελεστþν

1 2

Έλεγχοò

D=J -4J  >01 2
2 ΝΑΙ

ΟΧΙ

Περßπτωση λýσηò:  5

Επαναπροσδιορισìüò
ΠαραìÝτρου γ

1

Περßπτωση λýσηò:  3

Επαναπροσδιορισìüò
ΠαραìÝτρου γ

1

Abs(γ -γ)<10
1

-8

ΝΑΙ

ΟΧΙγ=γ
1

Εδαφικþν παραìÝτρων k, G
ΤελικÞ Εκτßìηση των

Λüγοò παραìÝτρων γ    / γhor

Λüγοò παραìÝτρων c / k

Προσοìοßωìα Winkler

Υπολογισìüò ìε το 

Προσοìοßωìα Kerr

Υπολογισìüò ìε το 

Υπολογισìüò ìε το Προσοìοßωìα Vlasov

ìε θεþρηση των οριζüντιων ìετακινÞσεων

Σηìεßο Υπολογισìοý ΑποτελεσìÜτων

Εκτýπωση Μεγεθþν Έντασηò
και Μετακßνησηò

ΤΕΛΟΣ  
Σχήµα 5.4. ∆ιάγραµµα ροής αλγορίθµων για την επίλυση του προβλήµατος κάµψης δοκών «απείρου» µήκους υπό 

µοναχική κατακόρυφη δύναµη ή ροπή (Αλγόριθµος Infinite Beams On Elastic Foundation). 
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Όπως επισηµάνθηκε και παραπάνω, ως λύσεις αναφοράς για τις συγκρίσεις των αποτελεσµάτων που 

προκύπτουν από τις επιλύσεις µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα µιας, δυο ή τριών παραµέτρων, 

χρησιµοποιήθηκαν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση µε προσοµοιώµατα επιφανειακών 

πεπερασµένων στοιχείων, αλλά και τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή των εξισώσεων 

του συνεχούς ελαστικού ηµιεπιπέδου. Πιο συγκεκριµένα, η επίλυση µε τις εξισώσεις του ελαστικού 

ηµιεπιπέδου χρησιµοποιήθηκε µόνο για την σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από τις 

επιλύσεις για την περίπτωση κατά την οποία το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από ελαστικό υπόβαθρο 

βάθους 60 µέτρων. Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις, οι εξισώσεις του ελαστικού ηµιεπιπέδου δεν µπορούν να 

θεωρηθούν ως αξιόπιστη λύση αναφοράς, καθώς το µικρό βάθος του ελαστικού υποβάθρου ανάγει το 

πρόβληµα σε πρόβληµα ελαστικού στρώµατος πεπερασµένου βάθους επί ακλόνητης βάσης, η ακριβής λύση 

του οποίου προκύπτει µε διαφορετικές αναλυτικές διαδικασίες (βλέπε π.χ. Burmister (1945) ή Poulos 

(1967)).  

Οι αναλύσεις πραγµατοποιήθηκαν µε την υπόθεση της ισχύος συνθηκών επίπεδης έντασης. Έτσι, για τον 

υπολογισµό των καµπτικών ροπών µε βάση τις εξισώσεις του ελαστικού ηµιεπιπέδου έγινε χρήση της 

παρακάτω σχέσης (Biot (1937), Selvadurai (1979)): 

∫
+∞

+
=

0
bS

3 dλ
I)](2Eb)Ε([λ

λcos(λx)
π
PM(x)  (5.1) 

(Ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος αυτού έγινε µε χρήση του προγράµµατος Mathematica όπως τονίστηκε 

και στην εισαγωγή της παραγράφου). Η αντίστοιχη σχέση για τον υπολογισµό των κατακορύφων 

µετακινήσεων δεν είναι δυνατό να δώσει απευθείας συγκρίσιµα αποτελέσµατα καθώς – σύµφωνα µε το Biot 

(1937) – αποδίδει σε κάθε σηµείο της επιφανείας του ηµιεπιπέδου «άπειρες» τιµές. Λύση στο πρόβληµα 

δίνεται µόνον αν υπολογιστεί σε κάθε σηµείο η σχετική κατακόρυφη µετακίνηση του συγκεκριµένου 

σηµείου ως προς την κατακόρυφη µετακίνηση στο σηµείο εφαρµογής της κατακόρυφης δύναµης. Μια 

τέτοια διαδικασία κρίθηκε ως µη λειτουργική στα πλαίσια των αναλύσεων που πραγµατοποιήθηκαν, και δεν 

εφαρµόστηκε. Έτσι όσον αφορά τις συγκρίσεις των κατακορύφων µετακινήσεων, χρησιµοποιήθηκαν ως 

αποτελέσµατα αναφοράς αυτά που προκύπτουν από την επίλυση µε τα επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία. 

Τα χαρακτηριστικά των κανάβων που χρησιµοποιήθηκαν περιγράφονται αναλυτικά παρακάτω (τυπικό 

δείγµα των κανάβων αυτών δίνεται στο σχήµα. 5.5). 

∆εδοµένου του ότι το πρόβληµα είναι συµµετρικό, κρίθηκε σκόπιµο να διακριτοποιηθεί µόνον το ήµισυ του 

συστήµατος δοκός – ελαστικό υπόβαθρο. Στο σύνορο του ελαστικού στρώµατος µε το ακλόνητο υπόβαθρο 

θεωρήθηκαν συνθήκες πάκτωσης για τους εκεί τοποθετηµένους κόµβους. Στην τοµή του κανάβου µε το 

επίπεδο συµµετρίας θεωρήθηκαν οι κατάλληλες συνοριακές συνθήκες για την περίπτωση συµµετρικών 

φορέων µε συµµετρική φόρτιση, τόσο για τον εκεί τοποθετηµένο κόµβο της δοκού όσο και για τους κόµβους 

του ελαστικού υποβάθρου. Τέλος, τα δυο υπόλοιπα όρια του κανάβου παρέµειναν αδέσµευτα. Για την 

εκπλήρωση των προϋποθέσεων ισχύος των συνθηκών επίπεδης έντασης, δεσµεύτηκαν όλοι οι βαθµοί 

ελευθερίας που προκαλούν παραµορφώσεις εκτός του επίπεδου του προβλήµατος. Η σύνδεση των στοιχείων 
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της δοκού µε τα στοιχεία του κελύφους υλοποιήθηκε µε κατακόρυφα στοιχεία ράβδου ικανά στην 

µεταβίβαση µόνο κατακορύφων δυνάµεων. Για να εξασφαλιστεί η απαίτηση αυτή, αλλά και για να 

επιτευχθεί η συµβατότητα των κατακόρυφων µετακινήσεων δοκού – ελαστικού υποβάθρου, δόθηκε στα 

στοιχεία αυτά µια πολύ µεγάλη τιµή για την δυστένεια τους, έτσι ώστε αυτά να είναι πρακτικώς ατενή, ενώ 

ταυτόχρονα τοποθετήθηκαν αρθρώσεις στα άκρα τους προκειµένου να αποκλειστεί η µεταβίβαση 

καµπτικών ροπών (Βλέπε Σχήµα 5.5). Με τις παραπάνω τεχνικές προσοµοίωσης επιτυγχάνεται η µε όσο το 

δυνατό µεγαλύτερη αντικειµενικότητα σύγκριση των αποτελεσµάτων µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από τις επιλύσεις µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα της µιας, δυο και τριών παραµέτρων. Τα 

προσοµοιώµατα αυτά, ως γνωστόν, στηρίζονται στην παραδοχή της αλληλεπίδρασης δοκού – εδάφους 

θεµελίωσης µόνον µε κατακόρυφες δυνάµεις. Επισηµαίνεται τέλος, ότι το πάχος του κανάβου κατά την 

εγκάρσια προς το επίπεδο του διεύθυνση τέθηκε ίσο µε b=0.35m.  

Η διατοµή της δοκού θεωρήθηκε ότι είναι ορθογωνική µε διαστάσεις 0.35x0.70m, ενώ αγνοήθηκαν οι 

αξονικές και οι διατµητικές της παραµορφώσεις (δοκός Euler). Η τιµή του µοναχικού κατακόρυφου φορτίου 

P0 της δοκού δεν θεωρήθηκε κοινή για όλες τις επιλύσεις, αλλά επελέγη συναρτήσει των ελαστικών 

σταθερών του υποβάθρου και του πάχους του ΗS, µε τρόπο που οι µέγιστες κατακόρυφες µετακινήσεις να 

µην είναι υπερβολικά µεγάλες ώστε να αίρονται οι προϋποθέσεις ισχύος των εξισώσεων ελαστικότητας, 

αλλά και ούτε ιδιαίτερα µικρές έτσι ώστε να είναι εφικτές οι αξιόπιστες συγκρίσεις των αποτελεσµάτων που 

προκύπτουν από τις επιλύσεις µε τα διάφορα προσοµοιώµατα.  

 
Σχήµα 5.5. Τυπικός κάναβος επίλυσης δοκών «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη µε τη µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων (Πρόγραµµα SAP2000). 

Πραγµατοποιήθηκαν συνολικά 40 επιλύσεις για κάθε ένα από τα προσοµοιώµατα που συγκρίθηκαν 

(έγιναν επιλύσεις για 8 διαφορετικά πάχη ελαστικού υποβάθρου, και για 5 διαφορετικούς τύπους εδαφών). 
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Η διαδικασία των συγκριτικών αναλύσεων ξεκίνησε µε τις επιλύσεις των προσοµοιωµάτων των 

επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων, από τις οποίες προέκυψαν τα αποτελέσµατα αναφοράς. Ως µεγέθη 

σύγκρισης επελέγησαν η µέγιστη κατακόρυφη µετακίνηση uz και η µέγιστη καµπτική ροπή Μy που ως 

γνωστό εµφανίζονται στο σηµείο εφαρµογής της εξωτερικής φόρτισης. Επιπλέον, από την εφαρµογή της 

σχέσης 5.1 υπολογίστηκαν οι τιµές των καµπτικών ροπών µε βάση τις εξισώσεις του ελαστικού ηµιεπιπέδου.  

Κατόπιν πραγµατοποιήθηκαν αναλύσεις µε τον αλγόριθµο Infinite Beams On Elastic Foundation. Από 

τις αναλύσεις αυτές προκύπτουν τα εξής αποτελέσµατα: 

– Οι µέγιστες µετακινήσεις και ροπές από το τροποποιηµένο προσοµοίωµα τουVlasov, 

– Οι τιµές των δυο εδαφικών παραµέτρων k, G καθώς και της παραµέτρου γ που καθορίζει το προφίλ των 

κατακορύφων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, 

– Οι µέγιστες µετακινήσεις και ροπές από το προσοµοίωµα Winkler, εισάγοντας ως τιµή για τον δείκτη 

εδάφους την τιµή που προέκυψε από την επίλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov, 

– Οι µέγιστες µετακινήσεις και ροπές από το προσοµοίωµα του Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων 

µετακινήσεων εισάγοντας την τιµή της παραµέτρου γ, όπως προέκυψε από την επίλυση µε το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov. Για την τιµή της αντίστοιχης παραµέτρου γh που διέπει το 

αντίστοιχο προφίλ των οριζοντίων µετακινήσεων έγινε η παραδοχή: γh=γ. 

– Οι µέγιστες µετακινήσεις και ροπές από το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων του Kerr. Για τις τιµές 

των παραµέτρων k και G γίνεται χρήση των τιµών που προκύπτουν από την επίλυση µε το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov. Για την τιµή της τρίτης παραµέτρου c (σταθερά της άνω 

στρώσης των ελατηρίων) πραγµατοποιήθηκε µια παραµετρική ανάλυση που θα περιγραφεί – όπως και τα 

αποτελέσµατα της – παρακάτω. 

Λόγω της έλλειψης στοιχείων για τις τιµές που µπορεί να λάβει η σταθερά της άνω στρώσης των 

ελατηρίων του προσοµοιώµατος του Kerr κρίθηκε πως θα έπρεπε να γίνει µια παραµετρική ανάλυση, 

κάνοντας την παραδοχή ότι η ζητούµενη σταθερά c είναι πολλαπλάσια ή υποπολλαπλάσια της αντίστοιχης 

σταθεράς της κάτω στρώσης k, η τιµή της οποίας προέκυψε από την ανάλυση µε το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα του Vlasov. Στόχος της παραµετρικής ανάλυσης είναι η διερεύνηση της ύπαρξης ή όχι ενός 

συντελεστή συσχέτισης nck των σταθερών k και c (nck=c/k), για τον οποίον να επιτυγχάνεται η σύγκλιση των 

αποτελεσµάτων που αφορούν τις µέγιστες µετακινήσεις και ροπές, όπως αυτές προκύπτουν αφενός από τις 

επιλύσεις αναφοράς, και αφετέρου από τις επιλύσεις µε το προσοµοίωµα τριών παραµέτρων του Kerr. 

Στα παρακάτω σχήµατα γίνεται µια συνοπτική και παράλληλα εποπτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

που προέκυψαν από τις παραµετρικές αναλύσεις. Καταρχήν στα σχήµατα 5.6 – 5.13 παρουσιάζονται τα 

αποτελέσµατα των αναλύσεων που αφορούν την διερεύνηση ύπαρξης ενός συντελεστή συσχέτισης των 

σταθερών k και c µε κριτήριο την εξαγωγή αποτελεσµάτων που συγκλίνουν προς τις λύσεις αναφοράς. 

Κατόπιν στα σχήµατα 5.14 – 5.16 δίνονται τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων όλων των εξεταζόµενων 

προσοµοιωµάτων. 
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Σχήµα 5.6. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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(β) 

Σχήµα 5.7. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=50m. 
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Σχήµα 5.8. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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(β) 

Σχήµα 5.9. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=30m. 
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(β) 

Σχήµα 5.10. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=25m. 
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(β) 

Σχήµα 5.11. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 
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(β) 

Σχήµα 5.12. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=15m. 
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(β) 

Σχήµα 5.13. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=10m. 
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(β) 

Σχήµα 5.14. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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(β) 

Σχήµα 5.15. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=30m. 
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(β) 

Σχήµα 5.16. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=10m. 
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Από τα σχήµατα 5.6 έως 5.13 προκύπτει µια σειρά από χρήσιµα συµπεράσµατα, τα οποία µπορούν να 

συνοψιστούν στα παρακάτω σηµεία: 

1. Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει αποτελέσµατα που συγκλίνουν προς τα αποτελέσµατα 

αναφοράς (προσοµοιώµατα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων και εξισώσεις του ελαστικού 

ηµιεπιπέδου) για συγκεκριµένες τιµές του συντελεστή συσχετισµού των παραµέτρων k και c. Πιο 

συγκεκριµένα: 

– Για τα «µαλακά» εδάφη E1, E2, και Ε3 επιτυγχάνεται σηµαντική σύγκλιση (της τάξης του 1 – 2.5%) 

µε τα αποτελέσµατα αναφοράς, όσον αφορά την µέγιστη καµπτική ροπή Μy, όταν η τιµή του 

συντελεστή nck παίρνει τιµές µεταξύ του 6 και του 8 (c=6÷8k). Για µεγάλα πάχη του ελαστικού 

υποβάθρου η βέλτιστη σχέση είναι c=8k (για πάχη H=60m και H=50m), ενώ όσο το πάχος 

ελαττώνεται, ο βέλτιστος συντελεστής τείνει στην τιµή 6. Όσον αφορά την σύγκλιση της τιµής της 

µέγιστης κατακόρυφης µετακίνησης uz θα πρέπει να τονιστεί ότι για µεγάλα και µεσαία πάχη του 

ελαστικού υποβάθρου (δηλαδή HS=60 έως 25m) η βέλτιστη τιµή του nck είναι 7 (c=7k), ενώ για 

µικρότερα πάχη η τιµή αυτή αυξάνει ελαφρά έως την τιµή 8. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί, ότι και για 

τις κατακόρυφες µετακινήσεις η σύγκλιση που επιτυγχάνεται, όταν nck=7, είναι σηµαντική καθώς 

είναι της τάξης του 0.5 – 2.5%. Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις προτείνεται ως βέλτιστη τιµή 

για το nck η τιµή 7 (c=7k). Με την τιµή αυτή επιτυγχάνεται η βέλτιστη κατά µέσον όρο σύγκλιση τόσο 

καµπτικών ροπών όσο και κατακορύφων µετακινήσεων ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου µε εξαίρεση ίσως των πολύ µικρών βαθών (HS≤15m). 

– Για τα «σκληρά» εδάφη Ε4 και Ε5 η βέλτιστη σύγκλιση της τιµής της µέγιστης καµπτικής ροπής Μy 

εξαρτάται πιο πολύ από το βάθος του ελαστικού υποβάθρου απ’ ότι για τα αντίστοιχα «µαλακά». Έτσι 

για µεγάλα βάθη (ΗS=50–60m) η βέλτιστη τιµή για το nck είναι ίση µε 11. Για µεσαία βάθη       

(ΗS=30–40m) η τιµή αυτή µειώνεται στο 8 – 9, ενώ για µικρά βάθη (HS≤25m) µειώνεται ακόµα 

περισσότερο σε 6 – 7. Η µεγάλη αυτή διασπορά των βέλτιστων τιµών του nck δεν απαγορεύει την 

επιλογή µιας και µοναδικής βέλτιστης τιµής για κάθε τιµή του βάθους HS, καθώς αν επί παραδείγµατι 

επιλεγεί η τιµή nck=9 οι αποκλίσεις των τιµών των καµπτικών ροπών από τις αντίστοιχες τιµές 

αναφοράς δεν υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση το 4%. Τέλος όσον αφορά την σύγκλιση των τιµών 

των κατακορύφων µετακινήσεων, αυτή επιτυγχάνεται για nck=7 όπως και στην περίπτωση των 

«µαλακών» εδαφών.  

– Σηµαντική είναι επίσης η παρατήρηση, ότι για την περίπτωση των «σκληρών» εδαφών ο συντελεστής 

συσχέτισης nck για τον οποίον επιτυγχάνεται η σύγκλιση των αποτελεσµάτων µε τα αποτελέσµατα 

αναφοράς είναι µεγαλύτερος απ’ ότι στην περίπτωση των «µαλακών» εδαφών. Η προσπάθεια 

ερµηνείας του συµπεράσµατος αυτού µε βάση τα χαρακτηριστικά του µηχανικού προσοµοιώµατος 

των τριών παραµέτρων οδηγεί στην παρατήρηση ότι στην περίπτωση των «σκληρών» εδαφών το 

ποσοστό της κατακόρυφης µετακίνησης που οφείλεται στην παραµόρφωση της άνω στρώσης των 

ελατηρίων είναι µικρότερο. Κατά συνέπεια θα πρέπει να είναι πιο «σκληρά» και τα αντίστοιχα 

ελατήρια. 
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2. Η υπεροχή του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων έναντι των προσοµοιωµάτων του Winkler και 

του Vlasov είναι εµφανής, όπως φαίνεται και από τα σχήµατα 5.14 – 5.16. Πιο συγκεκριµένα από την 

µελέτη των σχηµάτων αυτών προκύπτουν τα κάτωθι συµπεράσµατα: 

– Το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει γενικά µεγαλύτερες τιµές καµπτικών ροπών και µετακινήσεων 

από την λύση αναφοράς. Ειδικότερα, για τις καµπτικές ροπές οι αποκλίσεις είναι µεγαλύτερες στην 

περίπτωση των «σκληρών» εδαφών και µάλιστα είναι σηµαντικότατες, καθώς είναι της τάξης του 

50% για µεγάλα και µεσαία βάθη του ελαστικού υποβάθρου, ενώ αµβλύνονται στην περίπτωση 

µικρού βάθους καθώς µειώνονται στο 10 – 15%. Αντίστοιχης τάξης είναι και οι αποκλίσεις των 

κατακορύφων µετακινήσεων. 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει γενικά µικρότερες τιµές καµπτικών ροπών και κατακορύφων 

µετακινήσεων απ’ τις αντίστοιχες τιµές αναφοράς. Πάντως, κατ’ απόλυτη τιµή οι αποκλίσεις αυτές 

είναι µικρότερες από τις αντίστοιχες αποκλίσεις του προσοµοιώµατος του Winkler. Έτσι, για τα 

«σκληρά» εδάφη οι αποκλίσεις των καµπτικών ροπών – που είναι γενικά µεγαλύτερες απ’ ότι στην 

περίπτωση των «µαλακών» εδαφών – δεν υπερβαίνουν το 40% για µεγάλα και µεσαία βάθη 

υποβάθρου, και το 15% για τα µικρά. Αντίστοιχης τάξης είναι οι αποκλίσεις των µετακινήσεων. 

– Η θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων του υποβάθρου δεν είναι καθοριστικής σηµασίας για την 

περίπτωση της κάµψης δοκών «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Από την 

µελέτη των σχηµάτων 5.14 – 5.16 προκύπτει το συµπέρασµα, ότι η θεώρηση των οριζοντίων 

µετακινήσεων του υποβάθρου δεν διαφοροποιεί τα αποτελέσµατα από την αντίστοιχη επίλυση χωρίς 

τη θεώρηση τους, καθώς οι διαφορές που προκύπτουν δεν υπερβαίνουν το 5% σε καµία περίπτωση. 

3. Ένα πολύ σηµαντικό συµπέρασµα που προκύπτει από τις αναλύσεις που προηγήθηκαν αφορά και τον 

προσδιορισµό των παραµέτρων των προσοµοιωµάτων. Όπως είναι γνωστό, η απόδοση ενός 

προσοµοιώµατος δεν εξαρτάται µόνον από τις παραδοχές επάνω στις οποίες είναι βασισµένο, ούτε µόνον 

από τον αριθµό των παραµέτρων που λαµβάνονται υπόψη. Πολύ σηµαντική είναι και η εξάρτηση των 

αποτελεσµάτων από τις αριθµητικές τιµές που λαµβάνουν οι παράµετροι αυτές. Η έλλειψη αξιόπιστων 

στοιχείων για τις τιµές των εδαφικών παραµέτρων – πέραν της πρώτης – καθιστά προβληµατική την 

χρήση των προσοµοιωµάτων των δυο και τριών παραµέτρων. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί η έλλειψη 

αυτή και να καταστεί δυνατή η αξιόπιστη σύγκριση µεταξύ των προσοµοιωµάτων, θα πρέπει οι 

συγκρίσεις αυτές να γίνουν µε τιµές εδαφικών παραµέτρων που προκύπτουν από µια συγκεκριµένη 

διαδικασία. Στα πλαίσια των αναλύσεων που παρουσιάστηκαν η µόνη δυνατότητα που υπήρχε ήταν η 

χρήση του αναλυτικού προσδιορισµού των παραµέτρων k, G µε χρήση του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος του Vlasov. Όσο για την τρίτη παράµετρο c, η έλλειψη αξιόπιστων στοιχείων στη 

βιβλιογραφία οδήγησε στην απόφαση του συσχετισµού της τιµής της µε την τιµή της παραµέτρου k, µε 

το σκεπτικό ότι οι δυο αυτές παράµετροι αναφέρονται σε σταθερές κατακορύφων µεταφορικών 

ελατηρίων και εποµένως είναι της ίδιας φύσεως. Τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων µε τις λύσεις 

αναφοράς οδήγησαν στο σηµαντικό συµπέρασµα, ότι οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck µε τον 

οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση µε τα αποτελέσµατα αναφοράς δεν εµφανίζουν µια µεγάλη ή τυχαία 
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διασπορά όπως περιγράφηκε και πιο πάνω. Η παρατήρηση αυτή µπορεί να οδηγήσει στο συµπέρασµα, 

ότι η µεθοδολογία προσδιορισµού των τιµών των παραµέτρων k, G µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα 

του Vlasov, «εµπλουτισµένη» µε τα αποτελέσµατα των παραµετρικών αναλύσεων για την συσχέτιση των 

παραµέτρων k και c, µπορεί να αποτελέσει µια αξιόπιστη µεθοδολογία προσδιορισµού των τριών 

εδαφικών παραµέτρων του µηχανικού προσοµοιώµατος του Kerr. Έτσι µε βάση τα παραπάνω 

συµπεράσµατα κρίθηκε σκόπιµο να ακολουθηθεί η ίδια διαδικασία προσδιορισµού των παραµέτρων και 

στα επόµενα παραδείγµατα, προκειµένου να ελεγχθεί περαιτέρω η αποτελεσµατικότητα και η αξιοπιστία 

της. 

5.3.1.2. Παράδειγµα 1β. ∆οκός υπό µοναχική ροπή  

Και για την περίπτωση του προβλήµατος της κάµψης δοκού «απείρου» µήκους υπό µοναχική ροπή 

ακολουθήθηκε διαδικασία επιλύσεων όµοια µε αυτή που ακολουθήθηκε και στην περίπτωση του µοναχικού 

κατακόρυφου φορτίου. Έτσι χρησιµοποιήθηκαν ως λύσεις αναφοράς, οι λύσεις που προκύπτουν από την 

επίλυση µε χρήση προσοµοιωµάτων επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Για τις επιλύσεις αυτές έγινε 

χρήση κανάβων µε τα χαρακτηριστικά που δίνονται στο Σχήµα 5.5, µε τη διαφορά βέβαια ότι στο επίπεδο 

συµµετρίας έγινε χρήση των συνοριακών συνθηκών που αντιστοιχούν σε προβλήµατα συµµετρικών φορέων 

µε αντισυµµετρική φόρτιση. Για τον προσδιορισµό των τιµών των παραµέτρων k και G, αλλά και για τις 

επιλύσεις µε τα υπόλοιπα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα, έγινε χρήση του αλγορίθµου Infinite Beams On 

Elastic Foundation όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα. 

Ωστόσο πραγµατοποιήθηκαν λιγότερες επιλύσεις, καθώς θεωρήθηκαν µόνον τρία διαφορετικά πάχη για 

το ελαστικό υπόβαθρο – ΗS=15, 30, 60 µέτρα – ενώ ο αριθµός των διαφορετικών τύπων εδάφους που 

εξετάστηκαν παρέµεινε ο ίδιος (κατά τον Πίνακα 5.2). Λόγω του ότι στην περίπτωση της φόρτισης µε 

µοναχική ροπή τόσο η κατακόρυφη µετακίνηση uz όσο και η καµπτική ροπή My είναι προκαθορισµένες στο 

σηµείο εφαρµογής της εξωτερικής φόρτισης (µε τιµές 0 και Μ0/2 αντίστοιχα), τα µεγέθη που ελέγχθηκαν 

είναι η στροφή της διατοµής φy=duz/dx, και η τέµνουσα δύναµη της δοκού Vz.  

Στα σχήµατα 5.17 – 5.19 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των παραµετρικών αναλύσεων που αφορούν 

την διερεύνηση του βέλτιστου συντελεστή συσχέτισης των παραµέτρων k και c, προκειµένου να επιτευχθεί 

σύγκλιση των εξεταζοµένων µεγεθών προς τα αποτελέσµατα αναφοράς, ενώ στα σχήµατα 5.20 – 5.22 

δίνονται τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων όλων των προσοµοιωµάτων. 
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Σχήµα 5.17. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy (β) 

του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Σχήµα 5.18. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy (β) 

του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=30m. 
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Σχήµα 5.19. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy (β) 

του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση 

αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=15m. 
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Σχήµα 5.20. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy  (β) 

των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Σχήµα 5.21. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy  (β) 

των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=30m. 
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Σχήµα 5.22. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy  (β) 

των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Vlasov (V), Kerr (K), και Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός 

υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=15m. 
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Από τη µελέτη των σχηµάτων 5.17 έως 5.19 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

1. Σε αντίθεση µε την περίπτωση φόρτισης µε µοναχικό κατακόρυφο φορτίο, δεν υφίσταται διαφοροποίηση 

µεταξύ των «µαλακών» εδαφών Ε1, Ε2, Ε3 και των «σκληρών» εδαφών Ε4, Ε5 όσον αφορά την τιµή του 

συντελεστή nck µε την οποία επιτυγχάνεται η µέγιστη σύγκλιση των τεµνουσών δυνάµεων Vz µε τη λύση 

αναφοράς. Η τιµή αυτή είναι µάλιστα ανεξάρτητη και του βάθους του ελαστικού υποβάθρου και 

κυµαίνεται µεταξύ του 6 και του 7. 

2. Οι αντίστοιχες τιµές του συντελεστή nck για την επίτευξη σύγκλισης της µέγιστης στροφής των διατοµών 

φy, ενώ δεν εξαρτώνται από το αν το έδαφος είναι «σκληρό» ή «µαλακό», παρουσιάζουν µια περίπου 

γραµµική εξάρτηση από το βάθος HS του ελαστικού υποβάθρου. Έτσι, για ΗS=60m η βέλτιστη τιµή του 

nck είναι 4 ενώ για HS=30m και HS=15m είναι 5 και 6 αντίστοιχα.  

3. Ως τιµή του συντελεστή nck για την επίτευξη µιας βέλτιστης προσέγγισης – τόσο των τεµνουσών 

δυνάµεων όσο και των στροφών της διατοµής ανεξαρτήτως τύπου εδάφους και ανεξαρτήτως πάχους του 

ελαστικού υποβάθρου – στην λύση αναφοράς µπορεί να θεωρηθεί η τιµή 7. Πράγµατι, για την τιµή αυτή 

οι αποκλίσεις από την λύση αναφοράς δεν υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση το 4%. 

Από τη µελέτη των σχηµάτων 5.20 έως 5.22 προκύπτει και για την παρούσα περίπτωση το συµπέρασµα 

της σαφούς υπεροχής του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων έναντι των προσοµοιωµάτων των δυο 

και της µιας παραµέτρου, εάν επιλεγεί για τον συντελεστή nck η τιµή 7. Πιο συγκεκριµένα, προκύπτουν και 

τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

1. Το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει γενικά µικρότερες τιµές για τις τέµνουσες δυνάµεις απ’ ό,τι το 

προσοµοίωµα αναφοράς. Η τάξη µεγέθους των αποκλίσεων αυτών δεν µεταβάλλεται σηµαντικά σε 

σχέση µε το βάθος του ελαστικού υποβάθρου ούτε και σε σχέση µε το αν το έδαφος είναι «µαλακό» ή 

«σκληρό». Κυµαίνεται δε µεταξύ του 7 και του 20%. Όσον αφορά την στροφή της διατοµής, το 

προσοµοίωµα αποδίδει γενικά µεγαλύτερες τιµές από τις «ακριβείς». Οι αποκλίσεις είναι της ίδιας τάξης 

µεγέθους για κάθε ένα από τους τύπους εδάφους που µελετήθηκαν και κυµαίνονται γύρω στο 5 µε 9%. 

2. Το προσοµοίωµα του Vlasov και το αντίστοιχο προσοµοίωµα µε την θεώρηση των οριζοντίων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου εξακολουθούν και στην περίπτωση αυτή να µην 

παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές και για το λόγο αυτό τα συµπεράσµατα που παρατίθενται παρακάτω 

είναι κοινά και για τα δυο αυτά προσοµοιώµατα: 

– Παρατηρείται απόδοση γενικά µεγαλύτερων τιµών από την ακριβή λύση, αναφορικά µε την µέγιστη 

τέµνουσα VZ. Οι αποκλίσεις κυµαίνονται, ανεξαρτήτως του τύπου του εδάφους, γύρω στο 25 – 30%, 

και απλώς µειώνονται λίγο στην περίπτωση υποβάθρου µε µικρό πάχος (HS=15m). Οι τιµές των 

αποκλίσεων αυτών είναι κατ’ απόλυτη τιµή µεγαλύτερες από τις αντίστοιχές αποκλίσεις του 

προσοµοιώµατος του Winkler.  

– Όσον αφορά τις τιµές της στροφής των διατοµών, αυτές εµφανίζονται να είναι γενικά µεγαλύτερες 

από τις αντίστοιχες «ακριβείς» και µε αποκλίσεις που κυµαίνονται µεταξύ του 10 – 15%. Και στην 

περίπτωση αυτή παρατηρείται µια άµβλυνση των αποκλίσεων στην περίπτωση ελαστικού υποβάθρου 

µε µικρό πάχος.  
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Κλείνοντας τα συµπεράσµατα για την περίπτωση της κάµψης δοκών «απείρου» µήκους υπό µοναχική 

ροπή θα πρέπει να επισηµανθεί ότι η διαδικασία προσδιορισµού των τιµών των τριών εδαφικών παραµέτρων 

εµφανίζεται και στην περίπτωση αυτή αποτελεσµατική όσον αφορά τον προσδιορισµό τιµών για τις οποίες 

επιτυγχάνεται σύγκλιση των αποτελεσµάτων µε τα αποτελέσµατα ακριβέστερων επιλύσεων όπως η επίλυση 

µε επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία. Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ορίζονται και 

στην παρούσα περίπτωση συγκεκριµένες τιµές για τους συντελεστές συσχέτισης µε τους οποίους 

επιτυγχάνονται οι προαναφερόµενες συγκλίσεις προς τις λύσεις αναφοράς. 

Πολύ σηµαντικό είναι το γεγονός, ότι για τα «µαλακά» εδάφη, η τιµή nck=7 οδηγεί σε αποτελέσµατα 

τα όποια δεν αποκλίνουν σε καµία περίπτωση περισσότερο από 4% και για τα εντασιακά και για τα 

παραµορφωσιακά µεγέθη είτε για την περίπτωση της φόρτισης µε µοναχικό κατακόρυφο φορτίο είτε 

για την περίπτωση της φόρτισης µε µοναχική ροπή. Έτσι, η τιµή αυτή αποτελεί αντικείµενο 

περαιτέρω έρευνας, για το αν εξακολουθεί να είναι ικανοποιητική και κατά την περίπτωση της 

µελέτης δοκών πεπερασµένου µήκους.  

Αντίστοιχα, για τα «σκληρά» εδάφη η τιµή nck=7 οδηγεί σε σύγκλιση των αποτελεσµάτων µε τα 

αποτελέσµατα αναφοράς για την περίπτωση φόρτισης µε µοναχική ροπή, ενώ η αντίστοιχη τιµή για 

την περίπτωση φόρτισης µε µοναχική κατακόρυφη δύναµη είναι nck=9. Και στην περίπτωση αυτή οι 

παραπάνω τιµές θα αποτελέσουν αντικείµενο έρευνας για τις δοκούς πεπερασµένου µήκους. 

∆εν θα πρέπει, τέλος, να λησµονείται το γεγονός ότι όλα τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από τις 

παραπάνω αναλύσεις µπορούν να θεωρηθούν ως ισχύοντα και για την περίπτωση δοκών πεπερασµένου 

µήκους, εάν το µήκος τους υπερβαίνει το όριο που ορίστηκε στην Παράγραφο 2.5.3 (Σχέση 2.134) και 

ισχύει για δοκούς που εδράζονται επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων (λ>1.86). Επιπλέον, στα 

πλαίσια των αναλύσεων των δοκών πεπερασµένου µήκους που ακολουθούν, θα γίνουν και έλεγχοι της 

ισχύος του προαναφεροµένου ορίου και για την περίπτωση δοκών που εδράζονται επί ελαστικού υποβάθρου 

τριών παραµέτρων. 
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5.3.2. Παραδείγµατα Οµάδας 2: Μεµονωµένες ∆οκοί Πεπερασµένου µήκους 

Τα παραδείγµατα της οµάδας αυτής αφορούν την επίλυση δοκών πεπερασµένου µήκους, καταρχήν µε 

απλές φορτίσεις (κατακόρυφες δυνάµεις και ροπές, Παραδείγµατα 2α και 2β), και εν συνεχεία µε ένα πιο 

σύνθετο σύστηµα φόρτισης (Παράδειγµα 2γ). Βασικός στόχος των παραδειγµάτων αυτών είναι η 

αξιολόγηση της συµπεριφοράς των προσοµοιωµάτων λαµβάνοντας υπόψη και την επιρροή των συνοριακών 

συνθηκών, ενώ ταυτόχρονα αξιολογείται η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών στην διαµήκη προς 

τον άξονα τους διεύθυνση. Για τις επιλύσεις γίνεται χρήση των προσοµοιωµάτων που δίνονται στο σχήµα 

5.23. Ως λύσεις αναφοράς, όπου απαιτούνται, χρησιµοποιούνται λύσεις που προκύπτουν από την εφαρµογή 

προσοµοιωµάτων επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. 

5.3.2.1. Παράδειγµα 2α: ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση 

Πρόκειται για το απλούστερο παράδειγµα δοκού πεπερασµένου µήκους. Ωστόσο, παρά την απλότητα του 

είναι πολύ χρήσιµο για την σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από τη χρήση των διαφορών 

προσοµοιωµάτων. Για τον λόγο αυτό έχει χρησιµοποιηθεί σε πάρα πολλά παραδείγµατα της βιβλιογραφίας. 

L

L/2 L/2

P0

L/2 L/2

L

M0

ÄΟΚΟΣ EULER - BERNOULLI

ΠαρÜδειγìα 2α

ΠαρÜδειγìα 2β

Äυσκαìψßα: EI

Προσοìοßωìα Winkler

Προσοìοßωìα 2 παραìÝτρων Vlasov

k

(Κλασσικü και τροποποιηìÝνο)

k

G

k

Gc

Προσοìοßωìα 3 παραìÝτρων

(Kerr και Vlasov ìε οριζüντιεò ìετακινÞσειò)

L

L

L

Προσοìοßωìα 2 παραìÝτρων

L

L

Προσοìοßωìα 3 παραìÝτρων

k

G

c
G
k

(Kerr χωρßò τη θεþρηση του

εδÜφουò εκατÝρωθεν)

(Pasternak)

 
Σχήµα 5.23. ∆οκοί πεπερασµένου µήκους υπό απλές φορτίσεις, και τα χρησιµοποιούµενα προσοµοιώµατα. 

Για την επίλυση του παραδείγµατος έγινε χρήση του παρακάτω λογισµικού: 

– Προσοµοίωµα Winkler → Πρόγραµµα Beam on Elastic Foundation. 

– Προσοµοίωµα Επιφανειακών Πεπερασµένων Στοιχείων →  Πρόγραµµα SAP2000. 

– Προσοµοιώµατα δυο και τριών παραµέτρων και παραλλαγές τους →  Αναπτύχθηκαν αλγόριθµοι σε 

γλώσσα Fortran. 

Όσον αφορά τα δεδοµένα επίλυσης, θα πρέπει να τονιστούν τα εξής: 

Τα δεδοµένα του εδάφους θεµελίωσης (Μηχανικά χαρακτηριστικά ΕS, νS, και πάχος ελαστικού 

υποβάθρου HS) είναι ίδια µε αυτά που χρησιµοποιήθηκαν και για τις επιλύσεις των δοκών «απείρου» µήκους 

(βλέπε Παράγραφο 5.3.1.1, Πίνακας 5.2). Εξαίρεση αποτελεί ο τύπος εδάφους Ε2, ο οποίος αγνοήθηκε στις 

επιλύσεις που ακολουθούν, καθώς από τα αποτελέσµατα των δοκών «απείρου» µήκους που προηγήθηκαν 
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προέκυψε το συµπέρασµα ότι δεν οδηγεί σε αποτελέσµατα πολύ διαφορετικά από το τύπο εδάφους Ε3. Για 

τα πάχη των ελαστικών υποβάθρων θεωρήθηκαν οι εξής τιµές: HS=10, 20, 40, 60 µέτρα. 

Όσον αφορά την διατοµή της δοκού, διατηρήθηκε η ίδια µε την περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους 

(διατοµή 0.35x0.70m). Για την επιλογή του µήκους των δοκών λήφθηκε µέριµνα έτσι ώστε να βρίσκεται 

εντός των ορίων που οριοθετούν τις δοκούς «µέσου» µήκους (Παράγραφος 2.5.3). Η επιλογή αυτή 

θεωρήθηκε απαραίτητη, καθώς τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση δοκών µεγάλου µήκους 

προσεγγίζουν σε πολύ µεγάλο βαθµό τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση των δοκών 

«απείρου» µήκους. Αντίστοιχα, κρίθηκε σκόπιµο να αποφευχθούν αρχικά τα πολύ µικρά µήκη, καθώς στην 

περίπτωση αυτή οι δοκοί είναι εξαιρετικά δύσκαµπτες σε σχέση µε το έδαφος µε αποτέλεσµα να µην είναι 

σηµαντική η παραµόρφωση τους. Έτσι, για τον προσδιορισµό του µήκους έγινε χρήση της σχέσης των 

Vlasov και Leont’ev (Σχέση 2.134), σύµφωνα µε τους οποίους, οι τιµές της παραµέτρου λ που οριοθετούν 

τις δοκούς «µέσου» µήκους είναι: 0.86<λ<1.85. Όπως γίνεται κατανοητό από την µελέτη της σχέσης αυτής, 

ο καθορισµός του µήκους της δοκού εξαρτάται και από τα ελαστικά χαρακτηριστικά του εδάφους 

θεµελίωσης. Εποµένως η επιλογή του θα πρέπει να γίνει µε τέτοιον τρόπο ώστε η τιµή του λ να βρίσκεται 

εντός των καθορισµένων ορίων για κάθε µια από τις κατηγορίες εδάφους του Πίνακα 5.2. Όµως από την 

εφαρµογή της σχέσης 2.134 για τις δεδοµένες εδαφικές παραµέτρους, προκύπτει το συµπέρασµα ότι δεν 

µπορεί να επιλεγεί µια κοινή τιµή µήκους που να ικανοποιεί το κριτήριο 0.86<λ<1.85 για όλες τις 

εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Έτσι για τις κατηγορίες «µαλακών» εδαφών Ε1 και Ε3, επελέγη η τιµή 

L=10m (για την τιµή αυτή λ=0.94 και λ=1.12 αντίστοιχα), ενώ για τα «σκληρά» εδάφη Ε4, Ε5 επελέγη η 

τιµή L=6m (για την τιµή αυτή λ=1.10 και λ=1.32 αντίστοιχα).  

Οι κάναβοι που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση µε τα επιφανειακά πεπερασµένα στοιχεία έχουν τα 

ίδια ακριβώς χαρακτηριστικά µε αυτά που περιγράφηκαν αναλυτικά στην Παράγραφο 5.3.1.1 (Σχήµα 5.5). 

Όπως και στην περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους, η τιµή της κατακόρυφης φόρτισης δεν είναι ενιαία 

για όλες τις επιλύσεις, αλλά διαφορετική κατά περίπτωση. Η επιλογή έγινε µε κριτήριο την απόδοση 

λογικών τιµών για την µέγιστη κατακόρυφη µετακίνηση. 

Για τις επιλύσεις µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov και τα προσοµοιώµατα του Kerr και του 

Pasternak (προσοµοίωµα δυο παραµέτρων χωρίς την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν) συντάχθηκαν 

ειδικοί αλγόριθµοι σε γλώσσα Fortran 90. Όσο αναφορά το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov 

συντάχθηκε ο επαναληπτικός αλγόριθµος Finite Beam on Modified Vlasov Model του οποίου τα 

χαρακτηριστικά είναι όµοια µε αυτά που δίνονται στο διάγραµµα ροής του σχήµατος 5.4. Αντίστοιχα για τις 

περιπτώσεις των προσοµοιωµάτων δυο και τριών παραµέτρων συντάχθηκαν στα πλαίσια της παρούσας 

διατριβής οι αλγόριθµοι Finite Beam on Pasternak Model και Finite Beam on Kerr Model, οι οποίοι έχουν 

την δυνατότητα να επιλύουν τα αντίστοιχα προβλήµατα για κάθε δυνατή περίπτωση λύσης της κατά 

περίπτωση ισχύουσας διαφορικής εξίσωσης (Περιπτώσεις Α1 και Β1 για το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων, και Περιπτώσεις 3 και 5 για το προσοµοίωµα των δυο παραµέτρων). Επίσης, παρέχουν τη 

δυνατότητα επιλογής της θεώρησης ή όχι του εδάφους θεµελίωσης εκατέρωθεν της δοκού, αλλά και της 

επίλυσης προβληµάτων στα οποία η φόρτιση αποτελείται από συνδυασµό µοναχικών φορτίων και ροπών, 
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καθώς και τραπεζοειδών φορτίων σε τµήµατα του ανοίγµατος της δοκού. Θα πρέπει τέλος να τονιστεί ότι οι 

παραπάνω αλγόριθµοι αποτελούν προγραµµατιστική υλοποίηση της µεθόδου των αρχικών παραµέτρων, και 

των απαιτούµενων για τη χρήση της µεθόδου αυτής µητρώων µεταφοράς. 

Πέραν των επιλύσεων που περιγράφηκαν παραπάνω έγιναν και επιλύσεις µε το προσοµοίωµα του Vlasov 

µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, προκείµενου να γίνει µια 

αξιολόγηση της επιρροής των οριζοντίων µετακινήσεων και στην περίπτωση δοκών πεπερασµένου µήκους. 

Κατά τις επιλύσεις αυτές έγινε η παραδοχή, ότι η παράµετρος που διέπει τις κατακόρυφες µετακινήσεις στο 

εσωτερικό του υποβάθρου γ είναι ίση µε την αντίστοιχη παράµετρο που διέπει τις οριζόντιες µετακινήσεις γh 

(γ= γh).  

Όσον αφορά τις τιµές των παραµέτρων που απαιτούνται για τις επιλύσεις, ακολουθήθηκε η ίδια 

διαδικασία όπως και στην περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους. ∆ηλαδή προηγήθηκε η επίλυση µε το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov από την οποία προέκυψαν οι τιµές των παραµέτρων k και G, και 

ακολούθησε παραµετρική διερεύνηση µε στόχο την εξεύρεση του κατά περίπτωση βέλτιστου συντελεστή 

συσχέτισης των παραµέτρων k και c. Κατά την παραµετρική αυτή διερεύνηση ελέχθησαν σε πρώτο στάδιο 

οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck (nck=c/k) για τις οποίες το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

αποδίδει τα βέλτιστα αποτελέσµατα σε σχέση µε το προσοµοίωµα αναφοράς κατά τις αναλύσεις των δοκών 

«απείρου» µήκους, τόσο όσο ως προς τις ροπές όσο και προς τις κατακόρυφες µετακινήσεις (υπενθυµίζεται, 

ότι οι βέλτιστες τιµές για την περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους είναι 7 για τα «µαλακά», και 9 για τα 

«σκληρά» εδάφη). Σε δεύτερο στάδιο πραγµατοποιήθηκε διερεύνηση των βέλτιστων συντελεστών nck για τις 

περιπτώσεις κατά τις οποίες οι παραπάνω τιµές εµφανίζονται να είναι ανεπαρκείς για τις δοκούς 

πεπερασµένου, και πιο συγκεκριµένα µέσου, µήκους. Λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα της 

διερεύνησης αυτής, κρίθηκε σκόπιµη η διενέργεια ενός επιπλέον κύκλου αναλύσεων µε στόχο την 

διερεύνηση του βαθµού εξάρτησης των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης µε το µήκος της δοκού L, και 

την τιµή του δείκτη σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ.  

Τέλος µε τις τιµές που προέκυψαν από την εξεταζόµενη µεθοδολογία προσδιορισµού τιµών των 

εδαφικών παραµέτρων, πραγµατοποιήθηκαν και οι προαναφερόµενες αναλύσεις µε τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα που παρουσιάζονται στο Σχήµα 5.23, και ακολούθησαν οι απαιτούµενες συγκρίσεις µε τα 

αποτελέσµατα αναφοράς. 

Έτσι, στα σχήµατα 5.24 – 5.27 παρουσιάζονται οι συγκρίσεις των αποτελεσµάτων των προσοµοιωµάτων 

που ελέχθησαν στα πλαίσια του παραδείγµατος. Στα σχήµατα αυτά, τα αποτελέσµατα που αντιστοιχούν στο 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων προκύπτουν µε χρήση των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης που 

προέκυψαν από τις αναλύσεις των δοκών «απείρου» µήκους. Στα σχήµατα 5.28 – 5.31 δίνονται τα 

αποτελέσµατα της διερεύνησης της δυνατότητας του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων όσον αφορά 

την ακόµα µεγαλύτερη προσέγγιση των αποτελεσµάτων αναφοράς, µε χρήση διαφορετικών τιµών για τον 

συντελεστή συσχέτισης nck. Τέλος, στους Πίνακες 5.4α και 5.4β παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της 

διερεύνησης του βαθµού εξάρτησης των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης, µε τον τύπο του εδάφους, το 

µήκος της δοκού L, και τον συντελεστή σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ. 
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(β) 

Σχήµα 5.24. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Pasternak (P), Vlasov (V), Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), Kerr (K) και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού (Κ1), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη 

φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

271 

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������

�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������

�������
�������
�������

-60%

-50%

-40%

-30%

-20%

-10%

0%

10%

E1 E3 E4 E5

����
���� W
����
���� P

V

Vh

K

����
K1

Απüκλιση απü τη λýση αναφορÜò

Κατηγορßα 
ΕδÜφουò

†Ω…Ã÷◊À Œ√–” ◊ÃŒæ ’ “” æ † y

 
(α) 

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

-50%

0%

50%

100%

150%

200%

250%

E1 E3 E4 E5

����
���� W
����
����

P

V

Vh

K

����
K1

Απüκλιση απü τη λýση αναφορÜò

Κατηγορßα 
ΕδÜφουò

†Ω…Ã÷◊À Œ√◊√Œ¿’ ‹ »À –«◊√Œø—À÷À uz

 
(β) 

Σχήµα 5.25. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Pasternak (P), Vlasov (V), Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), Kerr (K) και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού (Κ1), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη 

φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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(β) 

Σχήµα 5.26. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Pasternak (P), Vlasov (V), Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), Kerr (K) και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού (Κ1), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική 

κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

273 

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

-35%

-30%

-25%

-20%

-15%

-10%

-5%

0%

5%

E1 E3 E4 E5

����
����W
����
����

P

V

Vh

K
����
����K1

Απüκλιση απü τη λýση αναφορÜò

Κατηγορßα 
ΕδÜφουò

†Ω…Ã÷◊À Œ√–” ◊ÃŒæ ’ “” æ † y

 
(α) 

�������
�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������
��������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

-20%

-10%

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

E1 E3 E4 E5

����
����W
����
����P

V

Vh

K

����
K1

Απüκλιση απü τη λýση αναφορÜò

Κατηγορßα 
ΕδÜφουò

†Ω…Ã÷◊À Œ√◊√Œ¿’ ‹ »À –«◊√Œø—À÷À uz

 
(β) 

Σχήµα 5.27. Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My (α), και των µέγιστων κατακόρυφων µετακινήσεων uz 

(β) των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Pasternak (P), Vlasov (V), Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων 

στο εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), Kerr (K) και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού (Κ1), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική 

κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=10m. 
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Σχήµα 5.28.  Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από 

τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς, για διάφορες τιµές του συντελεστή συσχέτισης 

nck. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Σχήµα 5.29.  Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από 

τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς, για διάφορες τιµές του συντελεστή συσχέτισης 

nck. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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Σχήµα 5.30.  Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από 

τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς, για διάφορες τιµές του συντελεστή συσχέτισης 

nck. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 
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Σχήµα 5.31.  Αποκλίσεις των µέγιστων καµπτικών ροπών My του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr από 

τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς, για διάφορες τιµές του συντελεστή συσχέτισης 

nck. ∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=10m. 
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Από τα σχήµατα 5.24 – 5.27 µπορούν να εξαχθούν τα παρακάτω συµπεράσµατα σχετικά µε την απόδοση 

των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων. 

1. Όσον αφορά την προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων:  

– Είναι εµφανής η υπεροχή του προσοµοιώµατος του Kerr µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού. Τόσο για τα «µαλακά» όσο και για τα «σκληρά» εδάφη, αλλά και για κάθε 

βάθος του ελαστικού υποστρώµατος που εξετάστηκε, το εν λόγω προσοµοίωµα αποδίδει 

µετακινήσεις που σε καµία περίπτωση δεν αποκλίνουν περισσότερο από το 6% από τις λύσεις 

αναφοράς. Οι αποδόσεις αυτές προκύπτουν για συντελεστή συσχέτισης nck=7 για τα «µαλακά» 

εδάφη και nck=8 µια τα «σκληρά». Ακόµα όµως και αν επιλεγεί η ενιαία τιµή nck=7 και για τις δυο 

κατηγορίες εδαφών, η απόκλιση από τις λύσεις αναφοράς δεν υπερβαίνει σε καµία περίπτωση το 

10%. Το γεγονός αυτό επεκτείνει το συµπέρασµα ότι η τιµή nck=7 αποδίδει πολύ ικανοποιητικά – 

και σε µεγαλύτερο βαθµό από τα υπόλοιπα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα – τις κατακόρυφες 

µετακινήσεις τόσο στην περίπτωση δοκών «απείρου» και µεγάλου µήκους όσο και στην περίπτωση 

δοκών µέσου µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. 

– Τα προσοµοιώµατα των Winkler, Pasternak και Kerr χωρίς την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν 

της δοκού αποτυγχάνουν πλήρως στην προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων, καθώς 

αποδίδουν αποτελέσµατα που αποκλίνουν από 40% έως 250%. Τα προσοµοιώµατα του Vlasov µε 

και χωρίς την επιρροή των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου εµφανίζονται 

ισοδύναµα, και σε κάθε περίπτωση πολύ πιο αποτελεσµατικά από τα τρία προαναφερόµενα. 

Ωστόσο, η απόδοση τους δεν είναι της εφάµιλλη µε αυτήν του προσοµοιώµατος του Kerr, καθώς οι 

αποκλίσεις που προκύπτουν από την εφαρµογή τους σε καµία περίπτωση δεν είναι µικρότερες του 

10%. Μάλιστα αξίζει να σηµειωθεί, ότι τα προσοµοιώµατα του Vlasov αποδίδουν γενικά µικρότερες 

µετακινήσεις από το προσοµοίωµα αναφοράς όπως και στην περίπτωση των δοκών «απείρου» 

µήκους. 

– Από τα προαναφερθέντα συµπεράσµατα µπορεί να εξαχθεί η γενικότερης ισχύος παρατήρηση, 

ότι προκειµένου να επιτευχθεί ικανοποιητική σύγκλιση των τιµών των κατακορύφων 

µετακινήσεων προς τις αντίστοιχες τιµές αναφοράς, θα πρέπει σε κάθε περίπτωση να 

λαµβάνεται υπόψη η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού. Κάτι τέτοιο είναι εφικτό µε 

τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του Kerr. Ωστόσο, η βελτιωµένη εικόνα που παρουσιάζει το 

προσοµοίωµα του Κerr σε σχέση µε το προσοµοίωµα του Vlasov, θα µπορούσε να εξηγηθεί από 

τη δυνατότητα του πρώτου να λαµβάνει υπόψη του και τις επιπρόσθετες µετακινήσεις που 

αναπτύσσονται πολλές φορές εντός της φορτιζόµενης επιφάνειας του εδάφους (η παρατήρηση 

αυτή έχει επαληθευτεί και από την µελέτη πειραµατικών δεδοµένων: βλέπε Foppl (1909) και 

Soldini (1965),  καθώς και Σελίδα 72 της παρούσης). 
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2. Όσον αφορά την προσέγγιση των µεγίστων καµπτικών ροπών, τα αποτελέσµατα δεν είναι τόσο 

ξεκάθαρα όπως συµβαίνει µε την περίπτωση των κατακορύφων µετακινήσεων. Έτσι, τα συµπεράσµατα 

που προέκυψαν θα συνοψιστούν αρχικά στον παρακάτω πίνακα και σε συνδυασµό µε τα σχήµατα 5.24 

– 5.27 θα βοηθήσουν στην διατύπωση των συµπερασµάτων που θα παρουσιαστούν παρακάτω. 

Πίνακας 5.3α. Συγκεντρωτικός πίνακας αξιολόγησης της απόδοσης των εξεταζόµενων 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά την προσέγγιση των µέγιστων καµπτικών ροπών. 

 Έδαφος Ε1 Έδαφος Ε3 Έδαφος Ε4 Έδαφος Ε5 

ΗS=60m 
Vlasov: +0.9% 

Kerr: -16.45% 

Kerr: -13.42% 

Vlasov: -14.37% 

Winkler: -13.85% 

Kerr: -14.10% 

Winkler: -5.76% 

Kerr: -8.55% 

ΗS=40m 
Vlasov: +5.15% 

Kerr: -14.70% 

Vlasov: +7.62% 

Kerr: -12.30% 

Kerr: -13.45% 

Vlasov: -13.50% 

Winkler: -6.0% 

Kerr: -8.77% 

ΗS=20m 
Vlasov: +7.0% 

Kerr: -10.0% 

Vlasov: -0.7% 

Kerr: -8.0% 

Vlasov: -3.0% 

Kerr: -10.8% 

Winkler: -7.0% 

Kerr: -8.40% 

ΗS=10m 
Vlasov: +4.30% 

Kerr: -5.80% 

Vlasov: +0.7% 

Kerr: -5.13% 

Vlasov: +1.6% 

Kerr: -6.6% 

Kerr: -6.0% 

Winkler: -7.0% 

Στον Πίνακα 5.3α, παρουσιάζονται για κάθε µια από τις περιπτώσεις που αναλύθηκαν – δηλαδή για 

όλους τους συνδυασµούς βάθους HS και κατηγορίας εδάφους – αφενός οι αποκλίσεις του  

προσοµοιώµατος που αποδίδει τα βέλτιστα αποτελέσµατα, και αφετέρου οι αντίστοιχες αποκλίσεις του 

προσοµοιώµατος του Kerr. Οι τιµές των αποκλίσεων του προσοµοιώµατος του Kerr προκύπτουν µε 

χρήση της τιµής nck=7 για τα «µαλακά» εδάφη Ε1, Ε3, και nck=9 για τα «σκληρά» εδάφη Ε4, Ε5. 

Από τον Πίνακα 5.3α και τα Σχήµατα 5.24 – 5.27 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

– Τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Kerr εµφανίζονται να αποδίδουν σε γενικές γραµµές τα πιο 

αξιόπιστα αποτελέσµατα στην πλειοψηφία των περιπτώσεων που αντιµετωπίστηκαν.  

– Η καλή απόδοση του προσοµοιώµατος του Vlasov παύει να υφίσταται στην περίπτωση της 

κατηγορίας εδάφους Ε5 το µέτρο ελαστικότητας του οποίου είναι το µεγαλύτερο από όλα τα 

υπόλοιπα εδάφη που εξετάστηκαν. Στην περίπτωση του εδάφους αυτού οι αποκλίσεις του εν λόγω 

προσοµοιώµατος είναι σηµαντικές καθώς κυµαίνονται από 10% έως 40%.  

– Στην περίπτωση της κατηγορίας εδάφους Ε5 το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει τα καλύτερα 

αποτελέσµατα. Ωστόσο και η απόδοση του προσοµοιώµατος του Kerr δεν υπολείπεται, καθώς οι 

διαφορές µεταξύ τους είναι ασήµαντες. 

– Τα προσοµοιώµατα του Pasternak και του Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού, εµφανίζουν τις πιο φτωχές αποδόσεις σε σύγκριση µε τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα και εποµένως κρίνονται ανεπαρκή για την επίλυση του παρόντος προβλήµατος. 

Κλείνοντας την αναφορά στα συµπεράσµατα των επιλύσεων σχετικά µε τις µέγιστες καµπτικές 

ροπές, θα πρέπει να τονιστεί ότι το προσοµοίωµα του Kerr µε τη θεώρηση του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού, εµφανίζει γενικά µια σταθερή απόδοση ανεξαρτήτως του τύπου εδάφους 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

280 

και του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, καθώς σε καµία από τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν 

δεν αποδίδει αποκλίσεις µεγαλύτερες του 15 – 17%.  Η υπεροχή του προσοµοιώµατος του Kerr 

έναντι των υπολοίπων που ελέχθησαν, έγκειται στο γεγονός ότι δεν υπάρχουν κατηγορίες εδαφών 

στις οποίες να υστερεί σηµαντικά, κάτι που συµβαίνει µε όλα τα υπόλοιπα. Έτσι, επί 

παραδείγµατι, το προσοµοίωµα του Vlasov το οποίο εµφανίζει πάρα πολύ καλή συµπεριφορά για 

τις περιπτώσεις των εδαφών Ε1, Ε3, Ε4, εµφανίζει σηµαντικές αποκλίσεις – έως και 40% – για 

την περίπτωση του εδάφους Ε5. Αντίστοιχα το προσοµοίωµα του Winkler που εµφανίζεται πολύ 

αποδοτικό στην περίπτωση του εδάφους Ε5 δεν είναι εξίσου αποδοτικό στις υπόλοιπες 

κατηγορίες. 

Όλα τα συµπεράσµατα που παρουσιάστηκαν παραπάνω, όσον αφορά το προσοµοίωµα του Kerr, 

προκύπτουν από την χρήση συγκεκριµένων συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των παραµέτρων k και c (nck=7 

για τα εδάφη Ε1, Ε3, και nck=9 για τα εδάφη Ε4, Ε5). Κάνοντας µια σύγκριση των προσεγγίσεων που 

επιτυγχάνονται µε τους συντελεστές αυτούς στην περίπτωση της κάµψης δοκών «απείρου» µήκους µε τις 

αντίστοιχες προσεγγίσεις κατά την περίπτωση της µελέτης της κάµψης δοκών µέσου µήκους, οι τελευταίες 

εµφανίζονται να είναι µικρές και αποδεκτές µεν, αλλά όχι ανάλογες των πρώτων. Το γεγονός αυτό οδήγησε 

στο προβληµατισµό του αν υπάρχουν ή όχι κάποιες άλλες τιµές των συντελεστών συσχέτισης που να 

επιτυγχάνουν ακόµα µεγαλύτερη σύγκλιση προς τις λύσεις αναφοράς. Για το σκοπό αυτό έγινε ένας µεγάλος 

αριθµός παραµετρικών αναλύσεων που παρουσιάζονται στα Σχήµατα 5.28 – 5.31. Οι αναλύσεις αυτές είναι 

ανάλογες αυτών που έγιναν για την περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους (Σχήµατα 5.6 – 5.13), µε τη 

διαφορά ότι το εύρος των τιµών του συντελεστή συσχέτισης που ελέγχθηκε στην παρούσα περίπτωση είναι 

πολύ µεγαλύτερο. 

Από τα σχήµατα 5.28 – 5.31 µπορούν να εξαχθούν κατ’ αρχάς κάποια συµπεράσµατα για την 

«αριθµητική» συµπεριφορά του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, σε συνδυασµό µε κάποια 

συµπεράσµατα για τα όρια δυνατοτήτων της εξεταζόµενης µεθοδολογίας προσδιορισµού των παραµέτρων 

του προσοµοιώµατος. Τα συµπεράσµατα αυτά είναι τα εξής: 

– Η δυνατότητα της µεθοδολογίας προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων στο υπολογισµό τιµών που 

οδηγούν στην βέλτιστη σύγκλιση των τιµών των καµπτικών ροπών προς τις τιµές αναφοράς, εξαρτάται 

σε σηµαντικό βαθµό τόσο από τις ελαστικές σταθερές του εδαφικού υλικού, όσο και από τo βάθος του 

ελαστικού υποβάθρου. 

– Στην περίπτωση του εδάφους Ε5 – το οποίο είναι και το πιο «σκληρό» από όσα µελετήθηκαν – η 

µεθοδολογία προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων δεν έχει τη δυνατότητα υπολογισµού τιµών που 

οδηγούν σε πλήρη σύγκλιση στη λύση αναφοράς, ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 

– Για τις υπόλοιπες κατηγορίες εδάφους υπάρχει δυνατότητα σύγκλισης προς την ακριβή λύση. Είναι 

µάλιστα χαρακτηριστικό ότι όσο µικραίνει το βάθος του ελαστικού υποβάθρου τόσο αυξάνει ο αριθµός 

των τύπων εδάφους για τις οποίες υπάρχει δυνατότητα πλήρους σύγκλισης, ενώ ταυτόχρονα µειώνονται 

οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης για τις οποίες επιτυγχάνεται η σύγκλιση αυτή. Οι παρατηρήσεις 

αυτές µπορούν να συνοψιστούν στον ακόλουθο πίνακα. 
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Πίνακας 5.3β. Έλεγχος της µεθοδολογίας προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων, όσον αφορά τη 

σύγκλιση των τιµών των µεγίστων καµπτικών ροπών που προκύπτουν από το προσοµοίωµα του Kerr 

προς τις τιµές αναφοράς, και οι αντίστοιχοι συντελεστές συσχέτισης όπου ορίζονται. 

 Έδαφος Ε1 Έδαφος Ε3 Έδαφος Ε4 Έδαφος Ε5 

 Σύγκλιση nck Σύγκλιση nck Σύγκλιση nck Σύγκλιση nck 

ΗS=60m ΝΑΙ 1.35*104 ΟΧΙ - ΟΧΙ - ΟΧΙ - 

ΗS=40m ΝΑΙ 275 ΟΧΙ - ΟΧΙ - ΟΧΙ - 

ΗS=20m ΝΑΙ 70 ΟΧΙ - ΟΧΙ - ΟΧΙ - 

ΗS=10m ΝΑΙ 50 ΝΑΙ 1150 ΝΑΙ 410 ΟΧΙ - 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει το συµπέρασµα ότι η µεθοδολογία προσδιορισµού των τιµών των 

εδαφικών παραµέτρων έχει τη δυνατότητα της µέγιστης δυνατής προσέγγισης στην λύση αναφοράς κατά 

κανόνα στην περίπτωση των «µαλακών» εδαφών για µεγάλες τιµές των συντελεστών nck. Ωστόσο, όσο 

µειώνεται το βάθος του ελαστικού υποβάθρου παρατηρείται σύγκλιση και για σκληρότερα εδάφη. Οι 

παρατηρήσεις αυτές δεν ακυρώνουν σε καµία περίπτωση τα θετικά συµπεράσµατα που παρουσιάστηκαν 

παραπάνω, καθώς ακόµα και στις περιπτώσεις που είναι αδύνατη η µέγιστη προσέγγιση προς τις 

«ακριβείς» τιµές, η µεθοδολογία προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων αποδίδει πολύ ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα και για χαµηλές τιµές των συντελεστών συσχέτισης, όπως φαίνεται και στον Πίνακα 5.3α. 

Κλείνοντας την αναφορά στα συµπεράσµατα των επιλύσεων των δοκών «µέσου» µήκους υπό 

µοναχική κατακόρυφη φόρτιση θα πρέπει επισηµανθούν τα εξής: 

– Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων σε συνδυασµό µε την χρησιµοποιούµενη µεθοδολογία 

προσδιορισµού των τιµών των παραµέτρων του, επιτυγχάνει πολύ σηµαντική προσέγγιση των 

κατακορύφων µετακινήσεων για τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck=7 για τα «µαλακά» εδάφη 

και nck=8 µια τα «σκληρά». Για τις τιµές αυτές οι αποκλίσεις δεν ξεπερνούν το 6%. 

– Για τις καµπτικές ροπές οι αντίστοιχες αποκλίσεις για τους δεδοµένους συντελεστές συσχέτισης 

είναι µεγαλύτερες. Ωστόσο, αν συγκριθούν µε τις αποκλίσεις των άλλων προσοµοιωµάτων, 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων παρουσιάζει µια σταθερή 

απόδοση για κάθε εξεταζόµενη περίπτωση και δεν εµφανίζει τις σηµαντικές αποκλίσεις που κατά 

περίπτωση είναι πιθανό να εµφανίσουν τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. 

Τα παραπάνω συµπεράσµατα προέκυψαν από την επίλυση δοκών οι οποίες έχουν τιµές σχετικής 

δυσκαµψίας λ περίπου ίσες ή λίγο µεγαλύτερες της µονάδας. Η ισχύς των συµπερασµάτων αυτών και για 

την περίπτωση δοκών µε µικρότερες ή µεγαλύτερες τιµές του λ ελέγχεται παρακάτω. 

Συσχετισµός των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης µε το µήκος της δοκού L και το δείκτη της σχετικής 

δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ.. 

Τα αποτελέσµατα των διερευνήσεων για τους δείκτες συσχέτισης nck που αποδίδουν τα βέλτιστα 

αποτελέσµατα όσον αφορά τις καµπτικές ροπές, καθώς και το γεγονός ότι οι τιµές που αποδείχθηκαν 

βέλτιστες στην περίπτωση της µελέτης δοκών «απείρου» µήκους δεν έχουν την ίδια απόδοση και στην 
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περίπτωση των δοκών µέσου µήκους, οδήγησε στην διενέργεια περαιτέρω αναλύσεων µε στόχο την 

αναζήτηση του βαθµού συσχέτισης των βέλτιστων συντελεστών nck µε το µήκος της δοκού L και τον 

συντελεστή λ. Για τον σκοπό αυτό πραγµατοποιήθηκαν αναλύσεις για όλες τις κατηγορίες εδάφους (Ε1, Ε3, 

Ε4, Ε5) και για µήκη δοκών από 2 έως και 25 µέτρα, µε βήµα αύξησης κατά κανόνα το ένα µέτρο, και όπου 

κρίθηκε σκόπιµο µε µείωση του βήµατος στο µισό µέτρο. Έτσι καλύφθηκε και η περίπτωση δοκών που µε 

βάση την τιµή του συντελεστή λ κατατάσσονται στις πρακτικώς άκαµπτες δοκούς. Η διερεύνηση έγινε για 

βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60 µέτρα. Στις αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν εξαιρέθηκαν τα 

προσοµοιώµατα του Kerr χωρίς τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού, καθώς και το 

προσοµοίωµα του Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. 

Στους Πίνακες 5.4α και 5.4β παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα των παραµετρικών 

διερευνήσεων για τις τέσσερις κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν. Από τους πίνακες αυτούς προκύπτει 

το γενικό συµπέρασµα ότι το πεδίο τιµών των συντελεστών σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ µπορεί 

να χωριστεί σε πέντε πεδία εντός των οποίων οι τιµές των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck 

παρουσιάζουν διαφορετικό τρόπο µεταβολής. Το συµπέρασµα αυτό ισχύει και για τις τέσσερις κατηγορίες 

εδαφών που µελετήθηκαν. Ωστόσο ελαφρές διαφοροποιήσεις παρατηρούνται µεταξύ των εδαφών µε χαµηλό 

µέτρο ελαστικότητας («µαλακά» εδάφη Ε1, Ε3), και των εδαφών µε σχετικά µεγάλο µέτρο ελαστικότητας 

(«σκληρά» εδάφη Ε4, Ε5).  

Για τα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3 τα πεδία τιµών του συντελεστή λ δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

Περιοχή Όρια Παρατηρήσεις 

1 λ ≤ 0.6 – 0.65 Σύγκλιση για τιµές του nck που παρουσιάζουν φθίνουσα πορεία 

2 0.6 – 0.65 ≤ λ ≤ 0.9 – 0.95 Σύγκλιση για τιµές του nck που παρουσιάζουν αύξουσα πορεία 

3 0.9 – 0.95 ≤ λ ≤ 1.1 – 1.2 
∆εν επιτυγχάνεται σύγκλιση. Ωστόσο για τιµές του nck≈104 

επιτυγχάνονται αποκλίσεις µικρότερες του 10% 

4 1.1 – 1.2 ≤ λ ≤ 1.65 – 1.7 
∆εν επιτυγχάνεται σύγκλιση. Ωστόσο για τιµές του nck≈7 

επιτυγχάνονται αποκλίσεις µικρότερες του 10% - 15% 

5 λ ≥ 1.65 – 1.7 
Επιτυγχάνεται σύγκλιση. Για τιµές του nck≈7 – 9 επιτυγχάνονται 

αποκλίσεις µικρότερες του 4% 

Αντίστοιχα, για τα «σκληρά» εδάφη Ε4 και Ε5 τα πεδία τιµών του συντελεστή λ είναι τα εξής: 

Περιοχή Όρια Παρατηρήσεις 

1 λ ≤ 0.55 – 0.6 Σύγκλιση για τιµές του nck που παρουσιάζουν φθίνουσα πορεία 

2 0.55 – 0.6 ≤ λ ≤ 0.7 Σύγκλιση για τιµές του nck που παρουσιάζουν αύξουσα πορεία 

3 0.7 ≤ λ ≤ 0.9 – 0.95 
∆εν επιτυγχάνεται σύγκλιση. Ωστόσο για τιµές του nck≈104 

επιτυγχάνονται αποκλίσεις µικρότερες του 15% 

4 0.9 – 0.95 ≤ λ ≤ 1.65 – 1.6 
∆εν επιτυγχάνεται σύγκλιση. Ωστόσο για τιµές του nck≈9 

επιτυγχάνονται αποκλίσεις µικρότερες του 15% 

5 λ ≥ 1.55 – 1.6 
Επιτυγχάνεται σύγκλιση. Για τιµές του nck≈9 – 13 επιτυγχάνονται 

αποκλίσεις µικρότερες του 4% 
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Πίνακας 5.4α ∆ιερεύνηση των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck για διάφορες τιµές του συντελεστή 

σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ. Περίπτωση «µαλακών» εδαφών (Εδάφη Ε1 και Ε3). 

Winkler Pasternak Vlasov KERR

3 0,28 73,76 -23,74% -25,71% 39,84% 0,00% 604 ΝΑΙ

4 0,37 97,36 -22,97% -26,55% 35,50% 0,00% 390 ΝΑΙ

5 0,47 120,63 -22,30% -27,88% 30,24% -0,01% 293 ΝΑΙ

6 0,56 143,41 -21,59% -29,50% 24,49% 0,03% 248 ΝΑΙ

7 0,65 165,53 -20,77% -31,26% 18,58% 0,00% 233 ΝΑΙ

8 0,74 186,81 -19,82% -33,03% 12,76% 0,00% 255 ΝΑΙ

9 0,84 207,14 -18,71% -34,75% 7,17% 0,00% 381 ΝΑΙ

10 0,94 228,78 -18,32% -37,02% 0,89% 0,00% 1,35E+04 ΝΑΙ

11 1,02 245,44 -16,37% -38,06% -3,22% -3,74% 2,00E+04 ΌΧΙ
12 1,12 260,85 -14,33% -38,99% -7,01% -7,30% 3,00E+04 ΌΧΙ
13 1,21 274,93 -12,16% -39,78% -10,42% -10,65% 2,00E+04 ΌΧΙ
14 1,3 287,36 -9,78% -40,36% -13,35% -9,59% <7 ΌΧΙ
15 1,4 298,09 -7,18% -40,73% -15,83% -7,97% <7 ΌΧΙ
16 1,49 307,18 -4,37% -40,91% -17,90% -6,43% <7 ΌΧΙ
17 1,58 314,72 -1,39% -40,90% -19,59% -4,98% <7 ΌΧΙ
18 1,68 320,83 1,75% -40,73% -20,96% -3,65% <7 ΌΧΙ
19 1,77 325,72 4,97% -40,44% -22,06% -2,48% <7 ΝΑΙ

20 1,86 329,85 8,14% -40,10% -23,00% -1,57% <7 ΝΑΙ

21,5 2 333,04 13,34% -39,20% -23,76% -0,14% 7 ΝΑΙ

23 2,14 334,76 18,38% -38,18% -24,21% 0,90% 7 ΝΑΙ

24,5 2,28 335,30 23,17% -37,08% -24,43% 1,61% >7 ΝΑΙ

Winkler Pasternak Vlasov KERR

3 0,34 122,81 -23,67% -27,57% 35,56% -0,04% 740 ΝΑΙ

4 0,45 161,69 -22,70% -29,59% 28,37% -0,01% 517 ΝΑΙ

5 0,57 199,54 -21,73% -32,10% 20,26% -0,01% 448 ΝΑΙ

6 0,68 235,91 -20,59% -34,75% 12,07% 0,03% 515 ΝΑΙ

7 0,79 270,28 -19,19% -37,26% 4,37% -0,03% 1350 ΝΑΙ

8 0,9 302,18 -17,48% -39,48% -2,54% -3,57% 1,00E+04 ΌΧΙ

9 1,02 331,29 -15,45% -41,35% -8,53% -9,13% 1,00E+04 ΌΧΙ

10 1,13 360,48 -13,84% -43,34% -14,37% -13,42% <7 ΌΧΙ

11 1,24 381,34 -10,65% -44,14% -18,08% -10,95% <7 ΌΧΙ

12 1,36 399,09 -7,20% -44,66% -21,14% -8,56% <7 ΌΧΙ

13 1,47 413,85 -3,51% -44,93% -23,61% -6,31% <7 ΌΧΙ

14 1,58 425,49 0,49% -44,93% -25,52% -4,18% <7 ΌΧΙ

15 1,7 434,28 4,75% -44,70% -26,94% -2,22% <7 ΝΑΙ

16 1,81 440,60 9,19% -44,27% -27,96% -0,47% <7 ΝΑΙ

17 1,92 444,87 13,75% -43,69% -28,66% -0,46% 8 ΝΑΙ

18 2,04 447,48 18,33% -43,00% -29,11% 0,53% 8 ΝΑΙ

19 2,15 448,81 22,85% -42,23% -29,36% -0,43% 9 ΝΑΙ

20 2,26 449,10 27,25% -41,40% -29,46% -0,03% 9 ΝΑΙ

ΜÞκοò L nck

Άργιλοò ΜÝσηò Σκληρüτηταò (Ε1)

FEM
Απüκλιση απü FEM

Σýγκλιση λ

ΧαλαρÞ Άììοò (Ε3)

ΜÞκοò L λ FEM nck Σýγκλιση 
Απüκλιση απü FEM
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Πίνακας 5.4β ∆ιερεύνηση των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck για διάφορες τιµές του συντελεστή 

σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ. Περίπτωση «σκληρών» εδαφών (Εδάφη Ε4 και Ε5). 

Winkler Pasternak Vlasov KERR

2 0,37 165,79 -24,61% -30,91% 29,35% 0,01% 1690 ΝΑΙ

2,5 0,47 204,62 -23,65% -33,20% 22,14% 0,01% 1390 ΝΑΙ

3 0,56 242,52 -22,71% -35,79% 14,40% 0,00% 1451 ΝΑΙ

3,5 0,65 279,23 -21,69% -38,42% 6,74% -0,01% 2560 ΝΑΙ

4 0,74 314,42 -20,55% -40,90% -0,43% -2,56% 1,00E+04 ΌΧΙ

4,5 0,84 347,75 -19,22% -43,13% -6,90% -8,16% 1,00E+04 ΌΧΙ

5 0,93 378,9 -17,67% -45,06% -12,57% -13,27% 1,00E+04 ΌΧΙ

6 1,12 433,66 -13,85% -47,99% -21,60% -14,10% 9 ΌΧΙ

7 1,3 477,27 -8,96% -49,77% -27,95% -10,56% 9 ΌΧΙ

8 1,49 509,57 -3,02% -50,61% -32,20% -6,93% 9 ΌΧΙ

9 1,67 531,63 3,85% -50,72% -34,91% -0,02% 5 ΝΑΙ

10 1,86 546,47 11,19% -50,43% -36,67% 0,33% 8 ΝΑΙ

11 2,05 552,21 19,52% -49,54% -37,35% 0,16% 10 ΝΑΙ

12 2,23 554,26 27,83% -48,49% -37,62% -0,13% 11 ΝΑΙ

13 2,42 553,75 35,87% -47,37% -37,60% 0,37% 11 ΝΑΙ

14 2,61 551,82 43,35% -46,23% -37,41% 0,48% 11 ΝΑΙ

15 2,8 549,29 49,99% -45,14% -37,16% 0,35% 11 ΝΑΙ

Winkler Pasternak Vlasov KERR

2 0,45 165,4 -24,43% -36,84% 14,74% 0,00% 3920 ΝΑΙ

2,25 0,51 181,4 -22,49% -37,75% 11,00% 0,00% 3815 ΝΑΙ

2,5 0,57 203,14 -23,10% -40,71% 3,69% 0,00% 16100 ΝΑΙ

2,75 0,62 218,9 -21,51% -41,91% -0,41% -2,78% 20000 ΌΧΙ

3 0,68 239,16 -21,64% -44,32% -6,43% -8,60% 20000 ΌΧΙ

3,5 0,79 273,01 -19,94% -47,43% -15,10% -15,80% 20000 ΌΧΙ

4 0,9 304,15 -17,92% -49,97% -22,24% -17,90% 9 ΌΧΙ

5 1,13 356,74 -12,70% -53,44% -32,50% -13,32% 9 ΌΧΙ

6 1,36 395,1 -5,76% -55,18% -38,73% -7,85% 9 ΌΧΙ

7 1,58 419,84 2,85% -55,68% -42,27% -0,37% 5<9 ΝΑΙ

8 1,81 433,47 12,81% -55,37% -44,09% -0,93% 11>9 ΝΑΙ

9 2,03 439,27 23,63% -54,56% -44,85% 0,37% 12>9 ΝΑΙ

10 2,26 440,2 34,69% -53,48% -44,99% 0,01% 13>9 ΝΑΙ

11 2,49 438,32 45,45% -52,30% -44,77% 0,27% 13>9 ΝΑΙ

12 2,71 435,91 55,08% -51,19% -44,48% -0,02% 13>9 ΝΑΙ

13 2,94 433,41 63,28% -50,20% -44,18% -0,49% 13>9 ΝΑΙ

ΠυκνÞ Άììοò (Ε4)

ΜÞκοò L λ FEM nck Σýγκλιση 
Απüκλιση απü FEM

ΑììοχÜλικο (Ε5)

ΜÞκοò L λ FEM nck Σýγκλιση 
Απüκλιση απü FEM
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Μετά από ανάλυση µη γραµµικής παλινδρόµησης, προέκυψε το συµπέρασµα ότι οι ακολουθίες τιµών 

των βέλτιστων συντελεστών nck στις περιοχές τιµών 1 και 2 του συντελεστή λ, µπορούν να προσεγγιστούν 

µε πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. 

y = -3008,6x3 + 6617x2 - 4841,7x + 1308,1

R2 = 0,9953

y = -1180,3x3 + 5187,4x2 - 5001,6x + 1613,7

R2 = 0,9864

100

200

300

400

500

600

700

0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,85

Σ5%

Σ0%

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ5%)

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ0%)

λ

nck Έδαφοò Ε1

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο την ìη 
υπÝρβαση του 5% στιò αποκλßσειò

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο πλÞρη 
σýγκλιση προò τιò τιìÝò αναφορÜò

 

y = -1880,7x3 + 5978,2x2 - 5297x + 1677,5

R2 = 0,997

y = 36030x3 - 48323x2 + 19630x - 1774,8

R2 = 0,9866
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1400

0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,85

Σ5%

Σ0%

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ5%)

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ0%)

λ

nck Έδαφοò Ε3

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο την ìη 
υπÝρβαση του 5% στιò αποκλßσειò

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο πλÞρη 
σýγκλιση προò τιò τιìÝò αναφορÜò

 

y = 10088x3 - 5280,7x2 - 3507,9x + 2608,9

R2 = 1

y = 161909x3 - 207316x2 + 85059x - 9601,3

R2 = 1
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ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ5%)

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ0%)

λ

nck Έδαφοò Ε4

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο την ìη 
υπÝρβαση του 5% στιò αποκλßσειò

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο πλÞρη 
σýγκλιση προò τιò τιìÝò αναφορÜò
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y = 210000x2 - 207017x + 52738

R2 = 1

y = 2E+06x2 - 2E+06x + 399639

R2 = 1
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0,4 0,45 0,5 0,55 0,6

Σ5%

Σ0%

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ5%)

ΣχÝση συσχÝτισηò (Σ0%)

λ

nck Έδαφοò Ε5

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο την ìη 
υπÝρβαση του 5% στιò αποκλßσειò

ΣχÝση συσχÝτισηò ìε κριτÞριο πλÞρη 
σýγκλιση προò τιò τιìÝò αναφορÜò

 

Από τα παραπάνω σχήµατα εξάγεται το συµπέρασµα, ότι οι καµπύλες που σχεδιάστηκαν µε κριτήριο την 

πλήρη σύγκλιση των τιµών των καµπτικών ροπών προς τις τιµές αναφοράς, παρουσιάζουν µια τάση για 

απότοµη αύξηση καθώς η τιµή του λ τείνει προς την τιµή που οριοθετεί τις περιοχές 2 και 3. Αντίθετα, οι 

καµπύλες που σχεδιάστηκαν µε κριτήριο την µη υπέρβαση του ±5% από τις τιµές αναφοράς, εµφανίζουν µια 

πιο οµαλή µεταβολή και µάλιστα στην περιοχή τιµών 2 ((0.6 – 0.9) για τα «µαλακά» εδάφη και (0.55 – 0.7) 

για τα «σκληρά») η µεταβολή τους είναι πολύ µικρή. Εποµένως για τιµές του λ που ανήκουν στην περιοχή 

αυτή µπορούν να προταθούν ενιαίες, κατά περίπτωση εδάφους, τιµές για τον συντελεστή συσχέτισης µε τις 

οποίες επιτυγχάνονται αποκλίσεις που δεν ξεπερνούν το ±6%. Οι τιµές αυτές κυµαίνονται µεταξύ των 

παρακάτω ορίων: Ε1→ nck≈ 125 – 130, Ε3→ nck≈ 265 – 270, Ε4→ nck≈ 790 – 800, Ε5→ nck≈ 3850 – 3660. 

Από τη µελέτη των τιµών αυτών εξάγεται το συµπέρασµα, ότι η αύξηση του µέτρου ελαστικότητας του 

εδάφους συνεπάγεται την µονότονη αύξηση των τιµών των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck. Η 

συσχέτιση του µέτρου ελαστικότητας του εδάφους ΕS µε τους βέλτιστους συντελεστές συσχέτισης στην 

περιοχή τιµών 2 του συντελεστή λ απεικονίζεται στο παρακάτω διάγραµµα. 

nck= 2E-07E2 - 0,0091E + 264,89

R2 = 0,9986
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Οι παραπάνω παρατηρήσεις επιβεβαιώνουν, και στην περίπτωση των δοκών πεπερασµένου µήκους, το 

συµπέρασµα που εξάχθηκε και κατά την µελέτη των δοκών «απείρου» µήκους, ότι στην περίπτωση των 

«σκληρών» εδαφών η άνω στρώση των ελατηρίων του µηχανικού προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, 

θα πρέπει να αποτελείται από πιο δυστενή ελατήρια απ’ ό,τι στην περίπτωση των «µαλακών» εδαφών.  

Στην περιοχή τιµών 3 του συντελεστή λ, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων δεν επιτυγχάνει την 

πλήρη σύγκλιση προς την λύση αναφοράς. Είναι µάλιστα χαρακτηριστικό, ότι προκειµένου να επιτευχθούν 

αποκλίσεις µικρότερες του 10 – 15% θα πρέπει να ληφθούν πολύ µεγάλες τιµές για τον συντελεστή 

συσχέτισης (της τάξης του 104). Στο σηµείο αυτό αξίζει να γίνει και η παρατήρηση ότι οι αποκλίσεις του 

προσοµοιώµατος του Vlasov για τιµές του συντελεστή λ που ανήκουν στην περιοχή 3, είναι µικρότερες από 

τις αποκλίσεις του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, και σε γενικές γραµµές οι βέλτιστες που µπορεί 

να αποδώσει το εν λόγω προσοµοίωµα. Οι δυο παραπάνω παρατηρήσεις επιβεβαιώνουν το γεγονός ότι τα 

προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων, όπως το προσοµοίωµα του Vlasov, αποτελούν οριακή περίπτωση του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων όταν c=(nckk)→∞.  

Στις περιοχές τιµών 4 και 5 του συντελεστή λ παρατηρείται σύγκλιση του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων προς τη λύση αναφοράς, για τιµές του συντελεστή συσχέτισης ανάλογες των τιµών που 

επιτυγχάνουν τις βέλτιστες αποδόσεις του προσοµοιώµατος στην περίπτωση των δοκών «απείρου» µήκους 

(δηλαδή nck=7 για τα «µαλακά» εδάφη Ε1, Ε3, και nck=9 για τα «σκληρά» εδάφη Ε4, Ε5). Η σύγκλιση αυτή 

είναι µάλιστα ακόµα µεγαλύτερη στην περιοχή τιµών 5. Από τις παρατηρήσεις αυτές προκύπτει το πολύ 

σηµαντικό συµπέρασµα ότι η συµπεριφορά των δοκών πεπερασµένου µήκους είναι πρακτικώς όµοια µε την 

συµπεριφορά των δοκών «απείρου» µήκους για τιµές του λ≥ 1.65 – 1.7 για τα «µαλακά» εδάφη, και για     

λ≥ 1.55 – 1.6 για τα «σκληρά». Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζεται ότι το αντίστοιχο όριο για το προσοµοίωµα 

των δυο παραµέτρων είναι σύµφωνα µε τους Vlasov και Leont’ev η τιµή λ=1.86.  

Κλείνοντας θα πρέπει να επισηµανθεί συµπερασµατικά, ότι υπάρχει συσχέτιση µεταξύ των παραµέτρων 

nck και λ, ενώ µπορούν επιπλέον να διατυπωθούν και τα παρακάτω συµπεράσµατα (Βλέπε Πίνακες 5.4α και 

5.4β): 

• Για µικρές τιµές του συντελεστή λ (Περιοχές 1 και 2), ο συσχετισµός του µε τους βέλτιστους 

συντελεστές συσχέτισης nck µπορεί να προσεγγιστεί πολύ ικανοποιητικά µε τη βοήθεια πολυωνυµικών 

συναρτήσεων βαθµού n≥2. Ειδικότερα στην περιοχή 2 µπορούν να οριστούν ενιαίες κατά περίπτωση 

εδάφους, τιµές για τους βέλτιστους συντελεστές συσχέτισης οι οποίες εξαρτώνται από το µέτρο 

ελαστικότητας του εδάφους. Στις περιοχές αυτές εµφανίζεται αρκετά αποδοτικό το προσοµοίωµα του 

Winkler για τα «µαλακά» εδάφη Ε1, Ε3 (µε αποκλίσεις της τάξης του 20%), και το προσοµοίωµα του 

Vlasov για τα «σκληρά» εδάφη Ε4, Ε5 (µε αποκλίσεις της τάξης του 15% – 20% στην περίπτωση του 

εδάφους Ε4, και 5% – 15% στην περίπτωση του εδάφους Ε5). Το προσοµοίωµα του Pasternak 

εµφανίζεται να έχει µια σταθερή συµπεριφορά και για τις τέσσερις κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν, 

µε αποκλίσεις που κυµαίνονται µεταξύ του –25% και του –35%. Αποδίδει µάλιστα συστηµατικά, 

µικρότερες τιµές από τις τιµές αναφοράς, όπως και το προσοµοίωµα του Winkler. Αντίθετα το 

προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει στην περίπτωση αυτή, µεγαλύτερες τιµές. 
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• Για µέσες τιµές του συντελεστή λ (περιοχή 3), τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του Kerr εµφανίζονται 

ισοδύναµα. Οι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης στην περίπτωση αυτή είναι πολύ µεγάλοι (της τάξης 

του 104). Το προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται ελαφρά βελτιωµένο σε σχέση µε την προηγούµενη 

περίπτωση, χωρίς όµως να ξεπερνά τα δυο προαναφερόµενα. Τέλος το προσοµοίωµα του Pasternak που 

και στην περίπτωση αυτή είναι υποδεέστερο των υπολοίπων, εµφανίζει µια συνεχή τάση αύξησης των 

αποκλίσεων. 

• Για µεγάλες τιµές του λ (Περιοχές 4 και 5) οι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης είναι οι ίδιοι µε αυτούς 

που αντιστοιχούν σε δοκούς «απείρου» µήκους. Η παρατήρηση αυτή ισχύει κατά κύριο λόγο για την 

περιοχή τιµών 5. Όσον αφορά τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, το προσοµοίωµα του Winkler παρουσιάζει 

την βέλτιστη του απόδοση στην περιοχή 4, όπου εµφανίζεται εφάµιλλο του προσοµοιώµατος του Kerr. 

Στην συγκεκριµένη περιοχή, τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Pasternak υστερούν των δυο 

προαναφεροµένων. Αντίθετα στην περιοχή 5, που αντιστοιχεί πρακτικά σε δοκούς «απείρου» µήκους, το 

προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται να υστερεί όλων των υπολοίπων στις περιπτώσεις των 

«σκληρών» εδαφών Ε4 και Ε5, στις οποίες είναι αποδοτικότερο το προσοµοίωµα του Vlasov. Στις 

περιπτώσεις των «µαλακών» εδαφών Ε1 και Ε3, τα δυο αυτά προσοµοιώµατα αποδίδουν σε γενικές 

γραµµές ισοδύναµα αποτελέσµατα, ενώ σε κάθε περίπτωση το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται 

υποδεέστερο όλων των υπολοίπων. 

5.3.2.2. Παράδειγµα 2β: ∆οκός υπό µοναχική ροπή 

Πρόκειται, επίσης, για ένα απλό παράδειγµα η επίλυση του οποίου έγινε για τους λόγους που εκτέθηκαν 

στην εκφώνηση του παραδείγµατος δοκού υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη που προηγήθηκε. Στο σχήµα 

5.23 δίνονται όλα τα προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν, ενώ το λογισµικό που χρησιµοποιήθηκε είναι ίδιο 

όπως και στην προηγούµενη περίπτωση. Η διαδικασία διενέργειας των αναλύσεων και το χρησιµοποιούµενο 

λογισµικό περιγράφηκε αναλυτικά στην παράγραφο 5.3.2.1, ενώ και τα υπόλοιπα δεδοµένα όπως τα 

γεωµετρικά χαρακτηριστικά των δοκών και των κανάβων, είναι ίδια µε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν 

για την επίλυση των δοκών πεπερασµένου µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη, και την επίλυση των 

δοκών «απείρου» µήκους υπό µοναχική ροπή αντίστοιχα.  

Από τις αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, αποδείχθηκε ότι το πάχος του ελαστικού υποβάθρου 

επηρεάζει ελάχιστα τα αποτελέσµατα. Έτσι, θα δοθούν µόνον τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από τις 

αναλύσεις για πάχος υποβάθρου HS=60m. Τα µεγέθη που ελέγχθηκαν είναι η µέγιστη τέµνουσα δύναµη της 

δοκού VZ, και η µέγιστη γωνία στροφής της διατοµής φy= duz/dx. Στο σχήµα 5.32 παρουσιάζονται 

συνοπτικά τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων µε το προσοµοίωµα 

αναφοράς (προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων), ενώ στο σχήµα 5.33 παρουσιάζονται τα 

αποτελέσµατα της διερεύνησης των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης για το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων. Ακολουθούν τα απαραίτητα σχόλια και συµπεράσµατα. 
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Σχήµα 5.32. Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz (α), και των µεγίστων στροφών της διατοµής φy  (β) 

των προσοµοιωµάτων Winkler (W), Pasternak (P), Vlasov (V), Vlasov µε θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο 

εσωτερικό του υποβάθρου (Vh), Kerr (K) και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού (Κ1), από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς. ∆οκός υπό µοναχική ροπή. Βάθος 

ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Σχήµα 5.33.  Αποκλίσεις των µέγιστων τεµνουσών δυνάµεων Vz του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων του Kerr 

από τα αντίστοιχα µεγέθη που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς, για διάφορες τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης nck. ∆οκός υπό µοναχική ροπή. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Από το σχήµα 5.32 προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα. 

1. Όσον αφορά την προσέγγιση της µέγιστης στροφής των διατοµών:  

– Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού αποδίδει τα καλύτερα αποτελέσµατα από όλα τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, καθώς οι 

προκύπτουσες από την εφαρµογή του αποκλίσεις δεν ξεπερνούν για κανένα τύπο εδάφους το 3% όταν 

δοθεί στον συντελεστή συσχέτισης nck η τιµή 7. 

– Σε αντίθεση µε την περίπτωση της µελέτης δοκού υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση, στην παρούσα 

περίπτωση το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζει τα αµέσως µετά το προσοµοίωµα του Kerr 

καλύτερα αποτελέσµατα. Έτσι οι προκύπτουσες από την εφαρµογή του αποκλίσεις δεν υπερβαίνουν 

το 9%. 

– Τα προσοµοιώµατα του Winkler και του Kerr χωρίς τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού εξακολουθούν να αποδίδουν µη αποδεκτά αποτελέσµατα καθώς οι αποκλίσεις 

τους υπερβαίνουν σε κάθε περίπτωση το 80% και 20% αντίστοιχα. 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov και το αντίστοιχο προσοµοίωµα µε τη θεώρηση των οριζοντίων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, όπως και στην περίπτωση της φόρτισης µε µοναχική 

κατακόρυφη δύναµη, αποδίδουν αποτελέσµατα µε αποκλίσεις της τάξεως του 30%. Μάλιστα 

εξακολουθούν να αποδεικνύονται πιο «δύσκαµπτα» καθώς αποδίδουν συστηµατικά µικρότερες τιµές 

από τις τιµές αναφοράς. Πάντως σε κάθε περίπτωση παρουσιάζονται αποδοτικότερα του 

προσοµοιώµατος του Winkler. 

2. Όσον αφορά την προσέγγιση της µέγιστης τέµνουσας δύναµης: 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει πολύ καλά αποτελέσµατα, ειδικά για την περίπτωση των 

«µέσης σκληρότητας» εδαφών Ε3, Ε4 καθώς οι αντίστοιχες αποκλίσεις δεν υπερβαίνουν το 1%. Πολύ 

καλή είναι και η απόδοση του για τις κατηγορίες εδαφών Ε1, Ε5 όπου οι προκύπτουσες αποκλίσεις 

είναι της τάξης του 5% - 7%. 

– Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εξακολουθεί και την παρούσα περίπτωση φόρτισης να 

αποδίδει σταθερά αποτελέσµατα που µπορούν να θεωρηθούν µάλιστα και πολύ ικανοποιητικά, καθώς 

δεν υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση το 7%. 

– Το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει τις µεγαλύτερες αποκλίσεις, οι οποίες όµως δεν µπορούν να 

θεωρηθούν σε καµία περίπτωση πολύ µεγάλες καθώς είναι της τάξης του 10 – 20%. 

– Τέλος, τα προσοµοιώµατα του Pasternak και του Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν της δοκού µπορούν να θεωρηθούν στην περίπτωση αυτή «ισοδύναµα», καθώς αποδίδουν 

αποκλίσεις της ίδιας τάξης µεγέθους οι οποίες κυµαίνονται µεταξύ του 5% – 15%. 

Όπως και στην περίπτωση της φόρτισης µε µοναχικό κατακόρυφο φορτίο, πραγµατοποιήθηκε µια σειρά 

παραµετρικών αναλύσεων µε σκοπό τη διερεύνηση της ύπαρξης συντελεστών συσχέτισης που αποδίδουν 

καλύτερα αποτελέσµατα από τον συντελεστή nck=7. Τα αποτελέσµατα των αναλύσεων αυτών 

αποτυπώνονται στο σχήµα 5.33. Από την µελέτη του σχήµατος αυτού προκύπτει το συµπέρασµα ότι όπως 

και στην περίπτωση της φόρτισης µε µοναχικό κατακόρυφο φορτίο, η χρησιµοποιούµενη µεθοδολογία 
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προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων, αδυνατεί να οδηγήσει σε πλήρη σύγκλιση στην τιµή αναφοράς 

την µέγιστη τέµνουσα δύναµη Vz, κατά την περίπτωση της µελέτης του εδάφους Ε5. Για τις υπόλοιπες 

κατηγορίες εδαφών που µελετήθηκαν, η µεθοδολογία µπορεί να οδηγήσει σε πλήρη σύγκλιση, για τις εξής 

τιµές του συντελεστή συσχέτισης: Ε1 → nck=52, Ε2 → nck=1000 και Ε4  → nck=285.  

Κλείνοντας την αναφορά στα συµπεράσµατα των επιλύσεων των δοκών «µέσου» µήκους υπό 

µοναχική ροπή, θα πρέπει να σηµειωθούν τα εξής: 

– Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν 

της δοκού σε συνδυασµό µε την χρησιµοποιούµενη µεθοδολογία προσδιορισµού των τριών 

παραµέτρων του, επιτυγχάνει πολύ σηµαντική προσέγγιση των γωνιών στροφής των διατοµών µε 

τα αντίστοιχα αποτελέσµατα αναφοράς για τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=7, όπως και στην 

περίπτωση της µελέτης των δοκών «απείρου» µήκους. Για την τιµή αυτή, οι αποκλίσεις του εν 

λόγω προσοµοιώµατος δεν ξεπερνούν σε καµία περίπτωση το 3%. Περαιτέρω αύξηση της τιµής του 

συντελεστή συσχέτισης οδηγεί σε ακόµα µεγαλύτερη προσέγγιση. Ωστόσο το κέρδος που 

επιτυγχάνεται από την αύξηση αυτή δεν είναι σηµαντικό. Από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, 

ιδιαίτερα ικανοποιητικό εµφανίζεται το προσοµοίωµα του Pasternak, ενώ εντελώς απορριπτέο 

κρίνεται το προσοµοίωµα του Winkler. Τέλος τα προσοµοιώµατα του Vlasov εµφανίζουν µια 

σχετικά ικανοποιητική απόδοση περίπου εφάµιλλη της απόδοσης του προσοµοιώµατος του 

Pasternak. 

– Όσον αφορά τις µέγιστες τέµνουσες δυνάµεις, οι αποκλίσεις του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων για την τιµή nck=7 είναι επίσης µικρές – αν και λίγο µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες 

αποκλίσεις των γωνιών στροφής – καθώς δεν υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση το 7%. Ιδιαίτερα 

ικανοποιητικά εµφανίζονται και τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Pasternak. Πάντως σε γενικές 

γραµµές οι αποκλίσεις όλων των προσοµοιωµάτων δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες, καθώς δεν 

υπερβαίνουν το 15%. 
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5.3.2.3. Παράδειγµα 2γ: ∆οκός µε σύνθετη φόρτιση 
Πρόκειται για το παράδειγµα των Harr et al. (1969), το οποίο επιλύθηκε αρχικά µε το προσοµοίωµα του 

Vlasov αλλά και µεταγενέστερα τόσο µε το προσοµοίωµα του Winkler όσο και µε µια σειρά 

προσοµοιωµάτων δυο παραµέτρων µε διάφορες παραλλαγές, από τους Chiwanga & Valsangkar (1988), και 

Razaqpur & Shah (1991), (βλέπε Παράγραφο 5.2.2, και Σχήµα 5.2α). Οι προαναφερόµενες επιλύσεις 

πραγµατοποιήθηκαν µε τιµές παραµέτρων που προκύπτουν από την εφαρµογή των σχέσεων του Vlasov 

λαµβάνοντας για την παράµετρο γ την τιµή 1.5, χωρίς να δοθεί κάποια συγκεκριµένη εξήγηση για την 

επιλογή αυτή. Επειδή στα πλαίσια της παρούσας διατριβής ακολουθείται – και ελέγχεται – µια διαφορετική 

διαδικασία προσδιορισµού των τιµών των εδαφικών παραµέτρων, δεν είναι δυνατή η άµεση σύγκριση µε τα 

αποτελέσµατα των επιλύσεων που αναφέρθηκαν παραπάνω. Ωστόσο, η απόφαση για την επίλυση του 

συγκεκριµένου παραδείγµατος ελήφθη διότι συνδυάζει τρεις διαφορετικούς τύπους φόρτισης, για δυο από 

τους οποίους – και ξεχωριστά για τον καθένα από αυτούς – πραγµατοποιήθηκαν αναλύσεις στα πλαίσια των 

δυο προηγούµενων παραδειγµάτων. Έτσι, εξετάζεται η συµπεριφορά των εδαφικών προσοµοιωµάτων, αλλά 

και η αποτελεσµατικότητα της χρησιµοποιούµενης µεθόδου προσδιορισµού των εδαφικών παραµέτρων και 

σε πιο σύνθετα συστήµατα φόρτισης µεµονωµένων δοκών. 

0.65m
0.6m

7.5m

0.9m

(182.5kN/m)
13.6kNm

1.8m 0.95m 1.3m1.3m

(36.5kN/m) (111.25kN)
73kN/m

(34kNm)

14.6kN/m 44.5kN

(ΜÝσα σε παρÝνθεση οι τιìÝò των φορτιþν που χρησιìοποιÞθηκαν 

για την επßλυση ìε τα εδÜφη κατηγορßαò Ε4 και Ε5)

1

ÄεδοìÝνα Äοκοý

2 4 5 6 7 83

Φ X

Z

E= 29000000kN/m2

I = 0.008575m4

( ÄιατοìÞ 0.3 x 0.7)

ΣυνεχÞò ελαστικÞ Ýδραση ìιαò, δυο Þ τριων παραìÝτρων

1 3 4 6 7

2 5

ÄεδοìÝνα ΕδÜφουò

Έδαφοò Ε1:  Ε=9000kN/m    v=0.42

Έδαφοò Ε3:  Ε=17500kN/m    v=0.32

Έδαφοò Ε4:  Ε=75000kN/m    v=0.352

Έδαφοò Ε5:  Ε=150000kN/m    v=0.152

 
Σχήµα 5.34.  Γεωµετρικά δεδοµένα, δεδοµένα φόρτισης και διακριτοποίησης της δοκού του παραδείγµατος 2γ. 

Τα δεδοµένα του εδάφους θεµελίωσης είναι αυτά του Πίνακα 5.2 µε εξαίρεση την κατηγορία εδάφους 

Ε2, η οποία δεν εξετάστηκε όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα των δοκών πεπερασµένου µήκους.  

Τα δεδοµένα της δοκού δίνονται στο Σχήµα 5.34. Όπως φαίνεται από το σχήµα αυτό, οι τιµές των 

φορτιστικών αιτίων αυξήθηκαν σηµαντικά για τις αναλύσεις µε τις κατηγορίες εδαφών Ε4 και Ε5, επειδή οι 

αντίστοιχες τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για τις αναλύσεις µε τις κατηγορίες Ε1 και Ε3, προκαλούσαν πολύ 

µικρές µετακινήσεις. 
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Όσον αφορά τα βάθη του ελαστικού υποβάθρου, πραγµατοποιήθηκαν αναλύσεις µόνο για βάθος HS=60 

µέτρα, καθώς από τις αναλύσεις που προηγήθηκαν προέκυψε το συµπέρασµα, ότι τα αποτελέσµατα δεν 

µεταβάλλονται σηµαντικά µε τη µείωση του βάθους. Έτσι, αποφασίστηκε να γίνουν αναλύσεις µόνον για το 

βάθος αυτό, που αντιστοιχεί πρακτικά σε υπόβαθρο «απείρου» βάθους. Λόγω του γεγονότος ότι η φόρτιση 

της δοκού δεν είναι ούτε συµµετρική ούτε και αντισυµµετρική, κρίθηκε απαραίτητη η διακριτοποίηση 

ολοκλήρου του συστήµατος δοκού – ελαστικού υποβάθρου κατά την επίλυση µε τα επιφανειακά 

πεπερασµένα στοιχεία. Οι κάναβοι που χρησιµοποιήθηκαν έχουν µήκος 150 µέτρα, έτσι ώστε να λαµβάνεται 

υπόψη κατά την ανάλυση σηµαντική ποσότητα εδάφους εκατέρωθεν της δοκού. Κατά τα λοιπά, τα δεδοµένα 

των κανάβων είναι όµοια µε αυτά που περιγράφηκαν αναλυτικά στα προηγούµενα παραδείγµατα, καθώς και 

στην παρούσα περίπτωση έγινε παραδοχή της ισχύος των συνθηκών επίπεδης έντασης. 

Το λογισµικό που χρησιµοποιήθηκε είναι: 

– Προσοµοίωµα Επιφανειακών Πεπερασµένων Στοιχείων → Πρόγραµµα SAP2000 

– Προσοµοίωµα Winkler →  Πρόγραµµα Beam on Elastic Foundation 

– Προσοµοιώµατα δυο και τριών παραµέτρων και παραλλαγές τους → Αλγόριθµοι σε γλώσσα Fortran 90 

Για την επίλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov χρησιµοποιήθηκε επαναληπτικός 

αλγόριθµος, η φιλοσοφία του οποίου είναι αυτή που περιγράφεται παραστατικά στο σχήµα 5.4. Ωστόσο, 

υπάρχει διαφορά µε τους αλγορίθµους που χρησιµοποιήθηκαν για τις περιπτώσεις µελέτης των δοκών 

περασµένου µήκους µε απλές φορτίσεις. Η διαφορά αυτή έγκειται στο ότι ο αλγόριθµος που συντάχθηκε για 

το παρόν παράδειγµα στηρίζεται στην µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και όχι στη µέθοδο των 

αρχικών παραµέτρων. Ο λόγος που οδήγησε στην επιλογή αυτή είναι ο εξής: 

Για την εφαρµογή του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov απαιτείται η εκτέλεση µιας 

επαναληπτικής διαδικασίας σύγκλισης της τιµής της παραµέτρου γ µέσω της παρακάτω σχέσεως 5.2. 
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(Όπου νs είναι ο λόγος του Poison του ελαστικού υποβάθρου, k και G είναι οι εδαφικές παράµετροι οι οποίες 

είναι συνάρτηση της παραµέτρου γ, και uz(0), uz(Lb) είναι οι κατακόρυφες µετακινήσεις των δυο άκρων της 

δοκού). Από την µελέτη της παραπάνω σχέσης γίνεται σαφές, ότι για την εκτέλεση του επαναληπτικού 

κύκλου απαιτείται ο υπολογισµός δυο ολοκληρωµάτων που αφορούν τις µετακινήσεις και τις στροφές των 

διατοµών της δοκού σε όλο το εύρος της. Η διαδικασία υπολογισµού των ολοκληρωµάτων αυτών µε τη 

µέθοδο των αρχικών παραµέτρων απαιτεί την ολοκλήρωση των στοιχείων του µητρώου µεταφοράς που 

είναι πιο χρονοβόρα από την αντίστοιχη διαδικασία µε βάση την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Στα 

πλαίσια της τελευταίας, τα ολοκληρώµατα αυτά διασπώνται σε επιµέρους ολοκληρώµατα – που το κάθε ένα 

από αυτά αντιστοιχεί και σε ένα από τα στοιχεία στα οποία έχει διακριτοποιηθεί η δοκός – τα οποία τελικώς 

αθροίζονται για να δώσουν την συνολική τιµή. Η διαδικασία αυτή είναι και προγραµµατιστικά απλούστερη.  
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Η δοκός διακριτοποιήθηκε µε επτά (7) στοιχεία, οι κόµβοι των οποίων τοποθετήθηκαν στα σηµεία 

εφαρµογής των µοναχικών δυνάµεων, καθώς και στα σηµεία αρχής και τέλους των οµοιόµορφων φορτίων 

(Σχήµα 5.34). 

Κατά τις επιλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, αγνοήθηκε το προσοµοίωµα του Vlasov µε τη θεώρηση των 

οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, καθώς οι αναλύσεις των προηγούµενων 

παραδειγµάτων απέδειξαν την ελάχιστη διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων του από τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα του κλασσικού προσοµοιώµατος του Vlasov. 

Και στην παρούσα περίπτωση, για τον προσδιορισµό των τιµών των εδαφικών παραµέτρων 

ακολουθήθηκε η έως τώρα ακολουθούµενη διαδικασία. Έτσι, για το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

ελέγχθηκαν καταρχήν οι συντελεστές συσχέτισης nck = 7 – 9, οι οποίοι στα προηγούµενα παραδείγµατα 

είχαν αποδώσει πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα για τόσο για τα εντασιακά όσο και για τα 

παραµορφωσιακά µεγέθη. 

Η διαδικασία της αξιολόγησης των αποτελεσµάτων των αναλύσεων που πραγµατοποιήθηκαν, 

επικεντρώθηκε στην σύγκριση των τιµών της κατακόρυφης µετακίνησης, της καµπτικής ροπής και της 

τέµνουσας δύναµης στους οκτώ κόµβους µε τους οποίους διακριτοποιήθηκε η δοκός (Σχήµα 5.34). Επειδή 

στην παρούσα περίπτωση δεν ελέγχονται τιµές µεγεθών σε µεµονωµένα σηµεία, αλλά σε µια σειρά σηµείων, 

τέθηκε το πρόβληµα της εξεύρεσης της βέλτιστης τιµής του συντελεστή συσχέτισης, καθώς από τις 

παραµετρικές αναλύσεις που έγιναν, προέκυψε το συµπέρασµα ότι η συνεχής αύξηση του συντελεστή nck 

δεν οδηγεί σε µια οµοιόµορφη σύγκλιση των τιµών των µεγεθών σε όλους του κόµβους, αλλά ξεχωριστά σε 

κάποιους από αυτούς. Για τον λόγο αυτό, εξετάστηκε η περίπτωση της εύρεσης µιας τιµής του nck για την 

οποία επιτυγχάνεται η κατά µέσον όρο βέλτιστη σύγκλιση προς τη λύση αναφοράς, των εξεταζόµενων 

µεγεθών όλων των κόµβων. 

Θα πρέπει να τονιστεί προκαταρκτικά, ότι η ανάγκη για την διερεύνηση των βέλτιστων συντελεστών nck 

προέκυψε µόνον κατά την σύγκριση των εντασιακών µεγεθών, καθώς στην περίπτωση των συγκρίσεων των 

κατακορύφων µετακινήσεων, οι τιµές nck = 9 – 10 δίνουν και στην παρούσα περίπτωση τα βέλτιστα 

αποτελέσµατα, όπως γίνεται σαφές από τα σχήµατα 5.35 – 5.38, και όπως θα παρουσιαστεί αναλυτικά 

παρακάτω. 

Αντίθετα για την επίτευξη της κατά µέσον όρο βέλτιστης σύγκλισης των εντασιακών µεγεθών 

αποδείχθηκε ότι οι τιµές nck = 9 – 10 δεν είναι επαρκείς. Έτσι, πραγµατοποιήθηκαν παραµετρικές αναλύσεις, 

τα αποτελέσµατα των οποίων δίνονται στα σχήµατα 5.39 – 5.46. 

 

 

 

 

 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

296 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=9k) Kerr1 (c=9k)

1 0,0679 0,1271 0,2328 0,0451 0,0622 0,2465

2 0,0697 0,1528 0,2332 0,0459 0,0655 0,2499

3 0,0709 0,1700 0,2334 0,0464 0,0676 0,2521

4 0,0745 0,2215 0,2343 0,0476 0,0742 0,2588

5 0,0764 0,2489 0,2349 0,0481 0,0778 0,2625

6 0,0789 0,2865 0,2358 0,0485 0,0829 0,2678

7 0,0815 0,3242 0,2368 0,0487 0,0880 0,2731

8 0,0828 0,3431 0,2372 0,0487 0,0906 0,2758

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=9k) Kerr1 (c=9k)

1 87,23% 242,86% -33,51% -8,38% 263,09%

2 119,26% 234,48% -34,09% -6,10% 258,43%

3 139,76% 229,21% -34,51% -4,64% 255,53%

4 197,57% 214,67% -36,01% -0,36% 247,64%

5 226,00% 207,61% -36,99% 1,88% 243,86%

6 262,98% 198,71% -38,52% 4,98% 239,26%

7 297,87% 190,53% -40,25% 8,04% 235,19%

8 314,62% 186,69% -41,15% 9,53% 233,33%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,02998748 203,13 45452,21

Απüτελεσìατα επßλυσηò ìε το τροποποιηìÝνο προσοìοßωìα 
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Σχήµα 5.35. Τιµές των µετακινήσεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε1 (Άργιλος µέσης σκληρότητας), Βάθος 

ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 0,0355 0,0704 0,1288 0,0237 0,0323 0,1365

2 0,0364 0,0845 0,1290 0,0242 0,0339 0,1382

3 0,0370 0,0939 0,1290 0,0245 0,0349 0,1394

4 0,0389 0,1223 0,1294 0,0252 0,0380 0,1429

5 0,0398 0,1374 0,1297 0,0254 0,0398 0,1449

6 0,0412 0,1582 0,1302 0,0256 0,0424 0,1478

7 0,0425 0,1792 0,1307 0,0255 0,0451 0,1508

8 0,0431 0,1897 0,1310 0,0254 0,0465 0,1524

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 98,41% 263,09% -33,30% -8,83% 284,82%

2 132,06% 254,07% -33,61% -6,99% 279,58%

3 153,58% 248,37% -33,89% -5,81% 276,29%

4 214,66% 232,95% -35,20% -2,15% 267,73%

5 244,87% 225,50% -36,18% -0,06% 263,73%

6 284,36% 216,18% -37,90% 3,00% 259,04%

7 321,88% 207,70% -39,96% 6,17% 255,10%

8 340,06% 203,81% -41,05% 7,77% 253,44%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,03066015 367,71 93991,13
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Σχήµα 5.36. Τιµές των µετακινήσεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε3 (Χαλαρή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 0,0205 0,0403 0,0725 0,0136 0,0191 0,0773

2 0,0211 0,0478 0,0725 0,0141 0,0197 0,0779

3 0,0215 0,0529 0,0725 0,0144 0,0201 0,0784

4 0,0225 0,0683 0,0726 0,0149 0,0215 0,0799

5 0,0231 0,0768 0,0728 0,0151 0,0225 0,0810

6 0,0239 0,0888 0,0732 0,0151 0,0242 0,0830

7 0,0246 0,1012 0,0736 0,0149 0,0262 0,0852

8 0,0249 0,1074 0,0738 0,0147 0,0272 0,0863

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 96,45% 253,49% -33,45% -6,59% 277,08%

2 126,61% 243,38% -33,10% -6,49% 269,24%

3 146,25% 237,61% -33,00% -6,29% 265,00%

4 203,40% 222,59% -33,76% -4,53% 255,07%

5 232,36% 215,13% -34,72% -2,54% 250,86%

6 271,73% 206,30% -36,73% 1,42% 247,37%

7 310,86% 198,91% -39,49% 6,41% 246,11%

8 330,44% 195,77% -41,09% 9,05% 246,22%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,030744795 1636,05 387286,48

Απüλυτεò τιìÝò
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Σχήµα 5.37. Τιµές των µετακινήσεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε4 (Πυκνή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 0,0105 0,0224 0,0396 0,0068 0,0101 0,0426

2 0,0109 0,0263 0,0397 0,0071 0,0102 0,0428

3 0,0110 0,0289 0,0396 0,0072 0,0103 0,0429

4 0,0115 0,0370 0,0396 0,0075 0,0108 0,0435

5 0,0119 0,0417 0,0398 0,0076 0,0114 0,0441

6 0,0123 0,0484 0,0399 0,0076 0,0124 0,0452

7 0,0126 0,0555 0,0401 0,0074 0,0137 0,0467

8 0,0127 0,0591 0,0402 0,0073 0,0143 0,0474

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=10k) Kerr1 (c=9k)

1 113,02% 276,84% -34,99% -4,40% 305,18%

2 142,46% 265,12% -34,64% -5,86% 294,09%

3 162,09% 259,06% -34,54% -6,53% 288,60%

4 221,22% 243,88% -35,30% -6,24% 276,85%

5 251,84% 235,50% -36,27% -4,08% 271,91%

6 295,50% 226,07% -38,22% 1,30% 269,33%

7 340,27% 218,36% -40,98% 8,58% 270,22%

8 363,69% 215,66% -42,63% 12,61% 272,23%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,032213727 2995,05 884537,92

Αποκλßσειò

 Προσοìοßωìα:
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Σχήµα 5.38. Τιµές των µετακινήσεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε5 (Αµµοχάλικο), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=138k) Kerr1 (c=9k)

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 10,82 3,35 0,76 27,25 8,91 3,35

3 10,15 -3,45 -5,48 34,12 9,01 -3,41

4αρ -11,86 -39,37 -34,58 25,10 -9,98 -39,07

4δ 1,74 -25,77 -20,98 38,70 3,62 -25,47

5 1,54 -27,74 -19,56 39,94 2,55 -27,34

6 3,04 -20,29 -10,49 36,78 0,18 -19,96

7 12,48 4,34 9,63 29,65 8,35 4,40

8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=138k) Kerr1 (c=9k)

2 -69,05% -92,95% 151,89% -17,64% -69,05%

3 -133,94% -153,96% 236,14% -11,22% -133,59%

4αρ 231,93% 191,56% -311,65% -15,88% 229,42%

4δ -1580,83% -1305,71% 2124,25% 108,27% -1563,72%

5 -1901,06% -1370,30% 2493,58% 65,66% -1875,33%

6 -767,27% -445,16% 1109,86% -94,09% -756,64%

7 -65,26% -22,80% 137,61% -33,07% -64,72%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,02998748 203,13 45452,21

Αποκλßσειò

 Προσοìοßωìα:
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ò

Απüτελεσìατα επßλυσηò ìε το τροποποιηìÝνο προσοìοßωìα 
Vlasov
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Σχήµα 5.39. Τιµές των καµπτικών ροπών και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε1 (Άργιλος µέσης σκληρότητας), Βάθος 

ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=152k) Kerr1 (c=9k)

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 10,82 3,36 2,18 24,12 8,84 3,41

3 10,14 -3,43 -3,05 29,31 8,89 -3,27

4αρ -11,86 -39,33 -30,19 17,56 -10,15 -38,75

4δ 1,74 -25,73 -16,59 31,16 3,45 -25,15

5 1,53 -27,70 -15,52 32,10 2,34 -27,03

6 3,03 -20,26 -7,86 30,47 -0,02 -19,79

7 12,49 4,34 10,40 27,09 8,29 4,43

8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=152k) Kerr1 (c=9k)

2 -68,99% -79,90% 122,93% -18,29% -68,49%

3 -133,83% -130,12% 189,07% -12,30% -132,28%

4αρ 231,61% 154,59% -248,02% -14,46% 226,71%

4δ -1578,67% -1053,68% 1690,53% 98,56% -1545,29%

5 -1910,39% -1114,41% 1997,79% 52,71% -1866,89%

6 -768,74% -359,30% 905,77% -100,79% -753,08%

7 -65,26% -16,73% 116,91% -33,59% -64,54%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,03066015 367,71 93991,13

Αποκλßσειò

 Προσοìοßωìα:
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Σχήµα 5.40. Τιµές των καµπτικών ροπών και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε3 (Χαλαρή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=144k) Kerr1 (c=9k)

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 26,69 8,51 11,92 39,50 21,71 9,42

3 24,91 -8,29 4,87 43,08 21,72 -6,03

4αρ -30,02 -97,60 -49,82 1,19 -25,40 -91,39

4δ 3,98 -63,60 -15,82 35,19 8,60 -57,39

5 3,22 -68,54 -16,88 34,05 5,50 -62,13

6 6,84 -50,23 -7,31 36,31 -0,44 -46,18

7 30,90 10,92 27,98 49,61 20,63 11,60

8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=144k) Kerr1 (c=9k)

2 -68,13% -55,34% 47,99% -18,67% -64,70%

3 -133,29% -80,44% 72,95% -12,81% -124,20%

4αρ 225,13% 65,95% -103,98% -15,38% 204,44%

4δ -1698,11% -497,42% 784,28% 116,03% -1542,00%

5 -2228,42% -624,12% 957,51% 70,80% -2029,42%

6 -834,37% -206,84% 430,82% -106,47% -775,21%

7 -64,67% -9,46% 60,55% -33,25% -62,45%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,030744795 1636,05 387286,48

Απüλυτεò τιìÝò
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Σχήµα 5.41. Τιµές των καµπτικών ροπών και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε4 (Πυκνή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=172k) Kerr1 (c=9k)

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 26,41 8,63 12,37 28,89 21,09 10,29

3 24,57 -8,00 8,29 29,71 20,97 -3,96

4αρ -30,08 -96,85 -37,50 -11,60 -25,26 -86,22

4δ 3,92 -62,85 -3,50 22,40 8,74 -52,22

5 2,90 -67,79 -8,14 17,75 5,10 -57,04

6 6,31 -49,78 -4,04 19,50 -1,15 -43,17

7 30,71 10,99 26,19 39,58 20,36 12,08

8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=172k) Kerr1 (c=9k)

2 -67,32% -53,15% 9,41% -20,16% -61,03%

3 -132,54% -66,28% 20,93% -14,65% -116,11%

4αρ 221,98% 24,68% -61,44% -16,02% 186,65%

4δ -1703,35% -189,39% 471,42% 122,89% -1432,24%

5 -2437,47% -380,65% 511,92% 75,83% -2066,91%

6 -888,96% -164,02% 209,03% -118,22% -784,22%

7 -64,22% -14,73% 28,87% -33,72% -60,67%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,032213727 2995,05 884537,92

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:
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Αποκλßσειò

 Προσοìοßωìα:

Κ
ü
ì
β
ο
ò
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Σχήµα 5.42. Τιµές των καµπτικών ροπών και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε5 (Αµµοχάλικο), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=76k) Kerr1 (c=9k)

1 -5,87 0,00 0,00 41,15 0,00 0,00

2 -17,76 7,68 12,78 43,65 -14,93 7,70

3 20,14 -30,22 -22,49 1,54 21,56 -30,13

4 4,44 -8,75 3,16 6,70 5,46 -8,60

5 -4,14 4,87 16,73 9,47 -2,68 4,91

6 1,34 7,09 16,40 -5,68 1,44 6,94

7αρ -17,49 31,28 35,11 -1,82 -24,09 31,10

7δ 27,01 -13,22 -9,39 -46,32 20,41 -13,40

8 11,83 0,00 0,00 -44,39 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=76k) Kerr1 (c=9k)

2 -143,23% -171,95% -345,78% -15,94% -143,38%

3 -250,05% -211,68% -92,36% 7,07% -249,61%

4 -297,07% -28,93% 50,95% 22,94% -293,73%

5 -217,56% -504,22% -328,86% -35,34% -218,66%

6 429,33% 1123,57% -523,56% 7,12% 417,75%

7αρ -278,87% -300,76% -89,57% 37,71% -277,84%

7δ -148,93% -134,76% -271,51% -24,42% -149,59%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,02998748 203,13 45452,21

Αποκλßσειò

 Προσοìοßωìα:
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Απüτελεσìατα επßλυσηò ìε το τροποποιηìÝνο προσοìοßωìα 
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Σχήµα 5.43. Τιµές των τεµνουσών δυνάµεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε1 (Άργιλος µέσης πυκνότητας), Βάθος ελαστικού 

υποβάθρου HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=82k) Kerr1 (c=9k)

1 -5,91 0,00 0,00 41,74 0,00 0,00

2 -17,75 7,69 12,80 44,11 -14,96 7,82

3 20,14 -30,20 -22,47 1,93 21,49 -29,99

4 4,46 -8,74 3,19 6,86 5,46 -8,57

5 -4,13 4,86 16,76 9,51 -2,60 4,85

6 1,34 7,08 16,41 -5,81 1,50 6,81

7αρ -17,51 31,27 35,12 -2,14 -24,12 31,03

7δ 26,99 -13,23 -9,38 -46,64 20,38 -13,47

8 11,92 0,00 0,00 -44,82 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=82k) Kerr1 (c=9k)

2 -143,32% -172,09% -348,53% -15,74% -144,05%

3 -249,97% -211,55% -90,44% 6,69% -248,92%

4 -296,07% -28,56% 53,83% 22,41% -292,14%

5 -217,70% -505,82% -330,36% -36,95% -217,51%

6 428,17% 1124,75% -533,38% 12,17% 408,15%

7αρ -278,60% -300,56% -87,76% 37,73% -277,21%

7δ -149,01% -134,76% -272,82% -24,47% -149,91%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,03066015 367,71 93991,13
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Σχήµα 5.44. Τιµές των τεµνουσών δυνάµεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε3 (Χαλαρή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k) Kerr1 (c=9k)

1 -14,45 0,00 0,00 103,02 0,00 0,00

2 -44,06 19,46 32,02 109,15 -37,10 21,34

3 50,36 -75,21 -56,14 3,85 53,55 -72,69

4 11,33 -21,76 7,92 16,81 13,81 -20,64

5 -10,01 12,04 41,81 23,80 -5,97 11,31

6 3,26 17,40 40,92 -14,00 3,88 14,76

7αρ -44,28 77,99 87,74 -4,41 -61,01 76,07

7δ 66,97 -33,26 -23,51 -115,66 50,24 -35,18

8 29,31 0,00 0,00 -110,94 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k) Kerr1 (c=9k)

2 -144,17% -172,66% -347,73% -15,79% -148,43%

3 -249,35% -211,47% -92,35% 6,34% -244,33%

4 -292,07% -30,14% 48,33% 21,91% -282,21%

5 -220,31% -517,64% -337,77% -40,35% -213,03%

6 433,64% 1155,21% -529,52% 19,04% 352,64%

7αρ -276,15% -298,18% -90,03% 37,81% -271,82%

7δ -149,67% -135,10% -272,72% -24,98% -152,53%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,030744795 1636,05 387286,48
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Σχήµα 5.45. Τιµές των τεµνουσών δυνάµεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε4 (Πυκνή άµµος), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=51k) Kerr1 (c=9k)

1 -14,45 0,00 0,00 105,60 0,00 0,00

2 -43,77 19,71 32,06 111,24 -36,52 23,06

3 50,26 -74,89 -56,06 5,60 53,77 -70,50

4 11,52 -21,66 8,02 17,49 14,12 -19,97

5 -9,80 11,93 41,91 23,90 -5,51 10,49

6 3,25 17,08 41,00 -14,71 3,65 12,63

7αρ -44,75 77,79 87,78 -5,92 -62,10 74,72

7δ 66,49 -33,46 -23,47 -117,17 49,15 -36,53

8 29,52 0,00 0,00 -112,86 0,00 0,00

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=51k) Kerr1 (c=9k)

2 -145,03% -173,25% -354,14% -16,57% -152,69%

3 -249,01% -211,55% -88,85% 6,99% -240,27%

4 -287,98% -30,37% 51,81% 22,55% -273,35%

5 -221,72% -527,65% -343,88% -43,79% -207,00%

6 425,69% 1161,67% -552,48% 12,16% 288,76%

7αρ -273,83% -296,16% -86,76% 38,76% -266,96%

7δ -150,33% -135,30% -276,24% -26,07% -154,95%

 γ k (kN/m3) G (kN/m)

0,032213727 2995,05 884537,92
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Σχήµα 5.46. Τιµές των τεµνουσών δυνάµεων και οι αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση των 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς. Έδαφος Ε5 (Αµµοχάλικο), Βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=60m. 
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Από τα σχήµατα 5.35 – 5.38 εξάγεται το συµπέρασµα, ότι το προσοµοίωµα τριών παραµέτρων του Kerr 

µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού πλεονεκτεί σαφώς όλων των υπολοίπων 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά την προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων, εάν δοθούν στον 

συντελεστή συσχέτισης τιµές µεταξύ του 9 και 10. Πιο συγκεκριµένα, η τιµή nck=9 οδηγεί σε αποτελέσµατα 

που δεν αποκλίνουν περισσότερο από ±10% σε κανέναν από τους κόµβους της δοκού στην περίπτωση της 

µελέτης του εδάφους Ε1. Αντίστοιχα, για όλες τις υπόλοιπες κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν η 

βέλτιστη τιµή του συντελεστή συσχέτισης είναι η τιµή nck=10. Εποµένως, η βασική παρατήρηση που µπορεί 

να γίνει όσον αφορά τις κατακόρυφες µετακινήσεις είναι, ότι και στην περίπτωση της µελέτης δοκών 

πεπερασµένου µήκους µε σύνθετα συστήµατα φόρτισης, το εύρος διακύµανσης των απαιτούµενων για τη 

βέλτιστη σύγκλιση των κατακορύφων µετακινήσεων συντελεστών συσχέτισης nck, είναι της ίδιας τάξης 

µεγέθους όπως και στην αντίστοιχη περίπτωση φόρτισης µε µοναχικές δυνάµεις ή ροπές. Υπενθυµίζεται ότι 

στις περιπτώσεις των µοναχικών φορτίσεων, οι τιµές που αποδίδουν τα βέλτιστα αποτελέσµατα όσον αφορά 

την σύγκλιση των κατακορύφων µετακινήσεων είναι nck=7 για τα «µαλακά», και nck=8 για τα «σκληρά» 

εδάφη. Αν γίνονταν χρήση των τιµών αυτών και στην παρούσα περίπτωση, οι αποκλίσεις του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων θα έφταναν σε ορισµένους κόµβους έως και το 20% – 25%. 

Ωστόσο και µε τις τιµές αυτές, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων πλεονεκτεί όλων των υπολοίπων σε 

κάθε περίπτωση, όπως γίνεται φανερό από την µελέτη των σχηµάτων 5.35 – 5.38. 

Όσον αφορά τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα αξίζει να σηµειωθεί, ότι το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει 

τα αµέσως πιο αποδεκτά αποτελέσµατα, µε µεγάλη ωστόσο διαφορά από το προσοµοίωµα του Kerr 

(αποκλίσεις της τάξης του 30 – 40% για κάθε κατηγορία εδάφους). Μάλιστα και στην παρούσα περίπτωση, 

το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει συστηµατικά µικρότερες τιµές µετακινήσεων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς. Τέλος, τα άλλα τρία προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν (Pasternak, Winkler, και Kerr χωρίς την 

θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού) αποτυγχάνουν πλήρως στην απόδοση 

αποτελεσµάτων ανεκτής απόκλισης, καθώς οι αποκλίσεις τους υπερβαίνουν σε κάθε περίπτωση το 100%. 

Εποµένως δεν έχει νόηµα µια λεπτοµερής καταγραφή των επιµέρους χαρακτηριστικών των επιδόσεών τους. 

Από τα παραπάνω καθίσταται σαφής και στην παρούσα περίπτωση, η αναγκαιότητα της θεώρησης 

της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού προκειµένου να επιτευχθεί ικανοποιητική απόδοση 

των κατακορύφων µετακινήσεων, καθώς τα προσοµοιώµατα που διαπιστώθηκε ότι αστοχούν δεν 

έχουν τέτοια δυνατότητα. Πέραν τούτου όµως διαπιστώνεται και περαιτέρω βελτίωση των 

αποτελεσµάτων, εάν ληφθούν υπόψη οι επιπλέον τοπικές παραµορφώσεις ακριβώς κάτω από την 

φορτιζόµενη περιοχή του εδάφους, τις οποίες µόνον το προσοµοίωµα του Kerr µπορεί να αποδώσει. 

Όσον αφορά τις τιµές των καµπτικών ροπών, τα συµπεράσµατα δεν είναι και τόσο ξεκάθαρα σχετικά µε 

την σύγκλιση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων προς τη λύση αναφοράς. Παρακάτω θα δοθούν 

αναλυτικά οι παρατηρήσεις που προέκυψαν από τις παραµετρικές αναλύσεις για κάθε προσοµοίωµα 

ξεχωριστά. (Σκοπίµως, η παρουσίαση των συµπερασµάτων για το προσοµοίωµα του Kerr µε τη θεώρηση 

του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού θα παρουσιαστεί τελευταία, καθώς συνοδεύεται από τις παραµετρικές 

αναλύσεις προσδιορισµού των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck όπως τονίστηκε παραπάνω). 
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– Από τα Σχήµατα 5.39 – 5.42 προκύπτει το συµπέρασµα, ότι τα προσοµοιώµατα του Winkler και του Kerr 

χωρίς τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού εµφανίζουν ισοδύναµα αποτελέσµατα, τα οποία 

όµως κρίνονται απορριπτέα καθώς ειδικά στους κόµβους 4, 5, 6 οι αποκλίσεις αποδίδουν είναι άνω του 

1500%. Αλλά και στους υπόλοιπους κόµβους η µικρότερη απόκλιση υπερβαίνει το 70%. Πέραν τούτου 

αξιοσηµείωτο είναι και το γεγονός, ότι εκτός των υπερβολικά µεγάλων αποκλίσεων, παρατηρούνται και  

διαφορές προσήµου µεταξύ των αποτελεσµάτων των προσοµοιωµάτων αυτών και των αποτελεσµάτων 

αναφοράς σε πολλούς από τους κόµβους που εξετάστηκαν. 

– Το προσοµοίωµα του Pasternak, το οποίο δεν λαµβάνει υπόψη την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού, εµφανίζει ποιοτικά τα ίδια αποτελέσµατα µε τα δυο προηγούµενα προσοµοιώµατα, µε λίγο 

µικρότερες αποκλίσεις οι οποίες όµως δεν παύουν να είναι σηµαντικότατες (της τάξης του 1000 – 1300% 

στους κόµβους 4, 5, 6). Η εικόνα αυτή συναντάται στα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3. Στα «σκληρά» εδάφη 

Ε4 και Ε5 οι αποκλίσεις µειώνονται αισθητά χωρίς όµως να µπορούν να θεωρηθούν µικρές, καθώς ειδικά 

στους κόµβους 4, 5, 6 – που είναι και οι πιο δυσµενείς από πλευράς αποκλίσεων – κυµαίνονται µεταξύ 

του 150 και του 600% 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov εµφανίζει την πιο δυσµενή συµπεριφορά από όλα τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν στην περίπτωση µελέτης των «µαλακών» εδαφών Ε1 και Ε3. Αντίθετα 

στην περίπτωση µελέτης των «σκληρών» εδαφών Ε4 και Ε5, εµφανίζει µια πιο βελτιωµένη εικόνα από τα 

προσοµοιώµατα των Winkler και Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της 

δοκού. Ωστόσο, και στην περίπτωση αυτή, αν και η βελτίωση των αποτελεσµάτων του είναι πολύ 

σηµαντική, υστερεί του προσοµοιώµατος του Pasternak καθώς αποδίδει µεγαλύτερες αποκλίσεις από το 

τελευταίο. Αξιοσηµείωτο όµως είναι το γεγονός, ότι παρά τις κατ’ απόλυτη τιµή µεγαλύτερες αποκλίσεις 

που αποδίδει, το προσοµοίωµα του Vlasov επιτυγχάνει ταύτιση των προσήµων των καµπτικών ροπών µε 

τα πρόσηµα των αποτελεσµάτων αναφοράς, σε όλες τις εξεταζόµενες περιπτώσεις και σχεδόν σε όλους 

τους κόµβους της δοκού. 

– Το προσοµοίωµα του Kerr µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού, έχει τη 

δυνατότητα µεγαλύτερης προσέγγισης στις τιµές αναφοράς από τα προαναφερόµενα προσοµοιώµατα, 

λόγω της ευελιξίας του στην επιλογή του συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των παραµέτρων k και c. Το 

πρόβληµα εποµένως  – όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα – έγκειται στον προσδιορισµό του 

κατάλληλου συντελεστή συσχέτισης. Όπως φαίνεται και από τα σχήµατα 5.39 – 5.42, υπάρχει για κάθε 

κατηγορία εδάφους µια συγκεκριµένη, και σε κάθε περίπτωση διαφορετική, τιµή του nck για την οποία τα 

αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων εµφανίζουν ικανοποιητική – συγκριτικά 

πάντα µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα – προσέγγιση στα αποτελέσµατα αναφοράς. Συνοψίζοντας τα 

δεδοµένα των σχηµάτων 5.39 – 5.42, οι βέλτιστοι συντελεστές ανά κατηγορία εδάφους είναι: 

Ε1 → nck=138, Ε3 → nck=152, Ε4 → nck=144, Ε5 → nck=172. 

Όπως γίνεται κατανοητό, οι συντελεστές αυτοί εµφανίζουν µια διασπορά, όχι πάντως υπερβολικά 

µεγάλη, που δεν επιτρέπει εξαρχής την πρόταση µιας ενιαίας βέλτιστης τιµής για το συντελεστή nck 

ανεξάρτητης από την κατηγορία εδάφους που µελετάται.  
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Ωστόσο αξίζει να γίνει η παρατήρηση, ότι αν συνδυαστούν οι βέλτιστες τιµές του συντελεστή συσχέτισης 

nck µε το λόγο του Poison ν κάθε µιας από τις κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν, προκύπτει το 

συµπέρασµα ότι υπάρχει συσχέτιση µεταξύ τους, πως φαίνεται και στο παρακάτω διάγραµµα. 

nck = -137,14ν + 192,64

R2 = 0,9989
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Όπως φαίνεται η συσχέτιση αυτή είναι σχεδόν γραµµική. Βέβαια η παραπάνω παρατήρηση έχει εξαχθεί 

από µια συγκεκριµένη φορτιστική κατάσταση, και προκειµένου να ελεγχθεί η πιο γενική ισχύς της θα 

πρέπει να αποδειχθεί και για διαφορετικές φορτιστικές καταστάσεις. Ωστόσο, αν θα έπρεπε να προταθεί 

ένα συγκεκριµένο εύρος τιµών για τον συντελεστή συσχέτισης nck προκειµένου να επιτευχθεί µια 

ικανοποιητική σύγκλιση των τιµών των καµπτικών ροπών προς τις τιµές αναφοράς, θα µπορούσαν να 

προταθούν οι εξής τιµές: 

Για τα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3: nck=140 – 145. 

Για τα «σκληρά» εδάφη Ε4 και Ε5: nck=155 – 160. 

Για τιµές του συντελεστή συσχέτισης που ανήκουν σ’ αυτά τα πεδία τιµών, επιτυγχάνονται συγκλίσεις 

που δεν διαφέρουν πολύ από τις συγκλίσεις που επιτυγχάνονται µε τους βέλτιστους συντελεστές που 

παρουσιάστηκαν πιο πάνω (Σχήµατα 5.39 – 5.42). 

Τέλος, όσον αφορά τις τέµνουσες δυνάµεις θα πρέπει να τονιστούν τα εξής (Σχήµατα 5.43 – 5.46): 

– Τα προσοµοιώµατα του Winkler και του Kerr χωρίς τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού, 

εξακολουθούν να είναι σχεδόν ισοδύναµης απόδοσης, όπως και στην περίπτωση του ελέγχου των 

καµπτικών ροπών. Ωστόσο στην παρούσα περίπτωση, οι αποκλίσεις τους είναι εµφανώς µικρότερες αλλά 

όχι και αποδεκτές, καθώς κυµαίνονται κατά κανόνα µεταξύ του 150% και 450%. Οι αποκλίσεις αυτές 

µειώνονται σε γενικές γραµµές στην περίπτωση των «σκληρών» εδαφών E4 και E5. 

– Το προσοµοίωµα του Pasternak, ενώ στην περίπτωση του ελέγχου των καµπτικών ροπών εµφανιζόταν 

ελαφρά πιο αποδοτικό από τα δυο προηγούµενα, στην περίπτωση του ελέγχου των τεµνουσών δυνάµεων 

εµφανίζεται σχεδόν ισοδύναµο µε αυτά (εξαίρεση αποτελεί η τοπική έξαρση των αποκλίσεων που 

αποδίδει στους κόµβους 4δ και 5). 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει και αυτό σηµαντικές αποκλίσεις, οι οποίες είναι όµως µικρότερες 

απ’ ότι στην περίπτωση του ελέγχου των καµπτικών ροπών. Βέβαια, και στην παρούσα περίπτωση είναι 

σηµαντικές καθώς µε ελάχιστες εξαιρέσεις είναι αρκετά µεγαλύτερες του 80%. Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό 
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του προσοµοιώµατος του Vlasov – που το διαφοροποιεί από τα υπόλοιπα – είναι η απόδοση µη 

µηδενικών τιµών για τις τέµνουσες δυνάµεις στα άκρα της δοκού. Το γεγονός αυτό οφείλεται στην 

προσθήκη µεταφορικών ελατηρίων στα άκρα της δοκού, µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η θεώρηση της 

επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν αυτής σύµφωνα µε τις παραδοχές µε τις οποίες καταστρώνονται οι 

βασικές εξισώσεις του προσοµοιώµατος. 

– Όσον αφορά το προσοµοίωµα του Kerr µε θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν της δοκού, οι 

βέλτιστοι συντελεστές ανά κατηγορία εδάφους είναι: 

Ε1 → nck=76, Ε3 → nck=82, Ε4 → nck=60, Ε5 → nck=51. 

Βέβαια, θα πρέπει να τονιστεί ότι ακόµα και για τους συντελεστές αυτούς οι αποκλίσεις δεν είναι 

ιδιαίτερα µικρές, αλλά δεν υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση και σε κανένα κόµβο το 45%, τη στιγµή που 

οι αποκλίσεις των άλλων προσοµοιωµάτων είναι πολύ µεγαλύτερες. Εποµένως, και στην περίπτωση του 

ελέγχου των τεµνουσών δυνάµεων, το προσοµοίωµα του Kerr υπερτερεί σαφώς των υπολοίπων 

προσοµοιωµάτων. Ωστόσο το πρόβληµα που τίθεται και εδώ είναι το εύρος διακύµανσης των βέλτιστων 

συντελεστών συσχέτισης nck. Από τις παραµετρικές αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, αποδείχθηκε ότι 

δεν εµφανίζονται ιδιαίτερα µεγάλες διακυµάνσεις στις αποκλίσεις για τιµές του συντελεστή nck=75 – 80 

για τα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3. Αυτό σηµαίνει ότι µπορεί να προταθεί η τιµή nck=78 για τις 

περιπτώσεις των «µαλακών» εδαφών, ενώ η αντίστοιχη τιµή για τα «σκληρά» εδάφη είναι nck=55. Για τις 

τιµές αυτές και στις δυο περιπτώσεις – «µαλακών» και «σκληρών» εδαφών – οι αποκλίσεις δεν 

υπερβαίνουν σε καµία περίπτωση το 45%. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν επίσης, τα αποτελέσµατα 

του ελέγχου των τιµών των τεµνουσών δυνάµεων όταν στους συντελεστές συσχέτισης δοθούν οι τιµές µε 

τις οποίες αποδίδονται οι βέλτιστες αποκλίσεις των καµπτικών ροπών (δηλαδή οι τιµές nck=140 – 145 για 

τα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3, και nck=155 – 160 για τα «σκληρά» εδάφη Ε4 και Ε5). Ο έλεγχος αυτός 

για τα «µαλακά» εδάφη οδήγησε στο συµπέρασµα, ότι οι αποκλίσεις των τεµνουσών δυνάµεων στην 

περίπτωση που γίνεται χρήση των συντελεστών nck=140 – 145 δεν µεταβάλλονται σηµαντικά, αν 

εξαιρεθούν οι αποκλίσεις στον κόµβο 6 οι οποίες αν και αυξάνονται υπερβολικά (π.χ. από το 7.12% στο 

250% στην περίπτωση του εδάφους Ε1) ωστόσο παραµένουν µικρότερες από τις αποκλίσεις που 

αποδίδουν τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. Επιπλέον σε ορισµένους κόµβους, όπως οι κόµβοι 2 και 4, 

αποδίδονται µικρότερες αποκλίσεις (π.χ. από το  –15.9% στο 2.5% στον κόµβο 2 κατά τη µελέτη του 

εδάφους Ε1). Η ίδια εικόνα διατηρείται και στην περίπτωση του αντίστοιχου ελέγχου για τα «σκληρά» 

εδάφη Ε4 και Ε5. Εποµένως µπορεί να ειπωθεί συµπερασµατικά, ότι είναι δυνατή η πρόταση 

συντελεστών συσχέτισης για τους οποίους επιτυγχάνονται ικανοποιητικές προσεγγίσεις των τιµών των 

καµπτικών ροπών και των τεµνουσών δυνάµεων. ∆εν θα πρέπει βέβαια να παραβλέπονται και οι 

εξαιρέσεις κατά τις οποίες οι κοινοί συντελεστές συσχέτισης οδηγούν σε πολύ µεγαλύτερες αποκλίσεις 

από τις αντίστοιχες αποκλίσεις που αποδίδουν οι κατά περίπτωση βέλτιστοι συντελεστές. Ωστόσο οι 

εξαιρέσεις αυτές είναι λίγες και δεν µπορούν να ανατρέψουν την γενική εικόνα που περιγράφηκε 

προηγουµένως. 
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5.3.3. Παραδείγµατα Οµάδας 3: Εφαρµογές του Προτεινόµενου Γενικευµένου στοιχείου 

Με την τρίτη οµάδα παραδειγµάτων επιχειρείται η εφαρµογή του προτεινόµενου στην παρούσα διατριβή 

γενικευµένου στοιχείου, στην προσοµοίωση δοµικών στοιχείων θεµελίωσης, αλλά και δοµικών στοιχείων 

ανωδοµής µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις. Παράλληλα διερευνάται η εφαρµοσιµότητα του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων σε πιο σύνθετα συστήµατα φορέων θεµελίωσης. 

5.3.3.1. Παράδειγµα 3α: Απλό Πλαίσιο στα πλαίσια της θεωρίας α’ και β’ τάξης  

Το πρώτο παράδειγµα της οµάδας συνίσταται στην επίλυση των δυο επιπέδων πλαισίων του Σχήµατος 

5.47. Οι επιλύσεις πραγµατοποιήθηκαν κυρίως στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης, ενώ έγινε και µια επίλυση 

του φορέα του Σχήµατος 5.47β στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης. Πιο συγκεκριµένα έγιναν οι παρακάτω 

αναλύσεις: 

1. Ανάλυση του πλαισίου οπλισµένου σκυροδέµατος του Σχήµατος 5.47α στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης 

(Επίλυση 3.α1). 

2. Ανάλυση του µικτού πλαισίου του Σχήµατος 5.47β στα πλαίσια της θεωρίας α’ και β’ τάξης        

(Επίλυση 3.α2). 

3. Ανάλυση του πλαισίου οπλισµένου σκυροδέµατος του Σχήµατος 5.47α στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης 

χωρίς οριζόντια φόρτιση (Επίλυση 3.α3). 
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Σχήµα 5.47. (α) Επίπεδο πλαίσιο οπλισµένου σκυροδέµατος, (β) Επίπεδο µεταλλικό πλαίσιο µε φορέα θεµελίωσης 

από οπλισµένο σκυρόδεµα. 

Για την διενέργεια των αναλύσεων συντάχθηκαν αλγόριθµοι σε γλώσσες προγραµµατισµού QBASIC και 

FORTAN 90, ενώ για τις συγκρίσεις των αποτελεσµάτων µε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τις 

αντίστοιχες συµβατικές αναλύσεις, έγινε χρήση του προγράµµατος πεπερασµένων στοιχείων SAP2000.  
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Επίλυση 3.α1 

Η Επίλυση 3.α1 αποσκοπεί στην σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την επίλυση του 

πλαισίου οπλισµένου σκυροδέµατος του Σχήµατος 5.47α αφενός µε το προτεινόµενο στοιχείο, και αφετέρου 

από τις αντίστοιχες επιλύσεις µε συµβατικά στοιχεία δοκού και συµβατικές τεχνικές προσοµοίωσης. Ως 

εδαφικό προσοµοίωµα χρησιµοποιείται αποκλειστικά το προσοµοίωµα του Winkler καθώς είναι το µοναδικό 

εδαφικό µηχανικό προσοµοίωµα που µπορεί να µοντελοποιηθεί µε τα διαθέσιµα προγράµµατα 

πεπερασµένων στοιχείων (εξαιρούνται φυσικά τα προσοµοιώµατα των πεπερασµένων στοιχείων).  

Προκειµένου να εκπληρωθούν οι σκοποί της επίλυσης, οι αναλύσεις πραγµατοποιήθηκαν τόσο µε χρήση 

του νέου στοιχείου (κατά την οποία απαιτείται ένα µόνον στοιχείο για την προσοµοίωση της συνδετήριας 

δοκού) όσο και µε τέσσερα διαφορετικά συµβατικά µοντέλα του φορέα θεµελίωσης που διαφέρουν µεταξύ 

τους ως προς την πυκνότητα διακριτοποίησης της συνδετήριας δοκού. Πιο συγκεκριµένα, η συνδετήρια 

δοκός διακριτοποιήθηκε διαδοχικά µε Ν=3, 6, 12, 20 συνήθη στοιχεία όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.48.  

Στόχος της επίλυσης αυτής είναι να καταδείξει αφενός την ευκολία µε την οποία το νέο στοιχείο 

επιτυγχάνει τη σωστή προσοµοίωση δοκών επί ελαστικού υποβάθρου και αφετέρου το γεγονός ότι για να 

επιτευχθεί ακρίβεια αποτελεσµάτων ιδίου επιπέδου απαιτείται η χρήση µεγάλου αριθµού συµβατικών 

στοιχείων. 
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Σχήµα 5.48. Τα τέσσερα συµβατικά προσοµοιώµατα του φορέα θεµελίωσης των πλαισίων του παραδείγµατος 3α. 

Οι αναλύσεις πραγµατοποιήθηκαν µε τιµή του δείκτη εδάφους Κ=6628kN/m3. Η τιµή αυτή προέκυψε 

από τους πίνακες του Terzaghi (1955), οι οποίοι έχουν συνταχθεί µε βάση πειραµατικά δεδοµένα. Πιο 

συγκεκριµένα ο προσδιορισµός της τιµής αυτής έγινε ως εξής:  

Ξεκινώντας µε την υπόθεση ότι το έδαφος θεµελίωσης αποτελείται από χαλαρή άµµο (Ν<10), από τους 

πίνακες του Terzaghi προκύπτει ότι το εύρος διακύµανσης του δείκτη εδάφους είναι: ΚS1=6400 – 

19200kN/m3. Επιλέγοντας µια µέση τιµή ΚS1=12800kN/m3 θα πρέπει εν συνεχεία να ακολουθήσουν οι 

απαραίτητες διορθώσεις λόγω διαστάσεων των δοµικών στοιχείων της θεµελίωσης (Σχέση 2.113) και λόγω 

του σχήµατος τους (Σχέση 2.115). Από την εκτέλεση της διαδικασίας των διορθώσεων της αρχικής τιµής 

ΚS1=12800kN/m3 µε βάση τις διαστάσεις της συνδετήριας δοκού (L=13.8m, b=0.4m) προκύπτει η τιµή που 
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χρησιµοποιήθηκε στους υπολογισµούς. (Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι µια πιο λεπτοµερής 

διαδικασία υπολογισµού του δείκτη εδάφους θα απαιτούσε την ξεχωριστή διαδικασία διόρθωσης της 

αρχικής τιµής ΚS1=12800kN/m3 για τα πέδιλα, καθώς οι γεωµετρικές τους διαστάσεις αλλά και το σχήµα 

τους είναι διαφορετικά από τα αντίστοιχα στοιχεία της συνδετήριας δοκού. Ωστόσο στα πλαίσια της 

παρούσης ανάλυσης µια τέτοια διαφοροποίηση κρίθηκε ως µη έχουσα ιδιαίτερη αξία υπό το πρίσµα βέβαια 

των σκοπών της). 
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Σχήµα 5.49 (α) αποκλίσεις των τιµών των µετακινήσεων των κόµβων του πλαισίου που προκύπτουν από την 
επίλυση µε τα συµβατικά προσοµοιώµατα, από τις τιµές που προκύπτουν από την επίλυση αναφοράς µε το 
προτεινόµενο νέο στοιχείο, (β) αντίστοιχες αποκλίσεις των εντατικών µεγεθών του φορέα θεµελίωσης. 

Στα διαγράµµατα του σχήµατος 5.49 δίνονται τα αποτελέσµατα των αναλύσεων. Από τα διαγράµµατα 

αυτά προκύπτει ότι τα προσοµοιώµατα µε Ν=3 και Ν=6 κλασσικά στοιχεία δοκού κρίνονται ως εντελώς 

απορριπτέα, καθώς οι µέγιστες αποκλίσεις τους όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη της δοκού θεµελίωσης 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

315 

κυµαίνονται από 29 – 97% και 8 – 51% αντίστοιχα. Ακόµα και το προσοµοίωµα µε Ν=12 στοιχεία αν και 

εµφανίζεται να είναι αισθητά πιο βελτιωµένο σε σχέση µε τα δυο προηγούµενα, εµφανίζει και αυτό 

αποκλίσεις της τάξης 5% στις καµπτικές ροπές και 25% στις τέµνουσες.  Τέλος, το προσοµοίωµα µε Ν=20 

εµφανίζεται ως το πιο αποδεκτό καθώς οι αποκλίσεις του δεν υπερβαίνουν το 1% στις καµπτικές ροπές, και 

το 15% στις τέµνουσες δυνάµεις. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι πραγµατοποιήθηκε µια 

επιπλέον ανάλυση µε Ν=30 στοιχεία προκειµένου να διερευνηθεί εάν υπάρχουν σοβαρά περιθώρια 

περαιτέρω βελτίωσης των αποτελεσµάτων του προσοµοιώµατος µε Ν=20 στοιχεία. Από την επίλυση αυτή 

προέκυψε ότι η περαιτέρω σύγκλιση όσον αφορά τις τέµνουσες δυνάµεις (που αποτελούν την «αχίλλειο 

πτέρνα» των συµβατικών προσοµοιωµάτων) δεν είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς η µείωση της απόκλισης 

που επιτυγχάνεται δεν υπερβαίνει το 20%. Εποµένως, ο αριθµός των 20 στοιχείων είναι (για το 

συγκεκριµένο παράδειγµα βέβαια) ο ελάχιστος απαιτούµενος για την ικανοποιητική προσέγγιση της 

ακριβούς λύσης µε το προτεινόµενο στοιχείο. Αν ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι οι πιο σύνθετοι φορείς 

θεµελίωσης αποτελούνται από περισσότερες δοκούς θεµελίωσης, προκύπτει το συµπέρασµα ότι ο συνολικός 

αριθµός των στοιχείων που απαιτούνται για µια αξιόπιστη ανάλυση είναι αρκετά µεγάλος. 

Επίλυση 3.α2 

Η Επίλυση 3.α2 αποσκοπεί στην σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την επίλυση του 

µικτού πλαισίου του Σχήµατος 5.47β. Οι αναλύσεις πραγµατοποιήθηκαν τόσο στα πλαίσια της θεωρίας α’ 

όσο και στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, προκειµένου να ελεγχθεί η ικανότητα του νέου στοιχείου και 

στους δυο τύπους αναλύσεων. Όπως και στην προηγούµενη επίλυση έτσι και στην παρούσα, οι αναλύσεις 

έγιναν µε χρήση του προσοµοιώµατος του Winkler, καθώς κύριος στόχος είναι απόδειξη της ευκολίας µε 

την οποία επιτυγχάνεται η αξιόπιστη προσοµοίωση των κόµβων στους οποίους συντρέχουν στοιχεία µε 

ηµιάκαµπτες συνδέσεις. Στη συγκεκριµένη επίλυση γίνεται χρήση δυο υποπεριπτώσεων του γενικευµένου 

στοιχείου: η πρώτη αφορά το στοιχείο µε ηµιάκαµπτες συνδέσεις και απολύτως στερεούς βραχίονες χωρίς 

όµως συνεχή ελαστική έδραση για την προσοµοίωση του µεταλλικού ζυγώµατος του πλαισίου, ενώ η 

δεύτερη αφορά το στοιχείο µε συνεχή ελαστική έδραση τύπου Winkler και απολύτως στερεούς βραχίονες 

χωρίς όµως ηµιάκαµπτες συνδέσεις, για την προσοµοίωση της δοκού θεµελίωσης. Τα αποτελέσµατα που 

προέκυψαν από την επίλυση µε το νέο στοιχείο συγκρίθηκαν µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από την επίλυση, µε το SAP2000, µοντέλων στα οποία τόσο η προσοµοίωση των ηµιακάµπτων 

συνδέσεων όσο και η προσοµοίωση της δοκού θεµελίωσης πραγµατοποιούνται µε συµβατικές τεχνικές 

προσοµοίωσης που θα παρουσιαστούν παρακάτω. Για την προσοµοίωση της δοκού θεµελίωσης 

χρησιµοποιήθηκαν 20 συµβατικά στοιχεία δοκού αξιοποιώντας έτσι τα αποτελέσµατα της προηγούµενης 

ανάλυσης, προκειµένου να αποκλειστεί η πιθανότητα να προκύψουν σοβαρές αποκλίσεις προερχόµενες από 

την προσοµοίωση της δοκού θεµελίωσης. Εποµένως, είναι βέβαιο ότι οι όποιες σοβαρές αποκλίσεις που 

ενδέχεται να προκύψουν θα οφείλονται κατά κύριο λόγο στο τρόπο µε τον οποίο προσοµοιώνονται οι κόµβοι 

του ζυγώµατος. 
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Για την τιµή του δείκτη εδάφους κατά την ανάλυση στα πλαίσια τη θεωρίας α’ τάξης χρησιµοποιήθηκε η 

τιµή Κ=1366.8kN/m3. Η τιµή αυτή προέκυψε από την εφαρµογή της σχέσης του Biot (1937) για συνθήκες 

επίπεδης έντασης όπως παρουσιάζεται παρακάτω: 
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Για την τιµή του µέτρου ελαστικότητας του εδάφους χρησιµοποιήθηκε η τιµή ΕS=17500kN/m2 που 

αντιστοιχεί σε έδαφος θεµελίωσης που συνίσταται από χαλαρή άµµο (Bowles (1988)). 

Όσον αφορά την προσοµοίωση των κόµβων του µεταλλικού ζυγώµατος, θα πρέπει να τονιστεί ότι καθώς 

δεν υπάρχει διαθέσιµο πρόγραµµα το οποίο να έχει ενσωµατωµένο πεπερασµένο στοιχείο δοκού που να 

συνδυάζει την δυνατότητα ταυτόχρονης προσοµοίωσης ηµιάκαµπτων συνδέσεων και απολύτως στερεών 

βραχιόνων, προκύπτει η ανάγκη προσοµοίωσης των κόµβων µε συνδυασµούς συµβατικών στοιχείων όπως 

παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 5.50α). 
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Σχήµα 5.50. (α) οι δυο διαφορετικοί τρόποι συµβατικής προσοµοίωσης των ηµιάκαµπτων συνδέσεων, µε τη χρήση 
πρόσθετων βοηθητικών στοιχείων, (β) οι τρεις διαφορετικοί τύποι συνδέσεων µεταλλικών στοιχείων που 
χρησιµοποιήθηκαν. 
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Για τις τιµές των στροφικών ελατηρίων µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η προσοµοίωση των 

ηµιάκαµπτων συνδέσεων έγινε χρήση τιµών που αντιστοιχούν σε τρεις διαφορετικούς τύπους συνδέσεων, 

όπως φαίνεται και στο Σχήµα 5.50β (Πηγή: Council on tall buildings and urban habitat, (1993)). 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.51, οι συµβατικές προσοµοιώσεις των ηµιάκαµπτων συνδέσεων 

επιτυγχάνουν πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα συγκρινόµενες µε την προσοµοίωση µε το νέο στοιχείο. 

Ωστόσο, η υπεροχή του νέου στοιχείου έγκειται στην απλότητα του αλλά και στο γεγονός ότι η επίλυση µε 

αυτό απαιτεί τη χρήση µόνο τεσσάρων στοιχείων έναντι των 35 που απαιτεί η επίλυση µε συµβατικές 

τεχνικές προσοµοίωσης. Πέραν τούτου, δεν πρέπει να λησµονείται ότι για την ακριβή προσέγγιση της τιµής 

της σταθεράς των στροφικών ελατηρίων µε τις τεχνικές προσοµοίωσης που δίνονται στο Σχήµα 5.50β 

απαιτείται πολύ µεγάλη προσοχή στην επιλογή τόσο του µήκους όσο και των γεωµετρικών στοιχείων της 

διατοµής των πρόσθετων βοηθητικών στοιχείων που χρησιµοποιούνται. 
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Σχήµα 5.51. Οι αποκλίσεις των τιµών των στροφών και των καµπτικών ροπών των κόµβων 2 και 3 όπως 
προκύπτουν από την επίλυση µε τις συµβατικές τεχνικές προσοµοίωσης σε σχέση µε την επίλυση µε το νέο στοιχείο. 
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Ένα ακόµα συµπέρασµα που προκύπτει από την µελέτη των παραπάνω διαγραµµάτων είναι ότι οι ούτως 

ή άλλως µικρές αποκλίσεις των καµπτικών ροπών µειώνονται όσο αυξάνονται οι τιµές των σταθερών των 

στροφικών ελατηρίων. Η παρατήρηση αυτή εξηγείται εάν ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι η αύξηση της 

δυσκαµψίας των ελατηρίων µειώνει τις πρόσθετες µετακινήσεις (γόνατα ελαστικής γραµµής στα σηµεία 

όπου υπάρχουν τα στροφικά ελατήρια) που προκαλούν οι ηµιάκαµπτες συνδέσεις. Οι πρόσθετες αυτές 

µετακινήσεις είναι η αιτία της διαφοροποίησης των τιµών των καµπτικών ροπών που προκύπτουν από τις 

δυο κατηγορίες επιλύσεων (της ακριβούς µε το νέο στοιχείο και της προσεγγιστικής µε τις συµβατικές 

τεχνικές προσοµοίωσης). 

Όπως τονίστηκε και στη αρχή της αναφοράς στην επίλυση 3.α2, η ανάλυση του πλαισίου του Σχήµατος 

5.47β πραγµατοποιήθηκε και στα πλαίσια τη θεωρίας β’ τάξης λαµβάνοντας έτσι υπόψη και την επιρροή 

των παραµορφώσεων στις τιµές των εντατικών µεγεθών, όπως κρίνεται πολλές φορές σκόπιµο κατά την 

ανάλυση των µεταλλικών φορέων. Η επίλυση πραγµατοποιήθηκε  µε την ίδια τιµή για τον δείκτη εδάφους 

και για τους ίδιους τύπους ηµιακάπτων συνδέσεων. Το βασικό συµπέρασµα των αναλύσεων αυτών είναι ότι 

οι αποκλίσεις τόσο των στροφών όσο και των ροπών δεν αλλάζουν σχεδόν καθόλου από τις αντίστοιχες 

αποκλίσεις που προκύπτουν από τις αναλύσεις στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης. Εποµένως για την 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων αρκεί η µελέτη του Σχήµατος 5.51. 

Επίλυση 3.α3 

Κατά την Επίλυση 3.α3 αναλύθηκε και πάλι το πλαίσιο του Σχήµατος 5.47α αγνοώντας όµως την 

οριζόντια φόρτιση. Η ανάλυση αυτή έχει δυο στόχους: 

– Να αποδείξει την αδυναµία του προσοµοιώµατος του Winkler να αποδώσει σωστά τα µεγέθη έντασης και 

µετακίνησης του πλαισίου, και 

– Να ελέγξει την αξιοπιστία των προσοµοιωµάτων των δυο και των τριών παραµέτρων και των 

παραλλαγών τους κατά την ανάλυση επιπέδων πλαισίων, συγκρίνοντας τα εξαγόµενα αποτελέσµατα µε 

τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση µε τα προσοµοιώµατα επιφανειακών 

πεπερασµένων στοιχείων που στα πλαίσια των αναλύσεων του παραδείγµατος θεωρούνται ως 

προσοµοιώµατα αναφοράς. 

Για την εκπλήρωση των στόχων του παρόντος παραδείγµατος θεωρήθηκαν οι κατηγορίες εδάφους Ε2 και 

Ε4 του Πίνακα 5.2, ενώ όσον αφορά τα βάθη του ελαστικού υποβάθρου θεωρήθηκαν οι τιµές HS=20, 40 και 

60 µέτρα. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι κατά τις αναλύσεις για την κατηγορία εδάφους Ε2, οι αναγραφόµενες 

επί του σχήµατος 5.47α τιµές φόρτισης µειώθηκαν κατά 60% προκειµένου να µειωθούν σε ρεαλιστικά 

πλαίσια οι κατακόρυφες µετακινήσεις. Παράλληλα για τις επιλύσεις αυτές, θεωρήθηκε ότι το πλάτος της 

πεδιλοδοκού είναι ίσο µε 0.5m (έναντι του 0.4m που δίνεται στο σχήµα 5.47α), και ως εκ τούτου η διατοµή 

της είναι (0.5x1.0) και όχι (0.4x1.0). Για όλες τις επιλύσεις έγινε η παραδοχή ότι ισχύουν συνθήκες επίπεδης 

έντασης. 
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Πραγµατοποιήθηκαν όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα, αναλύσεις µε τα παρακάτω 

προσοµοιώµατα: 

α. Προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. Κατά την επίλυση µε το προσοµοίωµα αυτό, το 

έδαφος θεµελίωσης προσοµοιώθηκε µε κάναβους επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων (Σχήµα 5.52), τα 

χαρακτηριστικά των οποίων είναι κοινά µε αυτά που χρησιµοποιήθηκαν και στις αναλύσεις των 

προηγούµενων παραδειγµάτων. Ειδικά για το παρόν παράδειγµα αποφασίστηκε να γίνει και ένας έλεγχος 

της επάρκειας του χρησιµοποιούµενου κανάβου, έτσι ώστε τα αποτελέσµατα του ελέγχου αυτού να 

αξιοποιηθούν και στο επόµενο παράδειγµα το οποίο αφορά επίσης ανάλυση επιπέδων πλαισίων. 

 
Σχήµα 5.52. Ενδεικτικός κάναβος πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιήθηκαν κατά τις επιλύσεις µε το 
προσοµοίωµα των επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων. 

Έτσι προκειµένου να ελεγχθεί η επάρκεια της διακριτοποίησης κατά την κατακόρυφη διεύθυνση, 

πραγµατοποιήθηκαν και αναλύσεις µε κάναβο αποτελούµενο από διπλάσιο αριθµό στοιχείων κατά τη 

διεύθυνση αυτή. Οι συγκρίσεις των αποτελεσµάτων απέδειξαν ότι ο κάναβος του σχήµατος 5.52 είναι 

επαρκής καθώς δεν παρατηρήθηκαν διαφορές. Ακολουθώντας τις συστάσεις του Liao (1995), η συνολική 

οριζόντια διάσταση του κανάβου τέθηκε ίση µε 2x(9L), όπου 2L είναι το συνολικό µήκος της δοκού 

θεµελίωσης. Έτσι για L=9m η απαιτούµενη οριζόντια διάσταση του κανάβου είναι 162m. Η διακριτοποίηση 

στην οριζόντια διεύθυνση προσδιορίστηκε εµπειρικά µετά από δοκιµαστικές επιλύσεις. Η απόδοση της 

τελικώς χρησιµοποιούµενης οριζόντιας διακριτοποίησης επαληθεύτηκε µε έλεγχο των οριζοντίων 

µετακινήσεων στο κατά την οριζόντια διεύθυνση αδέσµευτο δεξιό κατακόρυφο όριο του κανάβου. Οι 

µετακινήσεις αυτές στο συγκεκριµένο σύνορο προέκυψαν πρακτικά ίσες µε το µηδέν, κάτι που σηµαίνει πως 

περαιτέρω αύξηση της οριζόντιας διάκριτοποίησης του κανάβου του σχήµατος 5.52 δεν έχει καµία επιρροή 

στα αποτελέσµατα. Η δοκός θεµελίωσης διακριτοποιήθηκε µε 30 συµβατικά στοιχεία δοκού. Η σύνδεση των 

στοιχείων αυτών µε τα στοιχεία κελύφους υλοποιήθηκε µέσω κατακορύφων στοιχείων ράβδου, ικανών στην 

µεταβίβαση µόνον κατακορύφων δυνάµεων, όπως αναλυτικά παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 5.3.1.1.  

β. Τροποποιηµένο προσοµοίωµα Vlasov: Κατά την επίλυση µε το προσοµοίωµα αυτό, έγινε χρήση του 

προτεινόµενου γενικευµένου στοιχείου και συντάχθηκε ο κατάλληλος επαναληπτικός αλγόριθµος σε 
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γλώσσα Fortran 90, µε γενικά χαρακτηριστικά που δίνονται στο διάγραµµα ροής του σχήµατος 5.4. Από την 

επίλυση αυτή προκύπτουν ως γνωστό, και οι τιµές των εδαφικών παραµέτρων που είναι απαραίτητες για τις 

επιλύσεις και µε τα υπόλοιπα µηχανικά προσοµοιώµατα. 

γ. Προσοµοίωµα Pasternak: Κατά την επίλυση µε το προσοµοίωµα του Pasternak, έγινε χρήση των τιµών 

των παραµέτρων που προέκυψαν από την ανάλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov. Ωστόσο, 

κατά την επίλυση αυτή αγνοήθηκε η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, µε στόχο την 

διερεύνηση και αυτής της παραµέτρου. 

δ. Προσοµοίωµα Winkler: Κατά την επίλυση αυτή, έγινε χρήση του νέου στοιχείου µε έδραση επί ελαστικού 

υποβάθρου µιας παραµέτρου.  

ε. Προσοµοίωµα Kerr µε και χωρίς την θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου: Κατά την επίλυση 

αυτή, γίνεται για πρώτη φορά επίλυση επιπέδου πλαισίου εδραζόµενου επί ελαστικού υποβάθρου τριών 

παραµέτρων, και ταυτόχρονα για πρώτη φορά χρήση του προτεινόµενου νέου γενικευµένου πεπερασµένου 

στοιχείου δοκού εδραζόµενου επί ελαστικού υποβάθρου περιγραφόµενου µε τη βοήθεια του συγκεκριµένου 

προσοµοιώµατος. 

Τα µεγέθη που συγκρίθηκαν προκείµενου να αξιολογηθούν οι επιδόσεις των εξεταζοµένων µηχανικών 

προσοµοιωµάτων σε σχέση µε το προσοµοίωµα αναφοράς είναι τα εξής: 

– Κατακόρυφες µετακινήσεις των δυο στύλων, 

– Στροφή του κόµβου στύλου – δοκού θεµελίωσης, 

– Καµπτικές ροπές στην κεφαλή και στον πόδα των στύλων, 

– Καµπτικές ροπές και τέµνουσες δυνάµεις στα άκρα της δοκού θεµελίωσης, 

– Καµπτικές ροπές στα άκρα του ζυγώµατος. 

Και στα πλαίσια του παρόντος παραδείγµατος, ακολουθήθηκε η ίδια διαδικασία υπολογισµών. ∆ηλαδή 

προηγήθηκαν οι αναλύσεις µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov, έτσι ώστε να προκύψουν οι 

απαραίτητες τιµές των εδαφικών παραµέτρων, και ακολούθησαν οι αναλύσεις µε τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα καθώς και οι σχετικές συγκρίσεις µε τα αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος αναφοράς. 

Τέλος, πραγµατοποιήθηκαν και οι παραµετρικές αναλύσεις προσδιορισµού των βέλτιστων συντελεστών 

συσχέτισης των παραµέτρων k και c του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, προκειµένου να 

διερευνηθεί η δυνατότητα της µέγιστης δυνατής σύγκλισης των αποτελεσµάτων του εν λόγω 

προσοµοιώµατος µε τα αποτελέσµατα αναφοράς. 

Έτσι στους παρακάτω πίνακες και σχήµατα δίνονται καταρχήν τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων που 

αφορούν τα εξεταζόµενα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου (Πίνακες 5.5 και 5.6, και Σχήµατα 5.53 – 5.56), 

και ακολουθούν τα αποτελέσµατα που αφορούν τα εξεταζόµενα µεγέθη έντασης (Πίνακες 5.8 – 5.10, και 

Σχήµατα 5.57 – 5.62). Παρεµβάλλονται τα σχετικά σχόλια και συµπεράσµατα. 
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Πίνακας 5.5. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από τη λύση αναφοράς, των προς εξέταση προσοµοιωµάτων 

όσον αφορά την κατακόρυφη µετακίνηση του αριστερού στύλου του πλαισίου, και την στροφή του κόµβου 

στύλου – δοκού θεµελίωσης. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k) Kerr1 (c=7k)

uz3 0,082 0,181 0,180 0,056 0,068 0,206

φ1 -0,0005 -0,0010 -0,0007 0,0001 -0,0007 -0,0010

uz3 0,104 0,191 0,190 0,074 0,089 0,217

φ1 -0,0007 -0,0012 -0,0010 0,0000 -0,0007 -0,0012

uz3 0,069 0,099 0,099 0,054 0,062 0,113

φ1 -0,0008 -0,0012 -0,0011 -0,0003 -0,0007 -0,0012

uz3 119,87% 118,84% -32,40% -16,71% 150,64%

φ1 90,70% 37,24% -115,50% 25,73% 81,91%

uz3 83,09% 82,44% -28,75% -14,45% 108,62%

φ1 71,73% 40,55% -97,23% 1,72% 63,73%

uz3 43,56% 42,98% -22,49% -10,36% 63,10%

φ1 59,25% 42,40% -61,57% -12,79% 50,81%
Ηs=20m

Αποκλßσειò

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=60m

Ηs=40m

 

Πίνακας 5.6. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από τη λύση αναφοράς, των προς εξέταση προσοµοιωµάτων 

όσον αφορά την κατακόρυφη µετακίνηση του αριστερού στύλου του πλαισίου, και την στροφή του κόµβου 

στύλου – δοκού θεµελίωσης. Περίπτωση Πυκνής Άµµου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k) Kerr1 (c=7k)

uz3 0,050 0,107 0,102 0,034 0,043 0,120

φ1 -0,0011 -0,0027 -0,0012 0,0001 -0,0012 -0,0022

uz3 0,041 0,075 0,071 0,029 0,036 0,083

φ1 -0,0011 -0,0026 -0,0014 -0,0001 -0,0011 -0,0021

uz3 0,028 0,041 0,039 0,021 0,025 0,045

φ1 -0,0012 -0,0024 -0,0017 -0,0005 -0,0010 -0,0020

uz3 112,43% 103,49% -31,72% -14,17% 137,82%

φ1 147,85% 10,25% -109,36% 14,93% 104,32%

uz3 81,04% 72,03% -28,89% -12,91% 100,52%

φ1 138,27% 27,00% -92,46% 0,22% 90,29%

uz3 48,72% 40,17% -23,74% -10,23% 61,13%

φ1 109,81% 45,43% -56,96% -11,68% 68,49%

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Απüλυτεò τιìÝò

Αποκλßσειò
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Σχήµα 5.53. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των αποτελεσµάτων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το 

προσοµοίωµα αναφοράς (προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων) όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης 

uz3 και φ1. Σκληρή άργιλος – Πίνακας 5.5. 
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Σχήµα 5.54. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των αποτελεσµάτων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το 

προσοµοίωµα αναφοράς (προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων) όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης 

uz3 και φ1. Πυκνή άµµος – Πίνακας 5.6. 
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Σχήµα 5.55. ∆ιερεύνηση της βέλτιστης τιµής του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς την 

λύση αναφοράς της τιµής της κατακόρυφης µετακίνησης του αριστερού στύλου του πλαισίου όπως προκύπτει από 

την εφαρµογή του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Σκληρής αργίλου (α), και περίπτωση Πυκνής 

άµµου (β). 
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Σχήµα 5.56. ∆ιερεύνηση της βέλτιστης τιµής του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς την 

λύση αναφοράς της τιµής της στροφής του κόµβου στύλου – δοκού θεµελίωσης, όπως προκύπτει από την εφαρµογή 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Σκληρής αργίλου (α), και περίπτωση Πυκνής άµµου (β). 
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Στους πίνακες 5.5 και 5.6, και στα σχήµατα 5.53 και 5.54 δίνονται οι συγκρίσεις των εξεταζόµενων 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης uz3 και φ1. Στους πίνακες και τα σχήµατα αυτά 

δίνονται µεταξύ των άλλων, τα αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος του Kerr µε τη θεώρηση του εδάφους 

εκατέρωθεν του πλαισίου για τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck=24 τόσο για την περίπτωση της σκληρής 

αργίλου όσο και για την περίπτωση της πυκνής άµµου. Η επιλογή της τιµής αυτής δεν οδηγεί στην βέλτιστη 

δυνατή απόδοση του προσοµοιώµατος, όπως άλλωστε θα τονιστεί και παρακάτω. Ωστόσο επειδή η µέγιστη 

δυνατή σύγκλιση καθενός από τα δυο εξεταζόµενα µεγέθη µετακίνησης επιτυγχάνεται για διαφορετική τιµή 

του συντελεστή συσχέτισης nck – που εξαρτάται µάλιστα και από τον τύπο του εδάφους και από το βάθος 

του ελαστικού υποβάθρου – κρίθηκε ότι δεν θα ήταν αντικειµενική η σύγκριση µε τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα αν για κάθε µια από τις περιπτώσεις σύγκρισης επιλέγονταν η τιµή εκείνη, που οδηγεί στην 

βέλτιστη απόδοση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Για το λόγο αυτό διερευνήθηκε η ύπαρξη 

τιµών του συντελεστή συσχέτισης για τις οποίες επιτυγχάνεται η µη υπέρβαση ενός ελάχιστου δυνατού 

ορίου απόκλισης από τη λύση αναφοράς για κάθε εξεταζόµενη περίπτωση (τύπου εδάφους και βάθους 

υποβάθρου), αλλά και για τα δυο συγκρινόµενα µεγέθη µετακίνησης. Παρακάτω καταγράφονται τα 

συµπεράσµατα των συγκρίσεων, αρχικά για την περίπτωση της σκληρής αργίλου, και κατόπιν για την 

περίπτωση της πυκνής άµµου. 

Για την περίπτωση της σκληρής αργίλου αποδείχθηκε, ότι η τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=24 

οδηγεί σε αποκλίσεις που δεν ξεπερνούν σε καµία περίπτωση το 17%, µε εξαίρεση την περίπτωση της 

απόκλισης της τιµής της στροφής φ1 για βάθος ελαστικού υποβάθρου ΗS=60m όπου η απόκλιση αγγίζει το 

25%. Ωστόσο όπως φαίνεται από την µελέτη του πίνακα 5.5 και του σχήµατος 5.53, για nck=24 το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται πιο αποδοτικό από τα υπόλοιπα εξεταζόµενα 

προσοµοιώµατα σε κάθε περίπτωση σύγκρισης. Πέραν του παραπάνω συµπεράσµατος, µπορούν να 

καταγραφούν και οι κάτωθι παρατηρήσεις: 

– Τα προσοµοιώµατα του Winkler και του Pasternak εµφανίζονται ισοδύναµα όσον αφορά την σύγκλιση 

της κατακόρυφης µετακίνησης uz3 για κάθε ένα από τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. 

Ωστόσο οι συγκλίσεις που επιτυγχάνουν κρίνονται «φτωχές» καθώς στην καλύτερη των περιπτώσεων – 

που αντιστοιχεί σε βάθος υποβάθρου HS=20m – αγγίζουν το 44%. Αντίθετα όσον αφορά την σύγκλιση 

της στροφής φ1, το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται πιο αποδοτικό, και µάλιστα είναι µετά το 

προσοµοίωµα του Kerr, το αµέσως αποδοτικότερο προσοµοίωµα από όλα τα υπόλοιπα που εξετάστηκαν. 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov εµφανίζει την καλύτερη – µετά το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων – 

σύγκλιση τιµών της κατακόρυφης µετακίνησης uz3. Αντίθετα όσον αφορά την σύγκλιση της στροφής του 

κόµβου στύλου – δοκού θεµελίωσης, αποδίδει τις χειρότερες τιµές από όλα τα υπόλοιπα εξεταζόµενα 

προσοµοιώµατα. Τέλος, είναι χαρακτηριστικό ότι εξακολουθεί όπως και στα παραδείγµατα που 

προηγήθηκαν, να αποδίδει συστηµατικά µικρότερες τιµές από τη λύση αναφοράς τόσο όσον αφορά την 

κατακόρυφη µετακίνηση uz3 όσο και την στροφή φ1. 

– Το προσοµοίωµα του Kerr χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, 

προστέθηκε στα προς εξέταση προσοµοιώµατα για τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=7. ∆εν κρίθηκε 
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σκόπιµη η διερεύνηση µιας πιο βέλτιστης τιµής για το nck καθώς και από τα προηγούµενα παραδείγµατα 

κατέστη σαφές ότι συγκλίνει προς τη λύση αναφοράς πιο δύσκολα απ’ ότι το αντίστοιχο προσοµοίωµα µε 

τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου. Πάντως για την τιµή αυτή του nck εµφανίζεται το 

λιγότερο αποδοτικό από όλα τα προς εξέταση προσοµοιώµατα όσον αφορά την σύγκλιση της τιµής της 

κατακόρυφης µετακίνησης uz3, ενώ όσον αφορά την σύγκλιση της φ1 εµφανίζεται ελαφρά πιο αποδοτικό 

από το προσοµοίωµα του Winkler. 

Για την περίπτωση της πυκνής άµµου, η διερεύνηση της κατά «µέσο όρο» βέλτιστης τιµής του 

συντελεστή nck οδήγησε και πάλι στην τιµή 24 όπως τονίστηκε και παραπάνω. Η τιµή αυτή οδηγεί σε 

σχετικά καλύτερες αποδόσεις από ότι στην περίπτωση της σκληρής αργίλου, καθώς οι αποκλίσεις είναι στην 

παρούσα περίπτωση της τάξης του 10% όσον αφορά την σύγκλιση της κατακόρυφης µετακίνησης, ενώ δεν 

υπερβαίνουν το 15% στην περίπτωση της στροφής φ1. Σε γενικές γραµµές τα υπόλοιπα συµπεράσµατα είναι 

ανάλογα αυτών που καταγράφηκαν για την περίπτωση της µελέτης της σκληρής αργίλου. Έτσι δεν κρίνεται 

απαραίτητη µια αναλυτική καταγραφή τους, πέραν της παρατήρησης ότι και στην παρούσα περίπτωση το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων είναι αποδοτικότερο των υπολοίπων µε εξαίρεση την σύγκλιση της 

τιµής της στροφής φ1, στην περίπτωση που το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα. Στην 

περίπτωση αυτή, εµφανίζεται ελαφρώς αποδοτικότερο το προσοµοίωµα του Pasternak (Βλέπε πίνακα 5.6) 

καθώς αποδίδει απόκλιση 10% έναντι του 15% που αποδίδει το προσοµοίωµα του Kerr. Πρόκειται όµως για 

µία µεµονωµένη περίπτωση που δεν µπορεί σε καµία περίπτωση να αλλοιώσει το γενικό συµπέρασµα ότι: 

Κατά την περίπτωση του ελέγχου των τιµών των µεγεθών µετακίνησης uz3 και φ1 του πλαισίου του 

σχήµατος 5.47α, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται το πιο αποδοτικό απ’ όλα τα 

υπόλοιπα προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν, εάν ως τιµή για τον συντελεστή συσχέτισης nck ληφθεί η 

τιµή 24 τόσο για την περίπτωση της µελέτης εδάφους θεµελίωσης που συνίσταται από σκληρή άργιλο 

(«µαλακό» έδαφος), όσο και για την περίπτωση µελέτης εδάφους θεµελίωσης που συνίσταται από 

πυκνή άµµο («σκληρό» έδαφος). 

 Κλείνοντας την αναφορά στον έλεγχο των µεγεθών µετακίνησης, θα πρέπει να γίνει και µια καταγραφή 

των συµπερασµάτων της διερεύνησης που πραγµατοποιήθηκε µε στόχο την εξεύρεση τιµών του συντελεστή 

συσχέτισης που οδηγούν στην µέγιστη δυνατή σύγκλιση προς τη λύση αναφοράς κατά περίπτωση. Τα 

συµπεράσµατα των Σχηµάτων 5.55 και 5.56 συγκεντρώνονται στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 5.7. Τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των 

τιµών της κατακόρυφης µετακίνησης uz3 και της στροφής φ1 προς τη λύση αναφοράς, κατά περίπτωση 

εδάφους και βάθους του υποβάθρου θεµελίωσης. 

 Σκληρή Άργιλος (Ε2) Πυκνή Άµµος (Ε4) 

 ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m 

uz3 9 9 10 11 11 11 
φ1 44 25 14 32 23 16 
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Από τον παραπάνω πίνακα µπορούν να εξαχθούν τα κάτωθι συµπεράσµατα: 

– Εµφανίζεται µια σταθερότητα όσον αφορά τις τιµές του συντελεστή συσχέτισης που οδηγούν στην 

βέλτιστη σύγκλιση των τιµών της κατακόρυφης µετακίνησης uz3. Οι τιµές αυτές είναι ελάχιστα 

µεγαλύτερες για την περίπτωση της πυκνής άµµου. Θα πρέπει επίσης να τονιστεί, ότι αν επιλεγεί η ενιαία 

τιµή nck=10 για όλες τις περιπτώσεις, τότε οι αποκλίσεις δεν ξεπερνούν σε καµία περίπτωση το 2.5%. 

Είναι µάλιστα αξιοσηµείωτο το γεγονός, ότι οι τιµές αυτές είναι πολύ κοντά στις αντίστοιχες τιµές του 

συντελεστή συσχέτισης για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των κατακορύφων 

µετακινήσεων και στα παραδείγµατα που αφορούν τη µελέτη δοκών πεπερασµένου µήκους τόσο υπό 

απλή όσο και υπό σύνθετη φόρτιση (βλέπε παραγράφους 5.3.2.1, 5.3.2.2. και 5.3.2.3). 

– Οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης που οδηγούν στη βέλτιστη σύγκλιση των τιµών της στροφής φ1 

εµφανίζουν µια σχετικά µεγάλη διασπορά κυρίως σε σχέση µε το βάθος του ελαστικού υποβάθρου παρά 

µε βάση τον τύπο του εδάφους. Έτσι, εκτός της περίπτωσης υποβάθρου µεγάλου βάθους, στις 

περιπτώσεις του µέσου και µικρού βάθους µπορεί να θεωρηθεί ότι οι τιµές του βέλτιστου συντελεστή 

συσχέτισης είναι κοινές τόσο για την περίπτωση της σκληρής αργίλου όσο και για την περίπτωση της 

πυκνής άµµου. Πάντως αν για την περίπτωση υποβάθρου µεγάλου βάθους επιλεγεί η τιµή nck=38, τότε οι 

αποκλίσεις δεν υπερβαίνουν το 8% για καµία από τις δυο κατηγορίες εδάφους. 

Όσον αφορά τις συγκρίσεις των εντατικών µεγεθών, διερευνήθηκε κατ’ αρχήν η ύπαρξη ενός 

συγκεκριµένου συντελεστή συσχέτισης για τον οποίον το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει 

καλύτερα αποτελέσµατα από όλα τα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα για το σύνολο των εντατικών µεγεθών 

που ελέχθησαν. Έτσι, εξετάστηκε σε πρώτο στάδιο η τιµή nck=24 για την οποία όπως αποδείχθηκε και πιο 

πάνω, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει τα κατά µέσο όρο καλύτερα αποτελέσµατα όσον 

αφορά τα µεγέθη µετακίνησης, τόσο κατά την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από 

σκληρή άργιλο, όσο και κατά την περίπτωση που συνίσταται από πυκνή άµµο.  

Επίσης σηµειώνεται πριν αρχίσει η παράθεση των σχετικών πινάκων, σχηµάτων και συµπερασµάτων, ότι 

για τις συγκρίσεις που θα ακολουθήσουν δεν κρίθηκε απαραίτητη η αξιολόγηση του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων χωρίς τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, αφενός γιατί κατά τον έλεγχο 

των µετακινήσεων απέδωσε τα χειρότερα αποτελέσµατα σε κάθε µια από τις περιπτώσεις που ελέγχθηκαν, 

και αφετέρου διότι η αξιολόγηση του θα απαιτούσε την διερεύνηση βέλτιστων συντελεστών όπως και στην 

περίπτωση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του 

πλαισίου. Όπως όµως αποδείχθηκε και στα προηγούµενα παραδείγµατα της παρούσας διατριβής, η σύγκλιση 

των αποτελεσµάτων προς τα αποτελέσµατα αναφοράς είναι πολύ πιο αργή όταν δεν λαµβάνεται υπόψη η 

επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του ελαστικώς εδραζόµενου στοιχείου.  
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Πίνακας 5.8. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από τη λύση αναφοράς, των προς εξέταση προσοµοιωµάτων 

όσον αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M1 36,76 82,50 25,32 38,77 26,27

M2 -26,59 -154,83 -79,23 136,73 -62,97

M3 -174,90 -145,97 -163,03 -211,76 -166,70

M4 -139,09 -90,51 -119,15 -200,96 -125,31

V1 67,17 118,30 78,69 11,97 82,27

V2 33,71 -2,01 19,04 79,20 23,57

M1 63,41 100,82 55,06 47,41 22,88

M2 -51,45 -189,35 -129,40 135,48 -54,76

M3 -210,25 -179,14 -192,67 -252,43 -209,51

M4 -163,45 -111,21 -133,92 -234,27 -162,19

V1 84,20 144,89 113,98 24,36 90,59

V2 36,09 -2,32 14,38 88,16 35,17

M1 82,50 118,77 89,78 61,30 38,63

M2 -63,51 -184,57 -150,15 62,28 -37,38

M3 -207,53 -180,22 -187,98 -235,92 -213,43

M4 -158,88 -113,02 -126,05 -206,53 -168,78

V1 92,33 146,98 129,28 51,73 84,47

V2 32,73 -0,99 8,60 67,77 40,01

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M1 124,43% -31,13% 5,47% -28,53%

M2 482,27% 197,98% -614,20% 136,82%

M3 -16,54% -6,79% 21,07% -4,69%

M4 -34,93% -14,34% 44,49% -9,91%

V1 76,12% 17,15% -82,19% 22,48%

V2 -105,97% -43,51% 134,95% -30,07%

M1 58,99% -13,16% -25,24% -63,91%

M2 268,02% 151,51% -363,32% 6,43%

M3 -14,80% -8,36% 20,06% -0,35%

M4 -31,96% -18,07% 43,33% -0,77%

V1 72,08% 35,37% -71,07% 7,59%

V2 -106,43% -60,16% 144,28% -2,55%

M1 43,97% 8,82% -25,69% -53,18%

M2 190,61% 136,43% -198,07% -41,14%

M3 -13,16% -9,42% 13,68% 2,84%

M4 -28,87% -20,66% 29,99% 6,23%

V1 59,20% 40,02% -43,97% -8,52%

V2 -103,02% -73,73% 107,07% 22,24%

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Προσοìοßωìα:

Ηs=40m

Ηs=60m

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:
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Σχήµα 5.57. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου, για τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. Περίπτωση σκληρής αργίλου. 
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Όπως γίνεται σαφές από τον πίνακα 5.8 και το σχήµα 5.57, κατά την περίπτωση που το έδαφος 

θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα σκληρής αργίλου, η τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=24 οδηγεί σε 

αποτελέσµατα που καθιστούν το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδοτικότερο όλων των 

εξεταζοµένων και στην περίπτωση της µελέτης των εντατικών µεγεθών του πλαισίου. Αναλυτικότερα, τα 

συµπεράσµατα που προκύπτουν είναι τα εξής: 

– Όταν το βάθος ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

αποδίδει τα καλύτερα αποτελέσµατα καθώς αν εξαιρέσει κανείς την απόκλιση της τιµής της καµπτικής 

ροπής στη βάση του υποστυλώµατος του πλαισίου Μ2 που υπερβαίνει το 100% (136%), καµιά άλλη 

απόκλιση δεν υπερβαίνει το 30%. Αλλά και στην περίπτωση αυτή η απόκλιση είναι σηµαντικά µικρότερη 

των αντίστοιχων αποκλίσεων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων. Το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει 

περίπου ίδιας τάξεως µεγέθους αποκλίσεις µε το προσοµοίωµα του Kerr και µάλιστα εµφανίζεται ελαφρά 

αποδοτικότερο όσο αναφορά την σύγκλιση της τιµής της τέµνουσας V1 στο άκρο της δοκού θεµελίωσης. 

Το προσοµοίωµα του Vlasov, αν εξαιρεθεί η σηµαντική σύγκλιση που επιτυγχάνει όσον αφορά την τιµή 

της καµπτικής ροπής Μ1 στο άκρο της δοκού θεµελίωσης (5.47%), εµφανίζεται να είναι λιγότερο 

αποδοτικό των δυο προηγουµένων. Μάλιστα δεν θα πρέπει να µείνει ασχολίαστο το γεγονός, ότι όσον 

αφορά την τιµή της καµπτικής ροπής Μ2 (ένα πολύ σηµαντικό µέγεθος για τη διαστασιολόγηση του 

πλαισίου), το προσοµοίωµα του Vlasov όχι µόνον αποδίδει την χειρότερη τιµή, αλλά η τιµή αυτή έχει και 

διαφορετικό πρόσηµο από τη λύση αναφοράς. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει τα 

χειρότερα αποτελέσµατα, και µάλιστα όπως και στην περίπτωση του προσοµοιώµατος του Vlasov 

εµφανίζει το φαινόµενο της απόδοσης εντατικού µεγέθους µε διαφορετικό πρόσηµο από το πρόσηµο της 

τιµής που προκύπτει από το προσοµοίωµα αναφοράς (τέµνουσα V2). 

– Στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 40 µέτρα, το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων όχι µόνο εξακολουθεί να αποδίδει τα καλύτερα αποτελέσµατα από όλα τα υπόλοιπα, αλλά 

εµφανίζεται ακόµα αποδοτικότερο καθώς η µέγιστη του απόκλιση, που αποδίδεται για την καµπτική 

ροπή Μ1, δεν υπερβαίνει το 65% (βλέπε Πίνακα 5.8). «Αχίλλειο πτέρνα» του προσοµοιώµατος αποτελεί 

η σύγκλιση της τιµής της ροπής Μ1, καθώς για το εντατικό αυτό µέγεθος τα προσοµοιώµατα του 

Pasternak και του Vlasov εµφανίζονται πολύ αποδοτικότερα. Κατά τα άλλα όµως οι αποκλίσεις του 

προσοµοιώµατος του Kerr είναι πολύ µικρές και δεν υπερβαίνουν το 10%, ειδικά µάλιστα στην 

περίπτωση των εντατικών µεγεθών Μ2, V2 στην βάση του υποστυλώµατος όπου δεν υπερβαίνουν ούτε το 

6.5%. Τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα εµφανίζουν σηµαντικές αποκλίσεις, µε µεγαλύτερες αυτές που 

αφορούν την καµπτική ροπή Μ2. Πιο συγκεκριµένα, το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει τα αµέσως 

πιο αποδεκτά αποτελέσµατα, ενώ το προσοµοίωµα του Vlasov υστερεί σηµαντικά ειδικά στα µεγέθη 

διαστασιολόγησης της βάσης του υποστυλώµατος του πλαισίου (οι αποκλίσεις είναι –364% και 144% για 

την ροπή και την τέµνουσα αντίστοιχα). Μάλιστα και στην περίπτωση αυτή, το εν λόγω προσοµοίωµα 

αποδίδει τιµή για την καµπτική ροπή Μ2 µε διαφορετικό πρόσηµο από το πρόσηµο του αντίστοιχου 

µεγέθους αναφοράς. Τέλος το προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται ελαφρώς καλύτερο του 
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προσοµοιώµατος του Vlasov στο σύνολο σχεδόν των εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών, µε εξαίρεση την 

καµπτική ροπή Μ1. 

– Τα συµπεράσµατα για την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 20 µέτρα, δεν 

διαφέρουν σηµαντικά από τα συµπεράσµατα που εκτέθηκαν για δυο τις προηγούµενες περιπτώσεις. Το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων είναι αποδοτικότερο των υπολοίπων, µε εξαίρεση και στην 

περίπτωση αυτή, την απόκλιση που αποδίδει για την καµπτική ροπή Μ1. Η αποδοτικότητα του 

κυµαίνεται µεταξύ των αντίστοιχων αποδοτικοτήτων των δυο προηγουµένων περιπτώσεων. Ανάλογα 

είναι τα συµπεράσµατα που αφορούν και τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. Έτσι, το προσοµοίωµα του 

Pasternak αποδίδει τα αµέσως καλύτερα αποτελέσµατα, ενώ τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του 

Winkler εµφανίζονται να είναι σχεδόν ισοδύναµα και να αποδίδουν τα λιγότερο αποδεκτά αποτελέσµατα 

κυρίως στην περίπτωση της καµπτικής ροπής Μ2. 

Συµπερασµατικά µπορεί να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται 

από στρώµα σκληρής αργίλου, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται αποδοτικότερο 

όλων των προσοµοιωµάτων που εξετάστηκαν, όσον αφορά την σύγκλιση των εντατικών µεγεθών του 

πλαισίου. Η αποδοτικότητα αυτή επιτυγχάνεται αν για τον συντελεστή συσχέτισης nck γίνει χρήση της 

τιµής 24, όπως και στην περίπτωση της σύγκλισης των µεγεθών µετακίνησης. Εξαίρεση στην υπεροχή 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων αποτελεί η καµπτική ροπή του άκρου της δοκού 

θεµελίωσης Μ1, για την οποία όµως οι διαφορές από τα προσοµοιώµατα που δίνουν καλύτερα 

αποτελέσµατα δεν είναι υπερβολικά µεγάλες. 
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Πίνακας 5.9. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. Περίπτωση Πυκνής άµµου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M1 70,03 249,32 -46,23 89,27 7,03

M2 3,74 -415,04 -25,26 313,53 -38,53

M3 -453,10 -358,61 -446,56 -523,01 -443,57

M4 -374,33 -215,68 -363,34 -491,70 -358,32

V1 132,70 286,86 80,73 48,11 149,01

V2 103,83 -12,82 95,75 190,12 92,05

M1 72,22 239,00 -8,92 77,86 -2,90

M2 -1,36 -400,53 -79,43 265,28 -2,17

M3 -451,95 -361,88 -434,34 -512,12 -451,77

M4 -372,40 -221,17 -342,82 -473,42 -372,09

V1 134,60 281,93 115,64 53,44 131,46

V2 102,41 -8,78 80,66 176,68 102,18

M1 102,36 247,80 76,85 89,10 41,98

M2 -20,20 -357,28 -159,59 154,85 15,79

M3 -447,70 -371,64 -416,25 -487,20 -455,82

M4 -365,26 -237,56 -312,46 -431,58 -378,90

V1 97,16 276,19 173,84 86,51 126,23

V2 149,84 3,27 58,33 145,92 107,19

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M1 256,01% -166,02% 27,47% -89,97%

M2 -11197,27% -775,51% 8283,28% -1130,26%

M3 -20,85% -1,44% 15,43% -2,10%

M4 -42,38% -2,93% 31,35% -4,28%

V1 116,17% -39,16% -63,75% 12,29%

V2 -112,35% -7,78% 83,11% -11,34%

M1 230,93% -112,35% 7,80% -104,01%

M2 29350,90% 5740,55% -19606,19% 59,34%

M3 -19,93% -3,90% 13,31% -0,04%

M4 -40,61% -7,94% 27,13% -0,08%

V1 109,46% -14,09% -60,30% -2,33%

V2 -108,58% -21,24% 72,53% -0,22%

M1 142,09% -24,93% -12,95% -58,99%

M2 1668,70% 690,03% -866,59% -178,19%

M3 -16,99% -7,02% 8,82% 1,81%

M4 -34,96% -14,46% 18,16% 3,73%

V1 184,26% 78,92% -10,97% 29,92%

V2 -97,82% -61,07% -2,62% -28,47%

Ηs=40m

Ηs=60m

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Προσοìοßωìα:
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Σχήµα 5.58. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από τη λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου, για τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. Περίπτωση πυκνής άµµου. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

334 

Για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής άµµου, εξετάστηκε κατ’ 

αρχήν η απόδοση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων για τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=24 

για την οποία το συγκεκριµένο προσοµοίωµα απέδωσε τα κατά «µέσον όρο» καλύτερα αποτελέσµατα στον 

έλεγχο των µεγεθών µετακίνησης. Από τον πίνακα 5.9 και το σχήµα 5.58, προκύπτει µια σειρά 

συµπερασµάτων τα οποία σε γενικές γραµµές εµφανίζουν διαφοροποιήσεις από τα αντίστοιχα 

συµπεράσµατα που προκύπτουν για την περίπτωση της σκληρής αργίλου. Η πιο βασική διαφορά, η οποία 

είναι µάλιστα κοινή για κάθε τιµή του βάθους του ελαστικού υποβάθρου που εξετάστηκε, είναι η αδυναµία 

όλων των προσοµοιωµάτων να προσεγγίσουν τα αποτελέσµατα αναφοράς όσον αφορά την καµπτική ροπή 

στη βάση του υποστυλώµατος Μ2 (για τον λόγο αυτό έχουν αφαιρεθεί από το σχήµα 5.58 τα δεδοµένα που 

αφορούν τις αποκλίσεις των ροπών αυτών, καθώς οι πολύ µεγάλες τιµές τους, θα αλλοίωναν την εµφάνιση 

όλων των υπολοίπων που είναι σαφώς µικρότερες). Η αδυναµία αυτή θα πρέπει να αποδοθεί στην 

µεθοδολογία προσδιορισµού των τιµών των εδαφικών παραµέτρων, καθώς είναι κοινή για όλα τα 

προσοµοιώµατα και όχι για κάποιο από αυτά. Πέραν του παραπάνω συµπεράσµατος, µπορούν να 

διατυπωθούν και τα εξής: 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, το προσοµοίωµα του Pasternak 

εµφανίζεται το πιο αποδοτικό για το σύνολο σχεδόν των εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών. Ωστόσο, και 

το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει αποκλίσεις της ίδιας τάξης µεγέθους οι οποίες είναι 

όµως ελαφρώς µεγαλύτερες. Ειδικά για την καµπτική ροπή Μ2, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

αποδίδει απόκλιση -1130% έναντι του -776% που αποδίδει το προσοµοίωµα του Pasternak. Φυσικά και 

οι δυο τιµές είναι πολύ µεγάλες και δεν µπορούν να θεωρηθούν αποδεκτές. Το προσοµοίωµα του Vlasov 

υστερεί των δυο προηγουµένων µε εξαίρεση την τιµή της καµπτικής ροπής Μ1 για την οποία αποδίδει 

την µικρότερη απόκλιση. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει τις µεγαλύτερες αποκλίσεις απ’ 

όλα τα υπόλοιπα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα. 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 40 µέτρα, η υπεροχή του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων είναι εµφανέστατη έναντι όλων των υπολοίπων αφού για το σύνολο σχεδόν των 

εντατικών µεγεθών οι αποκλίσεις δεν υπερβαίνουν το 2.5%. Είναι µάλιστα χαρακτηριστικό ότι η 

απόκλιση της καµπτικής ροπής Μ2 που αποδίδει το προσοµοίωµα είναι της τάξης του 60% (σε 

«απόλυτες» τιµές, η τιµή της ροπής που αποδίδει το προσοµοίωµα είναι –2,17kNm έναντι της τιµής –

1,36kNm που είναι η τιµή αναφοράς), ενώ η αµέσως µεγαλύτερη είναι της τάξης του 5700%. Το 

προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει τα αµέσως καλύτερα αποτελέσµατα τα οποία µάλιστα – µε 

εξαίρεση την καµπτική ροπή Μ2 – δεν διαφέρουν σηµαντικά από τα αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος 

του Kerr. Το προσοµοίωµα του Vlasov, αποδίδει και στην περίπτωση αυτή µαζί µε το προσοµοίωµα του 

Winkler τα χειρότερα αποτελέσµατα. Εξαίρεση αποτελεί η τιµή της καµπτικής ροπής Μ1, για την οποία 

το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει την µικρότερη απόκλιση (7.80%). 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 20 µέτρα δεν µπορεί, όπως και στην προηγούµενη 

περίπτωση, να εξαχθεί ένα σαφές συµπέρασµα για την υπεροχή κάποιου από τα εξεταζόµενα 

προσοµοιώµατα. Αποδοτικότερα εµφανίζονται τα προσοµοιώµατα του Kerr και του Vlasov, τα οποία 
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µπορεί να θεωρηθεί ότι αλληλοσυµπληρώνονται. Πιο συγκεκριµένα, το προσοµοίωµα του Vlasov 

υπερέχει σηµαντικά όσον αφορά την σωστή απόδοση των τεµνουσών δυνάµεων V1 και V2 (οι αποκλίσεις 

δεν υπερβαίνουν το 10%) και της καµπτικής ροπής Μ1, ενώ το προσοµοίωµα του Kerr υπερέχει 

σηµαντικά όλων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα υπόλοιπα εξεταζόµενα εντατικά 

µεγέθη. Ειδικά για την περίπτωση της καµπτικής ροπής Μ2 που αποτελεί και το πιο «ευαίσθητο» από τα 

εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη, το προσοµοίωµα του Kerr αποδίδει µε σηµαντική διαφορά την µικρότερη 

απόκλιση (-178% έναντι 700% της αµέσως µικρότερης). Βεβαίως όµως δεν θα πρέπει να παραβλέπεται 

το γεγονός ότι πρόκειται για µια µεγάλη απόκλιση. Τα προσοµοιώµατα των Pasternak και Winkler 

αποδίδουν στην περίπτωση αυτή τα «φτωχότερα» αποτελέσµατα. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω συµπεράσµατα αναφορικά µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

του Kerr, θα πρέπει να τονιστεί ότι η τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=24 δεν προσδίδει σαφή 

υπεροχή στο εν λόγω προσοµοίωµα έναντι των υπολοίπων σε όλες τις εξεταζόµενες περιπτώσεις 

βάθους του ελαστικού υποβάθρου, όπως συµβαίνει µε την ίδια τιµή για την περίπτωση της σκληρής 

αργίλου. Πιο συγκεκριµένα: 

για HS=60m υπερέχουν τα προσοµοιώµατα του Pasternak και του Kerr, 

για HS=40m υπερέχει σαφώς το προσοµοίωµα του Kerr και,  

για HS=20m υπερέχουν τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του Kerr. 

Με δεδοµένη την καταγραφή των συµπερασµάτων τόσο για την περίπτωση της σκληρής αργίλου, όσο 

και για την περίπτωση της πυκνής άµµου, τίθεται το ερώτηµα της ύπαρξης ή όχι συντελεστών συσχέτισης 

που προσδίδουν στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων ακόµα καλύτερη απόδοση όσον αφορά την 

προσέγγιση των εντατικών µεγεθών. Το ερώτηµα αυτό τίθεται πιο επιτακτικά για την περίπτωση της πυκνής 

άµµου, όπου ο συντελεστής nck=24 δεν προσδίδει σαφή υπεροχή. 

Στα παρακάτω σχήµατα δίνεται εποπτικά η διερεύνηση της σύγκλισης προς την λύση αναφοράς όλων 

των εντατικών µεγεθών που ελέγχθηκαν στα πλαίσια του παρόντος παραδείγµατος. Πιο συγκεκριµένα, στο 

σχήµα 5.59 δίνονται τα αποτελέσµατα της διερεύνησης για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης 

συνίσταται από στρώµατα σκληρής αργίλου για κάθε ένα από τα διαφορετικά πάχη που εξετάστηκαν, ενώ 

στο σχήµα 5.60 δίνονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης 

συνίσταται από στρώµατα πυκνής άµµου. Στα σχήµατα αυτά, επισηµαίνονται τόσο οι τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης για τις οποίες έγινε ήδη έλεγχος (nck=24), όσο και οι περιοχές τιµών του για τις οποίες κατά 

περίπτωση επιτυγχάνονται οι βέλτιστες αποδόσεις του προσοµοιώµατος. 
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Σχήµα 5.59. Μεταβολή των αποκλίσεων από τη λύση αναφοράς των εντατικών µεγεθών του µονώροφου πλαισίου 

όπως προκύπτουν από την χρήση του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων. Περίπτωση Σκληρής αργίλου. 
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Σχήµα 5.60. Μεταβολή των αποκλίσεων από τη λύση αναφοράς των εντατικών µεγεθών του µονώροφου πλαισίου 

όπως προκύπτουν από την χρήση του προσοµοιώµατος τριών παραµέτρων. Περίπτωση Πυκνής Άµµου. 
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Από το σχήµα 5.59 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

– Οι περιοχές τιµών των συντελεστών συσχέτισης που οδηγούν σε βέλτιστα αποτελέσµατα, µεταβάλλονται 

σε σχέση µε το βάθος του ελαστικού υποβάθρου. Πιο συγκεκριµένα, οι περιοχές αυτές είναι οι εξής:  

HS=60m → nck=42 – 46, HS=40m → nck=24 – 28 και HS=20m → nck=12 – 16. 

Οι περιοχές αυτές δεν αλληλοκαλύπτονται, κάτι που σηµαίνει ότι δεν ορίζεται µια κοινή περιοχή 

βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης για κάθε βάθος ελαστικού υποβάθρου. 

– Λαµβάνοντας την µέση τιµή του διαστήµατος που ορίζει το χαµηλότερο και το υψηλότερο όριο των 

βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης (δηλαδή του διαστήµατος (12,46)) προκύπτει η τιµή 29. Αυτό 

σηµαίνει ότι η τιµή nck=24 που εξετάστηκε προηγουµένως βρίσκεται κοντά στη µέση αυτή τιµή. Αν και 

από τη µορφή των καµπύλων µεταβολής των αποκλίσεων προκύπτει ότι οι µεταβολές αυτές δεν είναι 

γραµµικές, παρουσιάζει ενδιαφέρον ο έλεγχος του αν η µέση τιµή 30≈29 µπορεί να οδηγήσει σε πιο καλά 

αποτελέσµατα απ’ ότι η τιµή nck=24. Ο έλεγχος αυτός θα γίνει παρακάτω. Επιπλέον, ενδιαφέρον 

παρουσιάζει και ο έλεγχος της τιµής nck=20 η οποία βρίσκεται πιο κοντά στο πεδίο των βέλτιστων τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης για περίπτωση που το βάθος του ελαστικού στρώµατος είναι ίσο µε 20m. 

– Για κάθε τιµή του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, η βέλτιστη απόκλιση της καµπτικής ροπής Μ1 

βρίσκεται συστηµατικά εκτός των πεδίων τιµών που οδηγούν στις βέλτιστες τιµές των υπολοίπων 

εντατικών µεγεθών. Οι βέλτιστες αυτές τιµές είναι πολύ µικρές, και εποµένως δικαιολογείται η 

παρατήρηση που καταγράφηκε κατά την προηγηθείσα συγκριτική αξιολόγηση των προσοµοιωµάτων, ότι 

ενώ το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων πλεονεκτεί των υπολοίπων στην πλειονότητα των 

εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών, µειονεκτεί συστηµατικά στο µέγεθος Μ1.  

Από το σχήµα 5.60 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

– Η συµπεριφορά του προσοµοιώµατος είναι ποιοτικώς παρόµοια για τις περιπτώσεις που το ελαστικό 

υπόβαθρο έχει βάθος HS=60m και HS=40m, ενώ διαφοροποιείται σηµαντικά στην περίπτωση που το 

ελαστικό υπόβαθρο έχει µικρό βάθος (HS=20m). 

– Για τις περιπτώσεις HS=60m και HS=40m, οι περιοχές βέλτιστων τιµών του συντελεστή nck είναι: 

HS=60m → nck=28 – 32, HS=40m → nck=24 – 26. 

Και στην περίπτωση που µελετάται, η καµπύλη της µεταβολής των αποκλίσεων της καµπτικής ροπής Μ1 

συµπεριφέρεται διαφορετικά από τις αντίστοιχες καµπύλες των υπολοίπων εντατικών µεγεθών, καθώς 

αποκτά τις βέλτιστες της τιµές εκτός των πεδίων τιµών του nck που ορίστηκαν παραπάνω. Οι τιµές αυτές 

είναι µικρότερες των κάτω ορίων των πεδίων αυτών. 

– Η συµπεριφορά των καµπύλων µεταβολής των αποκλίσεων των εντατικών µεγεθών για την περίπτωση 

που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 20 µέτρα, είναι διαφορετική απ’ ότι στις προηγούµενες 

περιπτώσεις. Πιο συγκεκριµένα: 

Η τιµή της τέµνουσας V2 προσεγγίζει σχεδόν «ασυµπτωτικά» τον οριζόντιο άξονα των διαγραµµάτων 

αποκλίσεων, κάτι που σηµαίνει ότι το εν λόγω εντατικό µέγεθος συγκλίνει προς την λύση αναφοράς για 

πολύ µεγάλες τιµές του συντελεστή nck. Ωστόσο, στην περιοχή τιµών 20<nck<40 που εµφανίζει πρακτικό 
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ενδιαφέρον στα πλαίσια των αναλύσεων του παρόντος παραδείγµατος, οι τιµές των αποκλίσεων της 

τέµνουσας V2 κυµαίνονται µεταξύ του –22% και του  –32%. 

Παρόµοια συµπεριφορά εµφανίζει και η καµπύλη µεταβολής της τέµνουσας V1. Με ανάλογο σκεπτικό 

που ακολουθήθηκε και για την τέµνουσα V2, ελέγχθηκε η συµπεριφορά της V1 εντός του εύρους 

20<nck<40. Από το έλεγχο αυτό προκύπτει ότι εντός του διαστήµατος αυτού οι αποκλίσεις της V1 

κυµαίνονται µεταξύ του 13% και του 37%. 

Η µεταβολή των αποκλίσεων της καµπτικής ροπής Μ1 ακολουθεί τον κανόνα µεταβολής που 

διαπιστώθηκε και κατά τη µελέτη των ελαστικών υποβάθρων µεγαλύτερου βάθους που παρουσιάστηκαν 

παραπάνω. ∆ηλαδή, συγκλίνει προς τη λύση αναφοράς για σχετικά µικρές τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης, όπως γίνεται κατανοητό από τη µελέτη του σχήµατος 5.60γ. 

Οι τιµές των εντατικών µεγεθών Μ2, Μ3 και Μ4 παρουσιάζουν την βέλτιστη σύγκλιση τους στο στενό 

πεδίο τιµών 14<nck<18. Πιο συγκεκριµένα, η τιµή nck=16 αποδίδει την βέλτιστη τιµή απόκλισης και για 

τα τρία αυτά εντατικά µεγέθη. 

– Η τιµή nck=24 που χρησιµοποιήθηκε προηγουµένως για την συγκριτική αξιολόγηση του προσοµοιώµατος 

των τριών παραµέτρων µε τα υπόλοιπα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα, βρίσκεται εντός του πεδίου τιµών 

που οδηγούν σε βέλτιστη απόδοση το εν λόγω προσοµοίωµα µόνο για την περίπτωση που το ελαστικό 

υπόβαθρο έχει βάθος HS=40m. Ταυτόχρονα, είναι µικρότερη του κάτω ορίου του πεδίου των βέλτιστων 

τιµών του nck κατά την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος HS=60m. Με βάση τα 

παραπάνω, παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον ο έλεγχος του αν η τιµή nck=26 µπορεί να δώσει καλύτερα 

αποτελέσµατα από την τιµή nck=24 που ήδη εξετάστηκε. Το σκεπτικό για την επιλογή της τιµής αυτής για 

τον επιπλέον έλεγχο, βασίζεται στο γεγονός ότι βρίσκεται περίπου στο µέσο του διαστήµατος που ορίζει 

το χαµηλότερο και το υψηλότερο όριο των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης (δηλαδή του διαστήµατος 

(24,32)) για τις περιπτώσεις που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος HS=40m και HS=60m. Παράλληλα 

έχει αξία και ένας έλεγχος για nck=20, διότι η τιµή αυτή βρίσκεται πιο κοντά στην περιοχή βέλτιστων 

τιµών στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει πάχος HS=20m. 

Στους πίνακες και τα σχήµατα που ακολουθούν, γίνεται µια συγκριτική παρουσίαση των αποκλίσεων των 

εντατικών µεγεθών όπως προκύπτουν από την εφαρµογή των νέων συντελεστών συσχέτισης (nck=20, 30 για 

την περίπτωση της σκληρής αργίλου και nck=20, 26 για την περίπτωση της πυκνής άµµου), µε τις 

αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την χρήση του συντελεστή που εξετάστηκε προηγουµένως 

(nck=24). Στόχος των συγκρίσεων αυτών, είναι να αποδειχθεί αν οι νέοι αυτοί συντελεστές βελτιώνουν ή όχι 

τα αποτελέσµατα που αποδίδει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων. 
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Πίνακας 5.10. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, του προσοµοιώµατος του Kerr για 

τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck=20, 24 και 30. Περίπτωση Σκληρής αργίλου. 

FEM Kerr (c=30k) Kerr (c=24k) Kerr (c=20k)

M1 36,76 19,24 26,27 31,98

M2 -26,59 -50,16 -62,97 -73,01

M3 -174,90 -169,59 -166,70 -164,43

M4 -139,09 -130,16 -125,31 -121,51

V1 67,17 76,96 82,27 86,37

V2 33,71 27,14 23,57 20,78

M1 63,41 16,20 22,88 28,76

M2 -51,45 -40,05 -54,76 -66,77

M3 -210,25 -212,83 -209,51 -206,80

M4 -163,45 -167,77 -162,19 -157,64

V1 84,20 84,09 90,59 95,78

V2 36,09 39,27 35,17 31,83

M1 82,50 36,45 38,63 41,04

M2 -63,51 -27,85 -37,38 -45,61

M3 -207,53 -215,58 -213,43 -211,57

M4 -158,88 -172,39 -168,78 -165,66

V1 92,33 79,71 84,47 88,51

V2 32,73 42,67 40,01 37,72

Kerr (c=30k) Kerr (c=24k) Kerr (c=20k)

M1 -47,67% -28,53% -13,01%

M2 88,65% 136,82% 174,56%

M3 -3,04% -4,69% -5,99%

M4 -6,42% -9,91% -12,64%

V1 14,58% 22,48% 28,58%

V2 -19,48% -30,07% -38,36%

M1 -74,46% -63,91% -54,64%

M2 -22,15% 6,43% 29,77%

M3 1,23% -0,35% -1,64%

M4 2,64% -0,77% -3,55%

V1 -0,13% 7,59% 13,76%

V2 8,80% -2,55% -11,82%

M1 -55,82% -53,18% -50,26%

M2 -56,15% -41,14% -28,19%

M3 3,88% 2,84% 1,95%

M4 8,50% 6,23% 4,27%

V1 -13,67% -8,52% -4,14%

V2 30,36% 22,24% 15,24%

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=60m

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m

Απüλυτεò τιìÝò
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Σχήµα 5.61. Αποτίµηση της αποδοτικότητας του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων όταν ως συντελεστές 

συσχέτισης χρησιµοποιούνται οι τιµές nck=20, nck=24 και nck=30. Περίπτωση σκληρής αργίλου. 
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Πίνακας 5.11. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, του προσοµοιώµατος του Kerr για 

τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck=22, 24 και 26. Περίπτωση Πυκνής άµµου. 

FEM Kerr (c=22k) Kerr (c=24k) Kerr (c=26k)

M1 70,03 14,10 7,03 0,81

M2 3,74 -51,64 -38,53 -26,68

M3 -453,10 -440,61 -443,57 -446,24

M4 -374,33 -353,35 -358,32 -362,81

V1 132,70 154,30 149,01 144,16

V2 103,83 88,40 92,05 95,35

M1 72,22 -0,55 -2,90 -8,83

M2 -1,36 -7,80 -2,17 12,97

M3 -451,95 -450,50 -451,77 -455,19

M4 -372,40 -369,96 -372,09 -377,83

V1 134,60 133,93 131,46 124,76

V2 102,41 100,61 102,18 106,40

M1 102,36 42,97 41,98 41,31

M2 -20,20 8,93 15,79 21,89

M3 -447,70 -454,28 -455,82 -457,20

M4 -365,26 -376,30 -378,90 -381,21

V1 97,16 129,53 126,23 123,30

V2 149,84 105,27 107,19 108,88

Kerr (c=20k) Kerr (c=24k) Kerr (c=26k)

M1 -79,86% -89,97% -98,84%

M2 -1480,63% -1130,26% -813,41%

M3 -2,76% -2,10% -1,51%

M4 -5,60% -4,28% -3,08%

V1 16,28% 12,29% 8,63%

V2 -14,86% -11,34% -8,16%

M1 -100,77% -104,01% -112,22%

M2 473,74% 59,34% -1053,32%

M3 -0,32% -0,04% 0,72%

M4 -0,66% -0,08% 1,46%

V1 -0,50% -2,33% -7,31%

V2 -1,75% -0,22% 3,89%

M1 -58,02% -58,99% -59,64%

M2 -144,22% -178,19% -208,34%

M3 1,47% 1,81% 2,12%

M4 3,02% 3,73% 4,37%

V1 33,31% 29,92% 26,91%

V2 -29,74% -28,47% -27,33%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=40m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Προσοìοßωìα:
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Σχήµα 5.62. Αποτίµηση της αποδοτικότητας του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων όταν ως συντελεστές 

συσχέτισης χρησιµοποιούνται οι τιµές nck=20, nck=24 και nck=26. Περίπτωση πυκνής άµµου. 
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Από την µελέτη του Πίνακα 5.10 σε παράθεση µε τον Πίνακα 5.8, προκύπτουν τα παρακάτω 

συµπεράσµατα αναφορικά µε την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από σκληρή άργιλο: 

– Όταν το πάχος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, το προσοµοίωµα του Kerr εµφανίζει την 

καλύτερη επίδοση για nck=30. Για την δεδοµένη τιµή µειώνονται όλες οι αποκλίσεις που προκύπτουν 

όταν γίνεται χρήση της τιµής nck=24, εκτός της απόκλισης της ροπής Μ1. Σηµαντική είναι κυρίως η 

µείωση της απόκλισης της καµπτικής ροπής Μ2  από 174% στο 88%. Αντίθετα, η τιµή nck=20 οδηγεί σε 

αυξήσεις των αποκλίσεων πλην της απόκλισης της καµπτικής ροπής Μ1. Όσον αφορά την σύγκριση µε 

τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, η χρήση της τιµής nck=30 διευρύνει την υπεροχή του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων σε όλα τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη πλην της καµπτικής ροπής Μ1. 

– Όταν το πάχος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 40 µέτρα, η τιµή nck=24 αποδίδει τα καλύτερα 

αποτελέσµατα από τις υπόλοιπες εξεταζόµενες τιµές, όπως άλλωστε ήταν αναµενόµενο καθώς από το 

σχήµα 5.59β προκύπτει το συµπέρασµα ότι βρίσκεται εντός του πεδίου των βέλτιστων τιµών του 

συντελεστή συσχέτισης για την δεδοµένη περίπτωση. Όσον αφορά την σύγκριση µε τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα, και η τιµή nck=30 προσδίδει στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων υπεροχή στην 

σύγκλιση όλων των εντατικών µεγεθών, αν εξαιρεθεί η τιµή της ροπής Μ1. Εποµένως, αν και µειώνει την 

απόδοση του προσοµοιώµατος σε σχέση µε την απόδοση που επιτυγχάνεται όταν γίνεται χρήση της τιµής 

nck=24, η µείωση που προκαλεί δεν ανατρέπει την υπεροχή του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων 

έναντι των υπολοίπων. Τέλος, και στην παρούσα περίπτωση, η τιµή nck=20 αποδίδει τα φτωχότερα 

αποτελέσµατα εκτός της σηµαντικής βελτίωσης που επιφέρει στην σύγκλιση της ροπής Μ1. Ωστόσο, 

ακόµα και η τιµή αυτή οδηγεί σε υπεροχή του προσοµοιώµατος έναντι όλων των υπόλοιπων. 

– Στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 20 µέτρα, η βέλτιστη τιµή του συντελεστή 

συσχέτισης είναι η τιµή nck=20, καθώς βελτιώνει την απόδοση του προσοµοιώµατος για όλα τα εντατικά 

µεγέθη σε σύγκριση µε τους δυο υπόλοιπους εξεταζόµενους συντελεστές. ∆υσµενέστερη τιµή για την 

δεδοµένη περίπτωση είναι η τιµή nck=30. Όσον αφορά την σύγκριση µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα και 

οι τρεις εξεταζόµενες τιµές του συντελεστή συσχέτισης προσδίδουν υπεροχή στο προσοµοίωµα των 

τριών παραµέτρων, εκτός της περίπτωσης της καµπτικής ροπής Μ1. 

Από τα παραπάνω εκτεθέντα, µπορεί να εξαχθεί το βασικό συµπέρασµα ότι οι τιµές nck=24 και 

nck=30 εµφανίζονται ποιοτικά ισοδύναµες όσον αφορά το γεγονός ότι δεν «αλλοιώνουν» την υπεροχή 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων έναντι των υπολοίπων εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων, 

για κανένα από τα βάθη του ελαστικού υποβάθρου που ελέγχθηκαν. Όσον αφορά την µεταξύ τους 

σύγκριση, η τιµή nck=24 εµφανίζεται σε γενικές γραµµές πιο αποδοτική από την τιµή nck=30 κυρίως 

για µεσαία και µικρά βάθη του υποβάθρου. Η τιµή nck=20 αποτυγχάνει να βελτιώσει την απόδοση του 

προσοµοιώµατος για τα βάθη ΗS=60m και ΗS=40m, ενώ το επιτυγχάνει για ΗS=20m. Εποµένως η τιµή 

nck=24, αποδίδει την κατά µέσον όρο βέλτιστη απόδοση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων 

ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 
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Από την µελέτη του Πίνακα 5.11 σε παράθεση µε τον Πίνακα 5.9, προκύπτουν τα παρακάτω 

συµπεράσµατα αναφορικά µε την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από πυκνή άµµο: 

– Όταν το πάχος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, η τιµή nck=26 είναι αυτή που αποδίδει 

την βέλτιστη επίδοση στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων. Πάντως ακόµα και µε την χρήση της 

τιµής αυτής, δεν επιτυγχάνεται η πλήρης υπεροχή του προσοµοιώµατος έναντι του προσοµοιώµατος του 

Pasternak. Ωστόσο µειώνονται γενικά όλες οι αποκλίσεις, κυρίως όσον αφορά την απόκλιση της ροπής 

Μ2. Η τιµή nck=20 αποδίδει ελαφρώς χειρότερα αποτελέσµατα, µε εξαίρεση την τιµή της ροπής Μ1 για 

την οποία επιτυγχάνεται µια µείωση, η οποία όµως δεν µπορεί να θεωρηθεί σηµαντική. 

– Όταν το πάχος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 40 µέτρα, η τιµή nck=24 αποδίδει τα βέλτιστα 

αποτελέσµατα. Όπως µάλιστα καθίσταται σαφές από την µελέτη του πίνακα 5.9 – και τονίστηκε κατά τον 

σχολιασµό του πιο πάνω – η τιµή αυτή αποδίδει στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων την 

αναµφισβήτητη υπεροχή έναντι των υπολοίπων προσοµοιωµάτων. Σηµαντικότατη µάλιστα, είναι η 

επίδοση που επιτυγχάνεται όσον αφορά το «ευαίσθητο» µέγεθος Μ2 καθώς η προκύπτουσα απόκλιση 

είναι της τάξης του 60%, τη στιγµή που οι αποκλίσεις είναι πάνω από 450% όταν γίνεται χρήση της τιµής 

nck=20, και κάτω από το –1000% όταν γίνεται χρήση της τιµής nck=26. Είναι πάντως χαρακτηριστικό, ότι 

για την παρούσα περίπτωση και οι τρεις τιµές του συντελεστή συσχέτισης καθιστούν το προσοµοίωµα 

των τριών παραµέτρων αποδοτικότερο όλων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων. 

– Όταν το πάχος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 20 µέτρα, και οι τρεις τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης που εξετάζονται, εµφανίζονται σχετικά ισοδύναµες για όλα τα εντατικά µεγέθη, εκτός της 

ροπής Μ2 για την οποία η τιµή nck=20 επιτυγχάνει την µικρότερη απόκλιση (–144% έναντι των 

αποκλίσεων –178% και –208% που αποδίδονται από τους συντελεστές nck=24 και nck=26 αντίστοιχα). 

Είναι πάντως χαρακτηριστικό ότι καµιά από τις τιµές nck=20 και nck=26, δεν ανατρέπει το συµπέρασµα 

που προέκυψε παραπάνω για την τιµή nck=24, σύµφωνα µε το οποίο για βάθος ελαστικού υποβάθρου 

HS=20m τα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων και του Vlasov «αλληλοσυµπληρώνονται» όσον 

αφορά την σύγκλιση των εντατικών µεγεθών προς τα αποτελέσµατα αναφοράς. 

Από τα παραπάνω εκτεθέντα για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από 

στρώµα πυκνής άµµου, προκύπτει το βασικό συµπέρασµα ότι οι τιµές nck=20 και nck=26 που 

εξετάσθηκαν, δεν επιφέρουν σηµαντικές αλλαγές στην συµπεριφορά του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων. Σε γενικές γραµµές, δεν ανατρέπονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την 

εξέταση του συντελεστή nck=24, σύµφωνα µε τα οποία η πλήρης υπεροχή του προσοµοιώµατος 

επιτυγχάνεται µόνο για βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. Για βάθη ελαστικού υποβάθρου HS=60m 

και HS=20m, και οι τρεις τιµές του συντελεστή συσχέτισης καθιστούν το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων «ισοδύναµο» µε τα προσοµοιώµατα του Pasternak και του Vlasov αντίστοιχα. Τέλος 

αξίζει να σηµειωθεί, ότι όσο µειώνεται η τιµή του βάθους του ελαστικού υποβάθρου µειώνεται 

αντίστοιχα και η τιµή του συντελεστή συσχέτισης που αποδίδει τα βέλτιστα αποτελέσµατα. 
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Κλείνοντας την αναφορά στην Επίλυση 3.α3, θα γίνει µια συνοπτική παράθεση των βασικών 

συµπερασµάτων που προέκυψαν, και τα οποία έχουν καταγραφεί σε διάφορα σηµεία του κειµένου που 

προηγήθηκε: 

Συγκρίσεις µεγεθών µετακίνησης 

Όσον αφορά την σύγκριση των µεγεθών µετακίνησης του πλαισίου που επιλύθηκε, το προσοµοίωµα των 

τριών παραµέτρων εµφανίζεται σαφώς αποδοτικότερο όλων των υπολοίπων που εξετάστηκαν εάν ως τιµή 

για τον συντελεστή συσχέτισης ληφθεί η τιµή nck=24. Η τιµή αυτή αποδίδει την κατά µέσο όρο βέλτιστη 

απόδοση του προσοµοιώµατος, ανεξαρτήτως τύπου εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Βεβαίως 

κατά περίπτωση, επιτυγχάνονται ακόµα καλύτερα αποτελέσµατα µε χρήση διαφορετικών τιµών για τον nck 

όπως φαίνεται στον πίνακα 5.7. Οι αντίστοιχες αποκλίσεις τείνουν µάλιστα στο µηδέν όπως προκύπτει από 

την µελέτη των σχηµάτων 5.55 και 5.56. 

Συγκρίσεις µεγεθών έντασης 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµατα σκληρής αργίλου, η υπεροχή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων είναι σαφής εάν ως τιµή τον συντελεστή συσχέτισης ληφθεί τιµή 

που βρίσκεται εντός του πεδίου που ορίζεται από τις τιµές 24 και 30. Το πεδίο τιµών αυτό είναι 

αποδοτικότερο για µεγάλα και µεσαία πάχη του ελαστικού υποβάθρου. Για µικρά βάθη το βέλτιστο πεδίο 

τιµών του συντελεστή συσχέτισης µετατοπίζεται χαµηλότερα, και πιο συγκεκριµένα στο εύρος τιµών 20 έως 

24. Πάντως η κατά µέσον όρο βέλτιστη τιµή του συντελεστή συσχέτισης ανεξαρτήτως του βάθους του 

ελαστικού υποβάθρου είναι η τιµή 24. «Αχίλλειο πτέρνα» των αποτελεσµάτων που επιτυγχάνονται µε τη 

χρήση των προαναφερόµενων συντελεστών συσχέτισης, αποτελεί η τιµή της καµπτικής ροπής Μ1. Για την 

επίτευξη καλύτερης σύγκλισης για το εντατικό αυτό µέγεθος, απαιτείται η χρήση συντελεστών συσχέτισης 

που βρίσκονται εντός του πεδίου που ορίζεται από τις τιµές 5 έως 15. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµατα πυκνής άµµου, η υπεροχή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων δεν είναι τόσο σαφής όσο στην περίπτωση της σκληρής αργίλου. 

Εξαίρεση αποτελούν οι µέσες τιµές βάθους του ελαστικού υποβάθρού, όπου η υπεροχή του εν λόγω 

προσοµοιώµατος είναι εµφανής όταν στον συντελεστή συσχέτισης δοθεί η τιµή 24. Ωστόσο, αν και για τις 

περιπτώσεις µικρού και µεγάλου βάθους τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Pasternak αντίστοιχα 

εµφανίζονται εξίσου αποδοτικά, και ίσως σε ορισµένες περιπτώσεις αποδοτικότερα, µε το προσοµοίωµα των 

τριών παραµέτρων, οι µεταξύ τους διαφορές δεν είναι κατά κανόνα υπερβολικές. Άλλη µια σηµαντική 

παρατήρηση αφορά το γεγονός, ότι όσο µειώνεται η τιµή του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, µειώνεται 

αντίστοιχα και η τιµή του συντελεστή συσχέτισης που αποδίδει τα βέλτιστα αποτελέσµατα. Τέλος, και στην 

παρούσα περίπτωση η κατά µέσον όρο βέλτιστη τιµή του συντελεστή συσχέτισης είναι η τιµή 24, 

ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 
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5.3.3.2. Παράδειγµα 3β: Τριώροφο πλαίσιο µε οριζόντια και κατακόρυφη φόρτιση στα πλαίσια της 

θεωρίας α’ τάξης 

Το παράδειγµα αυτό, έχει ως στόχο την διερεύνηση της επιρροής του χρησιµοποιούµενου εδαφικού 

προσοµοιώµατος σε πιο σύνθετους φορείς που υπόκεινται σε συνδυασµό κατακόρυφης και οριζόντιας 

φόρτισης. Για το λόγο αυτό επιλύθηκαν οι τριώροφοι πλαισιακοί φορείς του Σχήµατος 5.63. 
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Σχήµα 5.63. Τριώροφοι φορείς οπλισµένου σκυροδέµατος ελαστικά εδραζόµενοι: Πλαίσιο Π1 (α), Πλαίσιο Π2 (β), 
Πλαίσιο Π3 (γ), Προσοµοίωµα των πλαισίων (δ). 
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Στα πλαίσια του παρόντος παραδείγµατος διερευνώνται επίσης: 

– Η επιρροή του χρησιµοποιούµενου εδαφικού προσοµοιώµατος, στις τιµές των εντατικών µεγεθών σε 

περιοχές που βρίσκονται τοπολογικά µακριά από την περιοχή της θεµελίωσης ενός φορέα, 

– Η επιρροή του εδάφους που βρίσκεται εκατέρωθεν του φορέα,  

– Η επιρροή του µήκους της δοκού θεµελίωσης, αλλά και της σχετικής δυσκαµψίας δοκού / υποβάθρου. 

Οι φορείς του σχήµατος 5.63 επιλύθηκαν µε τα παρακάτω προσοµοιώµατα: 

– Προσοµοίωµα του Winkler, 

– Προσοµοίωµα δυο παραµέτρων χωρίς τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, 

δηλαδή το προσοµοίωµα του Pasternak, 

– Προσοµοίωµα δυο παραµέτρων µε τη θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, 

δηλαδή το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov, 

– Προσοµοίωµα τριών παραµέτρων µε τη θεώρηση του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, 

– Προσοµοίωµα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων (προσοµοίωµα αναφοράς). 

Από τα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα, εξαιρέθηκε το προσοµοίωµα του Kerr χωρίς την επιρροή του 

εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου. Ο λόγος που οδήγησε στην εξαίρεση αυτή, είναι το γεγονός ότι κατά τις 

επιλύσεις του µονώροφου πλαισίου που προηγήθηκαν αποδείχθηκε ότι αποδίδει γενικώς τα λιγότερο 

αποδεκτά αποτελέσµατα. Επιπλέον κρίθηκε ότι το αντίστοιχο προσοµοίωµα µε την θεώρηση της επιρροής 

του εδάφους εκατέρωθεν του πλαισίου, θα πρέπει να είναι αυτό που θα ελεγχθεί περαιτέρω, καθώς από τα 

έως τώρα εκτεθέντα αποτελέσµατα των παραδειγµάτων που προηγήθηκαν, κρίθηκε πολύ ικανοποιητικό.  

Για τις επιλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, κρίθηκε επαρκής η θεώρηση των ίδιων τιµών για το πάχος 

του ελαστικού υποβάθρου, και πιο συγκεκριµένα των τιµών HS=20, 40 και 60 µέτρα, που θεωρήθηκαν και 

στην επίλυση του µονώροφου πλαισίου. Όσον αφορά τις κατηγορίες εδάφους, µελετήθηκαν οι κατηγορίες 

Ε1, Ε2 και Ε4 του πίνακα 5.2 (αντιστοιχούν στις κατηγορίες εδάφους: Άργιλος µέσης πυκνότητας, Σκληρή 

άργιλος και Πυκνή Άµµος αντίστοιχα). Τα γεωµετρικά δεδοµένα και τα δεδοµένα φόρτισης των πλαισίων 

δίνονται στα σχήµατα 5.63α,β,γ. ∆ιευκρινίζεται ότι εντός των παρενθέσεων στο σχήµα αυτό, δίνονται οι 

τιµές των φορτίων για τις επιλύσεις στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα 

πυκνής άµµου (Ε4).  

Το χρησιµοποιούµενο λογισµικό για τις αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, είναι το εξής: 

– Το πρόγραµµα SAP2000 για την επίλυση µε το προσοµοίωµα των επιφανειακών πεπερασµένων 

στοιχείων. Για την επίλυση αυτή χρησιµοποιήθηκαν κάναβοι µε τους οποίους διακριτοποιήθηκε όλο το 

σύστηµα πλαίσιο – έδαφος θεµελίωσης, καθώς η φόρτιση δεν είναι συµµετρική. Κατά τα άλλα, οι 

χρησιµοποιούµενοι κάναβοι έχουν τα χαρακτηριστικά που περιγράφονται αναλυτικά στις παραγράφους 

5.3.1.1 και 5.3.3.1. 

– Ειδικοί αλγόριθµοι σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran 90, οι οποίοι συντάχθηκαν για τις επιλύσεις µε 

τα προσοµοιώµατα µιας, δυο και τριών παραµέτρων και τις παραλλαγές τους. Οι αλγόριθµοι αυτοί, 

βασίζονται την κλασσική µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Ειδικότερα όµως ο αλγόριθµος µέσω του 

οποίου γίνονται οι υπολογισµοί µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov, έχει ενσωµατωµένο τον 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

349 

απαιτούµενο επαναληπτικό βρόγχο, καθώς και τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά που αναλυτικά 

περιγράφηκαν στα προηγούµενα παραδείγµατα (όσον αφορά την γενική πορεία των υπολογισµών του 

αλγορίθµου, και τη φιλοσοφία του διαγράµµατος ροής, βλέπε σχήµα 5.4). 

Και στο παρόν παράδειγµα, ακολουθήθηκε η έως τώρα ακολουθούµενη διαδικασία προσδιορισµού των 

τιµών των εδαφικών παραµέτρων, ενώ πραγµατοποιήθηκε και η αντίστοιχη διερεύνηση των βέλτιστων 

συντελεστών συσχέτισης των παραµέτρων k και c του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. 

Τα µεγέθη που συγκρίθηκαν προκείµενου να αξιολογηθούν οι επιδόσεις των διερευνούµενων µηχανικών 

προσοµοιωµάτων σε σχέση µε το προσοµοίωµα αναφοράς, είναι τα εξής: 

– Οριζόντια µετακίνηση του τελευταίου ορόφου του πλαισίου,  

– Κατακόρυφες µετακινήσεις των δυο στύλων του πλαισίου, 

– Στροφές στους κόµβους σύνδεσης στύλων – πεδιλοδοκού,  

– Καµπτικές ροπές και τέµνουσες δυνάµεις των στύλων του πλαισίου, 

– Καµπτικές ροπές στα άκρα του ζυγώµατος του τελευταίου ορόφου του πλαισίου. 

Παρακάτω, δίνονται τα αποτελέσµατα των επιλύσεων των τριών πλαισίων. Η παρουσίαση ξεκινά µε τα 

αποτελέσµατα της επίλυσης του πλαισίου Π1. Η συγκεκριµένη παρουσίαση είναι αναλυτική, ενώ τα 

αποτελέσµατα των αναλύσεων των υπολοίπων πλαισίων δίνονται πιο συνοπτικά, καθώς επισηµαίνονται τα 

σηµεία ταύτισης ή διαφοροποίησης από τα αποτελέσµατα της επίλυσης του πλαισίου Π1. Έτσι, για κάθε 

πλαίσιο παρατίθενται αρχικά οι πίνακες και τα σχήµατα µε τα αποτελέσµατα που αφορούν τα µεγέθη 

µετακίνησης µαζί µε τα σχετικά σχόλια και συµπεράσµατα, και ακολουθούν οι αντίστοιχοι πίνακες, τα 

σχήµατα και τα σχόλια για τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων των εντατικών µεγεθών. 

Επίλυση πλαισίου Π1 

Τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά, και τα δεδοµένα φόρτισης του πλαισίου Π1 δίνονται στο Σχήµα 5.63α. 

Το πλαίσιο αυτό αποτελεί τµήµα ενός συµµετρικού χωρικού φορέα, η θεµελίωση του οποίου συνίσταται από 

εσχάρα πεδιλοδοκών. Το µήκος του εύκαµπτου τµήµατος της πεδιλοδοκού του πλαισίου, είναι ίσο µε 6 

µέτρα. Η τιµή αυτή, σε συνδυασµό µε τα γεωµετρικά στοιχεία της διατοµής της πεδιλοδοκού, και τις 

ελαστικές σταθερές των εδαφών θεµελίωσης που εξετάστηκαν, δίνουν για το συντελεστή λ (Σχέση 2.134) 

τις παρακάτω τιµές: 

– Έδαφος Ε1: λ= 0,47. 

– Έδαφος Ε2: λ= 0,52. 

– Έδαφος Ε4: λ= 0,93. 

Από τις τιµές αυτές, οι δύο πρώτες αντιστοιχούν – µε βάση τα κριτήρια των Vlasov και Leont’ev (1960) – σε 

πρακτικώς άκαµπτες δοκούς,  ενώ η τρίτη σε δοκό πεπερασµένου µήκους. 
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Πίνακας 5.12. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π1. Περίπτωση Αργίλου 

µέσης σκληρότητας. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,085 0,159 0,263 0,058 0,071

uz10 0,103 0,376 0,271 0,064 0,090

ux8 0,029 0,294 0,015 0,012 0,030

φ2 0,0025 0,029 0,001 0,000 0,003

φ8 0,0021 0,0287 0,0007 0,0005 0,0022

uz9 0,0714 0,1095 0,1794 0,0513 0,0619

uz10 0,0892 0,2593 0,1894 0,0581 0,0782

ux8 0,0287 0,2047 0,0182 0,0139 0,0267

φ2 0,0025 0,0203 0,0016 0,0007 0,0024

φ8 0,0021 0,0197 0,0011 0,0006 0,0019

uz9 0,049 0,057 0,088 0,038 0,044

uz10 0,066 0,135 0,104 0,047 0,059

ux8 0,028 0,109 0,026 0,017 0,025

φ2 0,0024 0,011 0,002 0,001 0,002

φ8 0,0021 0,0101 0,0018 0,0009 0,0017

uz9 86,68% 210,08% -31,59% -15,87%

uz10 265,22% 163,19% -38,23% -12,34%

ux8 922,57% -49,17% -57,85% 3,74%

φ2 1072,20% -49,04% -81,60% 11,42%

φ8 1252,44% -67,02% -78,11% 4,74%

uz9 53,53% 151,44% -28,07% -13,24%

uz10 190,84% 112,39% -34,86% -12,25%

ux8 613,84% -36,47% -51,46% -6,80%

φ2 716,50% -33,96% -72,73% -2,32%

φ8 833,54% -49,91% -69,61% -9,61%

uz9 17,01% 80,69% -22,47% -9,17%

uz10 104,12% 57,04% -29,35% -10,68%

ux8 288,69% -7,93% -40,26% -12,28%

φ2 341,26% -0,80% -56,27% -11,90%

φ8 394,37% -11,36% -54,97% -17,16%

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.64. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Άργιλος µέσης σκληρότητας – Πλαίσιο Π1. 
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Πίνακας 5.13. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π1. Περίπτωση Σκληρής 

Αργίλου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=18k)

uz9 0,053 0,110 0,183 0,035 0,044

uz10 0,064 0,261 0,187 0,038 0,055

ux8 0,019 0,206 0,010 0,009 0,020

φ2 0,0015 0,020 0,001 0,000 0,002

φ8 0,0012 0,0198 0,0002 0,0001 0,0012

uz9 0,0452 0,0764 0,1260 0,0317 0,0384

uz10 0,0559 0,1807 0,1309 0,0352 0,0480

ux8 0,0192 0,1440 0,0115 0,0096 0,0178

φ2 0,0015 0,0143 0,0009 0,0002 0,0016

φ8 0,0012 0,0136 0,0004 0,0002 0,0010

uz9 0,032 0,040 0,063 0,024 0,029

uz10 0,042 0,095 0,072 0,029 0,037

ux8 0,019 0,078 0,016 0,011 0,016

φ2 0,0015 0,008 0,001 0,000 0,001

φ8 0,0011 0,0070 0,0008 0,0004 0,0009

uz9 106,06% 243,40% -33,87% -18,17%

uz10 306,17% 191,50% -40,62% -14,13%

ux8 969,89% -49,66% -55,31% 4,60%

φ2 1226,51% -51,83% -92,13% 18,01%

φ8 1606,48% -82,37% -90,58% 7,23%

uz9 68,88% 178,55% -29,92% -15,15%

uz10 223,11% 134,12% -37,04% -14,06%

ux8 651,44% -40,06% -50,03% -6,93%

φ2 826,11% -38,83% -84,21% 1,00%

φ8 1074,95% -66,82% -82,13% -12,25%

uz9 26,94% 100,37% -23,49% -9,90%

uz10 125,27% 69,83% -31,05% -12,04%

ux8 313,30% -16,85% -39,98% -13,65%

φ2 406,64% -8,26% -67,10% -12,29%

φ8 526,65% -28,40% -66,19% -22,85%

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.65. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Σκληρή Άργιλος – Πλαίσιο Π1. 
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Πίνακας 5.14. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π1. Περίπτωση Πυκνής 

Άµµου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,015 0,029 0,048 0,010 0,013

uz10 0,018 0,068 0,049 0,011 0,016

ux8 0,011 0,060 0,009 0,008 0,012

φ2 5,517E-04 0,006 0,000 0,000 0,001

φ8 0,00002375 0,0048 -0,0002 -0,0003 0,0001

uz9 0,01262 0,0203 0,0328 0,0091 0,0112

uz10 0,01573 0,0476 0,0345 0,0103 0,0141

ux8 0,01125 0,0435 0,0094 0,0086 0,0110

φ2 0,0005515 0,0041 0,0005 0,0000 0,0007

φ8 0,00002168 0,0032 -0,0002 -0,0002 0,0000

uz9 0,012 0,011 0,016 0,007 0,008

uz10 0,016 0,025 0,019 0,008 0,011

ux8 0,016 0,026 0,011 0,009 0,011

φ2 7,707E-04 0,002 0,001 0,000 0,001

φ8 0,00001547 0,0015 0,0000 -0,0002 0,0000

uz9 94,37% 219,10% -31,16% -13,75%

uz10 277,99% 170,94% -37,93% -10,02%

ux8 428,42% -22,38% -26,23% 3,25%

φ2 942,92% -29,41% -112,13% 49,00%

φ8 20273,74% -1064,78% -1200,00% 115,94%

uz9 61,11% 159,97% -27,70% -11,35%

uz10 202,38% 119,33% -34,69% -10,29%

ux8 286,36% -16,83% -23,38% -1,85%

φ2 651,11% -11,16% -105,37% 27,96%

φ8 14798,70% -882,92% -1166,19% -129,38%

uz9 -11,01% 34,68% -44,64% -34,08%

uz10 52,65% 16,27% -49,65% -35,22%

ux8 67,67% -31,50% -41,54% -32,00%

φ2 211,92% -10,63% -89,08% -26,42%

φ8 9592,59% -355,44% -1282,64% -398,84%

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=60m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=40m
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Σχήµα 5.66. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Πυκνή Άµµος – Πλαίσιο Π1. 
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Σχήµα 5.67. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς τη 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Αργίλου µέσης σκληρότητας – Πλαίσιο Π1. 
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Σχήµα 5.68. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς τη 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου – Πλαίσιο Π1. 
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Σχήµα 5.69. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς τη 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Πυκνής Άµµου – Πλαίσιο Π1. 
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Στους πίνακες 5.12 – 5.14 και στα σχήµατα 5.64 – 5.66, δίνονται τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων των 

εδαφικών προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα εξεταζόµενα µεγέθη µετακίνησης. Παρακάτω θα δοθούν τα 

σχόλια και τα συµπεράσµατα των συγκρίσεων, για κάθε µια από τις κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν. 

Για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από άργιλο µέσης σκληρότητας (Κατηγορία 

Εδάφους Ε1, Πίνακας 5.2), διερευνήθηκε η ύπαρξη µιας τιµής για τον συντελεστή συσχέτισης µε κριτήριο 

την µη υπέρβαση του χαµηλότερου δυνατού ορίου απόκλισης από τις τιµές αναφοράς, ανεξαρτήτως του 

βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Από την διερεύνηση αυτή προέκυψε, ότι η τιµή nck=17 αποδίδει 

αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν το 15% για κανένα από τα εξεταζόµενα µεγέθη µετακίνησης (Πίνακας 5.12 

και Σχήµα 5.64). Για την τιµή αυτή, πραγµατοποιήθηκε σύγκριση των αποτελεσµάτων του προσοµοιώµατος 

των τριών παραµέτρων µε τα υπόλοιπα εξεταζόµενα προσοµοιώµατα. Από την σύγκριση αυτή προέκυψαν 

τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, η υπεροχή του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων έναντι των υπολοίπων προσοµοιωµάτων είναι σαφής για όλα τα εξεταζόµενα µεγέθη 

µετακίνησης. Από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει µεγάλες 

αποκλίσεις, ωστόσο είναι αποδοτικότερο από τα προσοµοιώµατα των Winkler και Pasternak. Πιο 

συγκεκριµένα το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει µεγάλες µεν αποκλίσεις, όχι όµως µεγαλύτερες από 

80%. Το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει ίδιας τάξεως αποκλίσεις µε το προσοµοίωµα του Vlasov 

όσον αφορά τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης που ελέγχθηκαν, ενώ εµφανίζει πολύ µεγαλύτερες για τις 

κατακόρυφες µετακινήσεις του πλαισίου. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler αποδίδει τις µεγαλύτερες 

αποκλίσεις που µάλιστα είναι µεγαλύτερες του 1000% όσον αφορά τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης. 

– Και στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 40 µέτρα, το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων υπερέχει σηµαντικά των υπολοίπων αν στον συντελεστή συσχέτισης δοθεί η τιµή nck=17. 

Όσον αφορά τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, διατηρείται η ίδια εικόνα µε την προηγούµενη περίπτωση µε 

τη µόνη διαφορά ότι οι αποκλίσεις είναι µικρότερες αν και εξακολουθούν να είναι σηµαντικές. 

– Στην περίπτωση που το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 20 µέτρα, παρατηρείται µια 

διαφοροποίηση στα αποτελέσµατα των συγκρίσεων, καθώς το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται 

να αποδίδει πολύ καλές τιµές όσον αφορά την οριζόντια µετακίνηση στην κορυφή του πλαισίου, αλλά 

και τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης που ελέχθησαν. Το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων υστερεί 

όσον αφορά τα µεγέθη αυτά, οι αποκλίσεις όµως που αποδίδει δεν υπερβαίνουν και πάλι το 15%. 

Εξακολουθεί µάλιστα να είναι αποδοτικότερο όλων των υπολοίπων όσον αφορά τις κατακόρυφες 

µετακινήσεις του πλαισίου. Τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του Winkler αποδίδουν τα χειρότερα 

αποτελέσµατα, µε εµφανώς όµως µικρότερες τιµές αποκλίσεων από ότι στις προηγούµενες περιπτώσεις. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από σκληρή άργιλο (Πίνακας 5.13 και Σχήµα 

5.65), η διερεύνηση βέλτιστης τιµής για τον συντελεστή συσχέτισης ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου, οδήγησε στην τιµή nck=18. Για την τιµή αυτή, καµία από τις αποκλίσεις των εξεταζόµενων 

µεγεθών µετακίνησης δεν υπερβαίνει το 20%. Ωστόσο, ισοδύναµη µε την τιµή αυτή είναι σε γενικές 
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γραµµές και η τιµή nck=17. Έτσι τα συµπεράσµατα που θα εκτεθούν παρακάτω ισχύουν και για τις δυο αυτές 

τιµές. 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, η υπεροχή του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων είναι σαφής, και µάλιστα τα αποτελέσµατα που αποδίδει είναι µε µεγάλη διαφορά πιο 

κοντά στη λύση αναφοράς, από τα αντίστοιχα αποτελέσµατα των υπολοίπων προσοµοιωµάτων. 

Χαρακτηριστικά αναφέρεται, ότι η µικρότερη διαφορά που εµφανίζεται αφορά την κατακόρυφη 

µετακίνηση uz9 για την οποία το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει απόκλιση –18%, ενώ το 

αµέσως πιο αποδοτικό προσοµοίωµα, το προσοµοίωµα του Vlasov, αποδίδει απόκλιση –34%. Εποµένως 

η µικρότερη αυτή διαφορά είναι της τάξης του 50%. Σε γενικές γραµµές τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα 

αποδίδουν µεγάλες αποκλίσεις, ενώ χειρότερο όλων εµφανίζεται το προσοµοίωµα του Winkler. Τέλος, τα 

προσοµοιώµατα του Pasternak και του Vlasov είναι σχεδόν ισότιµα, µε εξαίρεση την απόδοση που αφορά 

τις κατακόρυφες µετακινήσεις όπου υπερτερεί σαφώς το δεύτερο. 

– Και στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 40 µέτρα, διατηρείται η ίδια ακριβώς 

εικόνα όπως και στην προηγούµενη περίπτωση, µε µόνη διαφορά µια γενική µείωση των τιµών των 

αποκλίσεων. 

– ∆ιαφοροποίηση εµφανίζεται στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει πάχος ίσο µε 20 µέτρα. Η 

διαφοροποίηση αυτή, είναι ανάλογη αυτής που παρουσιάστηκε και στην περίπτωση που το ελαστικό 

υπόβαθρο συνίσταται από άργιλο µέσης σκληρότητας. Έτσι, ενώ το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων εξακολουθεί να είναι το αποδοτικότερο στην πλειοψηφία των ελεγχόµενων µεγεθών 

µετακίνησης, το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει πολύ καλές τιµές όσον αφορά τα µεγέθη ux8, φ2 

και φ8. Είναι µάλιστα χαρακτηριστικό, ότι για την περίπτωση της στροφής φ2, το προσοµοίωµα του 

Pasternak αποδίδει την καλύτερη τιµή, όχι πάντως µε µεγάλη διαφορά από την τιµή που αποδίδει το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων (–8,26% έναντι –12,3%). Τέλος, το προσοµοίωµα του Vlasov, 

αποδίδει χειρότερες τιµές από τα δυο προαναφερόµενα (µέγιστη απόκλιση 66%) ενώ το προσοµοίωµα 

του Winkler είναι και στην περίπτωση αυτή, το λιγότερο αποδοτικό. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από πυκνή άµµο (Πίνακας 5.14 και Σχήµα 5.66), 

η διερεύνηση βέλτιστης τιµής για τον συντελεστή συσχέτισης ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου, οδήγησε και πάλι στην τιµή nck=17. Ωστόσο χαρακτηριστική είναι η αδυναµία της τιµής αυτής, 

να επιτύχει ικανοποιητική σύγκλιση στις τιµές που αφορούν στροφικά µεγέθη µετακίνησης. Πάντως όπως 

θα τονιστεί και παρακάτω, η αδυναµία αυτή είναι χαρακτηριστική, και µάλιστα σε πολύ µεγαλύτερο βαθµό, 

και για τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. Τα συµπεράσµατα για τη συγκεκριµένη κατηγορία εδάφους, είναι τα 

εξής: 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

εµφανίζεται αποδοτικότερο των υπολοίπων. Ειδικά για την περίπτωση των µεταφορικών µεγεθών 

µετακίνησης, οι αποκλίσεις του προσοµοιώµατος δεν υπερβαίνουν το 15%.  Αντίθετα, για τα στροφικά 

µεγέθη µετακίνησης φ2 και φ8 οι προκύπτουσες αποκλίσεις για nck=17 είναι σηµαντικές καθώς αγγίζουν 

το 49% και το 116% αντίστοιχα. Όπως όµως θα αποδειχθεί παρακάτω, υπάρχουν συγκεκριµένες τιµές 
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του συντελεστή συσχέτισης για τις οποίες το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων επιτυγχάνει πλήρη 

σύγκλιση προς τα αποτελέσµατα αναφοράς για τα συγκεκριµένα µεγέθη. Όσον αφορά τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα, είναι χαρακτηριστικές οι πολύ µεγάλες αποκλίσεις που αποδίδουν για την στροφή φ8 (η 

µικρότερη αποδίδεται από το προσοµοίωµα του Vlasov και είναι της τάξης του –1200%). Αντίθετα, για 

την στροφή φ2 το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται αποδοτικότερο ακόµα και από το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων καθώς αποδίδει απόκλιση 30% έναντι του 49% του τελευταίου. 

Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι το προσοµοίωµα του Vlasov είναι το αποδοτικότερο, µετά το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, όσον αφορά τα µεταφορικά µεγέθη µετακίνησης ενώ το 

προσοµοίωµα του Winkler είναι και στην περίπτωση αυτή το λιγότερο αποδοτικό απ’ όλα τα υπόλοιπα. 

– Στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 40 µέτρα, τα συµπεράσµατα είναι ανάλογα 

αυτών που διατυπώθηκαν και για την προηγούµενη περίπτωση, και εποµένως δεν κρίνεται σκόπιµη 

καµία επιπλέον αναφορά. 

– Στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 20 µέτρα, η τιµή nck=17 δεν προσδίδει στο 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων την απόλυτη υπεροχή έναντι των υπολοίπων. Πιο συγκεκριµένα, 

όσον αφορά τα µεταφορικά µεγέθη µετακίνησης, οι αποκλίσεις που αποδίδονται είναι της τάξης του        

–33%. Για τα µεγέθη αυτά, ισότιµο µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αναδεικνύεται το 

προσοµοίωµα του Pasternak, το οποίο αποδίδει µάλιστα καλύτερη τιµή απόκλισης για την κατακόρυφη 

µετακίνηση του δεξιού υποστυλώµατος του πλαισίου uz10 (16,25% έναντι του –35%). Το προσοµοίωµα 

του Vlasov αποδίδει για τα αντίστοιχα µεγέθη αποκλίσεις της τάξης του –45%, ενώ το προσοµοίωµα του 

Winkler δεν υστερεί ιδιαίτερα των υπολοίπων και µάλιστα αποδίδει την καλύτερη τιµή απόκλισης όσον 

αφορά την κατακόρυφη µετακίνηση του αριστερού υποστυλώµατος uz9 (–11%). Όσον αφορά τα 

στροφικά µεγέθη µετακίνησης, τα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων και του Pasternak, 

εµφανίζονται να αποδίδουν τις χαµηλότερες αποκλίσεις, µε το δεύτερο να είναι ελαφρώς αποδοτικότερο. 

Τέλος, τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler υστερούν εµφανώς των δυο προηγουµένων. 

Συνοψίζοντας τα όσα καταγράφηκαν παραπάνω για τον έλεγχο των µεγεθών µετακίνησης, µπορεί 

να διατυπωθεί το γενικό συµπέρασµα ότι λαµβάνοντας ως τιµή για τον συντελεστή συσχέτισης την 

τιµή nck=17, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται αποδοτικότερο όλων των 

υπολοίπων για κάθε κατηγορία εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου, µε εξαίρεση την 

περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής άµµου µε βάθος 20 µέτρα. Στην 

περίπτωση αυτή, αποδοτικότερο εµφανίζεται το προσοµοίωµα του Pasternak. Αξίζουν επίσης να 

τονιστούν ιδιαίτερα: 

– η αδυναµία του προσοµοιώµατος του Winkler να αποδώσει αποδεκτές τιµές µετακινήσεων σε όλες 

τις εξεταζόµενες περιπτώσεις, 

– το γεγονός ότι το προσοµοίωµα του Vlasov δεν επιτυγχάνει την καλύτερη σύγκλιση από όλα τα 

υπόλοιπα προσοµοιώµατα, σε καµία από τις εξεταζόµενες περιπτώσεις, και 

– η αδυναµία όλων των προσοµοιωµάτων να προσεγγίσουν την τιµή αναφοράς της στροφής φ2 στην 

περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής άµµου. 
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Κλείνοντας την αναφορά στις συγκρίσεις των µεγεθών µετακίνησης, θα γίνει και µια καταγραφή των 

συµπερασµάτων που προέκυψαν από την διερεύνηση που πραγµατοποιήθηκε µε στόχο την εξεύρεση τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης που οδηγούν στη µέγιστη δυνατή σύγκλιση προς την λύση αναφοράς, για κάθε 

περίπτωση εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Για τον λόγο αυτό, πινακοποιούνται παρακάτω 

τα συµπεράσµατα των σχηµάτων 5.67 – 5.69.  

Πίνακας 5.15. Τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των 

τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης προς την λύση αναφοράς, κατά περίπτωση εδάφους και 

βάθους του υποβάθρου θεµελίωσης του πλαισίου Π1. 

 Άργιλος µέσης 

σκληρότητας (Ε1) 
Σκληρή Άργιλος (Ε2) Πυκνή Άµµος (Ε4) 

 ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m 

uz9 7 7 8 7 7 8 8 8 2 – 3  

uz10 11 10 9 11 10 10 12 11 4 

ux8 18 15 11 20 16 11 19 16 3 

φ2 20 16 12 24 18 13 38 28 7 

φ8 18 14 11 20 15 11 19 15 11 

Από τον παραπάνω πίνακα, αλλά και από τα σχήµατα 5.67 – 5.69 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

– Υπάρχει µια διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων, µεταξύ των εδαφών µε σχετικά µικρό µέτρο 

ελαστικότητας (Εδάφη Ε1, Ε2), και του εδάφους µε σχετικά µεγάλο µέτρο ελαστικότητας (Έδαφος Ε4). 

Εξαίρεση αποτελούν οι κατακόρυφες µετακινήσεις του πλαισίου uz9, uz10, οι οποίες ακολουθούν και στις 

δυο περιπτώσεις τον ίδιο κανόνα µεταβολής των βέλτιστων τιµών τους, εκτός της περίπτωσης Ε4 / 

ΗS=20m.  

– Για τα µεγέθη ux8, φ2, φ8, η µείωση του βάθους του ελαστικού υποβάθρου συνεπάγεται και την µείωση 

της τιµής του συντελεστή συσχέτισης που οδηγεί στα βέλτιστα αποτελέσµατα. Αντίθετα για τα µεγέθη 

uz9, uz10 παρατηρείται µια σχετική σταθερότητα των βέλτιστων συντελεστών τους, πλην της περίπτωσης  

Ε4 / ΗS=20m. 

– Η µορφή των καµπύλων µεταβολής των µεγεθών µετακίνησης που ελέχθησαν, εµφανίζει πολύ µικρή 

κλίση στην περιοχή τιµών nck=14-20 για τις κατηγορίες εδαφών Ε1 και Ε2. Εντός του εύρους αυτού 

µάλιστα, κανένα από τα ελεγχόµενα µεγέθη µετακίνησης δεν αποκλίνει περισσότερο από ±18% από την 

λύση αναφοράς. Αυτό σηµαίνει ότι αν ληφθεί τιµή για τον συντελεστή συσχέτισης από την περιοχή αυτή, 

το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων υπερέχει όλων των υπολοίπων που εξετάστηκαν. Το 

συµπέρασµα αυτό τεκµηριώνεται από την µελέτη των πινάκων 5.12 και 5.13.  

– Για την περίπτωση του εδάφους Ε4, δεν µπορεί να οριστεί ενιαία περιοχή βέλτιστων τιµών για τα 

µεταφορικά και τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης, µε κριτήριο την µη υπέρβαση του ±20% στις 

αποκλίσεις. Έτσι, για τις περιπτώσεις που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 60 ή 40 µέτρα, η περιοχή 
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των βέλτιστων τιµών για τα µεταφορικά µεγέθη µετακίνησης είναι nck= 12 – 20, ενώ για την περίπτωση 

που το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 20 µέτρα, η αντίστοιχη βέλτιστη περιοχή είναι πολύ 

περιορισµένη καθώς οριοθετείται από τις τιµές 3 και 5. Οι αντίστοιχες περιοχές βέλτιστων τιµών για τα 

στροφικά µεγέθη µετακίνησης, εµφανίζουν µια διασπορά σε σχέση µε το βάθος του ελαστικού 

υποβάθρου. Ωστόσο, για την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 60 ή 40 µέτρα, η περιοχή 

28 – 40 οδηγεί σε πολύ ικανοποιητικές τιµές για την στροφή φ2. Όπως γίνεται κατανοητό, η περιοχή αυτή 

δεν συµπίπτει µε την περιοχή βέλτιστων τιµών για τα αντίστοιχα µεταφορικά µεγέθη µετακίνησης. Η 

ανοµοιοµορφία της οριοθέτησης των βέλτιστων τιµών των συντελεστών συσχέτισης για τα µεγέθη 

µετακίνησης, διατηρείται και στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 20 µέτρα. Στην 

περίπτωση αυτή, εµφανίζεται και µια επιπλέον διαφοροποίηση από όλες τις προηγούµενες περιπτώσεις, 

καθώς οι βέλτιστες περιοχές τιµών των µεγεθών µετακίνησης ορίζονται για πολύ µικρότερες τιµές του 

συντελεστή συσχέτισης. 

Από τα παραπάνω εκτεθέντα, προκύπτει το βασικό συµπέρασµα ότι όσον αφορά την µελέτη των 

µεγεθών µετακίνησης, η συµπεριφορά του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων παρουσιάζει µια 

σταθερότητα στην περίπτωση εδαφών µε χαµηλό ή µέσο µέτρο ελαστικότητας, όπως τα εδάφη των 

κατηγοριών Ε1 και Ε2, και µάλιστα ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Για τις 

κατηγορίες αυτές, ορίζεται ξεκάθαρα η περιοχή τιµών nck=14-20 εντός της οποίας κανένα από τα 

ελεγχόµενα µεγέθη µετακίνησης δεν αποκλίνει περισσότερο από ±18% από τις τιµές αναφοράς. 

Αντίθετα, στην περίπτωση εδαφών µε µεγαλύτερο µέτρο ελαστικότητας όπως η κατηγορία Ε4, 

εµφανίζεται µια διαφοροποίηση στην οριοθέτηση των βέλτιστων περιοχών των συντελεστών 

συσχέτισης για τα µεταφορικά και τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης. Επιπλέον, εµφανίζεται 

διαφοροποίηση στην συµπεριφορά του προσοµοιώµατος µεταξύ της περίπτωσης που το ελαστικό 

υπόβαθρο έχει µεγάλο ή µέσο βάθος (60 ή 40 µέτρα), και της περίπτωσης που έχει µικρό βάθος (20 

µέτρα). Ωστόσο παρά την ανοµοιοµορφία αυτή, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει 

καλύτερα αποτελέσµατα από όλα τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν, πλην ορισµένων 

εξαιρέσεων που αναφέρονται κυρίως στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µικρό βάθος. 

Όσον αφορά την µελέτη των εντατικών µεγεθών του πλαισίου, παρουσιάζονται κατ’ αρχήν τα 

διαγράµµατα που σχετίζονται µε την διερεύνηση της βέλτιστης απόδοσης του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων. Έτσι στα σχήµατα που ακολουθούν (Σχήµατα 5.70 – 5.72), παρουσιάζονται ανά κατηγορία 

εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου, οι περιοχές τιµών του συντελεστή συσχέτισης οι οποίες 

προσδίδουν στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων τη δυνατότητα απόδοσης των βέλτιστων 

αποτελεσµάτων. Κατόπιν, παρατίθενται οι πίνακες, τα σχήµατα και τα αντίστοιχα σχόλια που αφορούν την 

σύγκριση των αποτελεσµάτων όλων των υπό εξέταση προσοµοιωµάτων (Σχήµατα 5.73 – 5.78). 
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Σχήµα 5.70. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς την 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Αργίλου µέσης σκληρότητας – Πλαίσιο Π1. 
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Σχήµα 5.71. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς την 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου – Πλαίσιο Π1. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

366 

-100%

-75%

-50%

-25%

0%

25%

50%

75%

100%

125%

150%

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

M2

M9

M10

V2

V10

nck

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄  
HS=60m

9055 2
10

12
8

9

x(u  )

z(u  )

φ
x

z

 
(α) 

-125%

-100%

-75%

-50%

-25%

0%

25%

50%

75%

100%

125%

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

M2

M9

M10

V2

V10

nck

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄  
HS=40m

5534

 
(β) 

-100%

-75%

-50%

-25%

0%

25%

50%

75%

100%

125%

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

M2

M9

M10

V2

V10

nck

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄  
HS=20m

2816

 
(γ) 

Σχήµα 5.72. ∆ιερεύνηση των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης nck όσον αφορά την σύγκλιση προς την 

λύση αναφοράς, των τιµών των εξεταζόµενων εντατικών µεγεθών όπως προκύπτουν από την εφαρµογή του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Περίπτωση Πυκνής Άµµου – Πλαίσιο Π1. 
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Πριν ξεκινήσει ο σχολιασµός των σχηµάτων 5.70 – 5.72, θα πρέπει να δοθεί µια εξήγηση για την 

απουσία από τα σχήµατα αυτά των εντατικών µεγεθών Μ8, Μ12 και V12, τα οποία είναι τα εξεταζόµενα 

εντατικά µεγέθη του δεξιού κόµβου του ζυγώµατος του τελευταίου ορόφου του πλαισίου (Βλέπε Σχήµα 

5.63). Από την διαδικασία αξιολόγησης των αποτελεσµάτων των επιλύσεων προέκυψε το συµπέρασµα, ότι 

οι αποκλίσεις των τιµών των µεγεθών αυτών από τις τιµές αναφοράς δεν ξεπερνούν σε καµιά από τις 

εξεταζόµενες περιπτώσεις – τύπου εδάφους, βάθους ελαστικού υποβάθρου και τιµής του συντελεστή 

συσχέτισης – το ±1.5%. Το γεγονός αυτό, αφενός οδήγησε στην απόφαση να µην ενταχθούν τα εντατικά 

αυτά µεγέθη σε κανένα από τα παρουσιαζόµενα διαγράµµατα, και αφετέρου στο συµπέρασµα ότι η 

µεταβολή των τιµών του συντελεστή συσχέτισης επηρεάζει ελάχιστα τις τιµές τους, οι οποίες είναι γενικά 

πολύ ικανοποιητικές. 

Όσον αφορά τα υπόλοιπα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της θεµελίωσης του πλαισίου, 

διαπιστώθηκε ότι «συµπεριφέρονται» µε συγκεκριµένο τρόπο, αν εξαιρεθεί η καµπτική ροπή στο άκρο της 

πεδιλοδοκού Μ2. Πιο συγκεκριµένα, όπως καθίσταται σαφές από την µελέτη των σχετικών σχηµάτων, τα 

εντατικά µεγέθη Μ9, Μ10, V2, V10 αποκτούν τις βέλτιστες τιµές τους εντός ενός κοινού πεδίου τιµών του 

συντελεστή συσχέτισης, το εύρος και η θέση του οποίου εντός του πεδίου ορισµού του συντελεστή nck, 

εξαρτώνται από τον τύπο του εδάφους και το βάθος του ελαστικού υποβάθρου. Τα πεδία βέλτιστων τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης κατά περίπτωση, δίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 5.16. Πεδία των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη του 

πλαισίου Π1 στην περιοχή της θεµελίωσης (µεγέθη Μ9, Μ10, V2, V10), ανά κατηγορία εδάφους και βάθους 

του ελαστικού υποβάθρου. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας Σκληρή Άργιλος Πυκνή Άµµος Μέγιστη 

απόκλιση HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m 

<±15% 70 – 100 40 – 60  18 – 28  90 – 130  55 – 75  22 – 34  60 – 85  36 – 50  17 – 26  

<±20% 65 – 110  38 – 70  17 – 30  85 – 135  50 – 80  20 – 36  55 – 90  34 – 55  16 – 28  

Από την µελέτη του παραπάνω πίνακα, προκύπτουν τα εξής βασικά συµπεράσµατα: 

– Η µείωση του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, συνοδεύεται από µείωση των τιµών που οριοθετούν τις 

βέλτιστες περιοχές του συντελεστή συσχέτισης για κάθε µια από τις κατηγορίες εδάφους που 

εξετάστηκαν. Ανάλογη µείωση παρατηρείται και στο εύρος των περιοχών αυτών. 

– ∆εν µπορεί να οριστεί κοινή περιοχή βέλτιστων τιµών ανεξάρτητη του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου, για καµία από τις κατηγορίες εδάφους που εξετάστηκαν. Αιτία για την αδυναµία αυτή, 

σύµφωνα µε τη µελέτη των σχηµάτων 5.70 – 5.72, είναι η τιµή της τέµνουσας V2, η καµπύλη µεταβολής 

της οποίας εµφανίζει µεγαλύτερη κλίση από τις καµπύλες µεταβολής των υπολοίπων εξεταζόµενων 

εντατικών µεγεθών. Αυτό έχει ως συνέπεια, να εµφανίζεται πολύ µειωµένη η περιοχή των βέλτιστων 

τιµών του συγκεκριµένου εντατικού µεγέθους.  
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– Αντίθετα, υπάρχει δυνατότητα ορισµού κοινής περιοχής βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης, 

ανάλογης του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, και ανεξάρτητης της κατηγορίας εδάφους. Έτσι, για 

βάθος υποβάθρου ίσου µε 60 µέτρα και ανεξαρτήτως του τύπου εδάφους, οι τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης που βρίσκονται εντός του διαστήµατος 85 – 90, αποδίδουν τιµές των εξεταζόµενων 

εντατικών µεγεθών, οι οποίες δεν αποκλίνουν περισσότερο από  ±20% από τις τιµές αναφοράς. Τα 

αντίστοιχα διαστήµατα τιµών για τις άλλες δυο περιπτώσεις βάθους του ελαστικού υποβάθρου που 

εξετάστηκαν είναι: HS=40m: nck=50 – 55, HS=20m: nck=20 – 28. 

Με βάση τα παραπάνω, τίθεται το πρόβληµα της ύπαρξης ή όχι ενιαίων τιµών του συντελεστή 

συσχέτισης, για κάθε κατηγορία εδάφους ξεχωριστά και ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου, µε οποίες το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει βέλτιστα αποτελέσµατα υπό την 

έννοια της απόδοσης τιµών για τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη, που δεν υπερβαίνουν ένα συγκεκριµένο 

επίπεδο αποκλίσεων, της τάξης του 10 – 20%, από τα αποτελέσµατα αναφοράς. Οι τιµές που θεωρήθηκαν 

πως είναι πιθανόν να πληρούν έστω και κατά προσέγγιση το κριτήριο αυτό, χρησιµοποιήθηκαν για τις 

συγκρίσεις των αποτελεσµάτων του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, µε τα αποτελέσµατα των 

υπολοίπων εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων, και τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων αυτών θα 

παρουσιαστούν παρακάτω. Αξιοποιώντας τα συµπεράσµατα που προέκυψαν κατά την αξιολόγηση των 

αποτελεσµάτων του παραδείγµατος 3α (Επίλυση 3α.3), έγινε έλεγχος εκπλήρωσης του καθορισµένου 

κριτηρίου, για τις τιµές του συντελεστή nck που βρίσκονται περίπου στο µέσον των διαστηµάτων που 

ορίζονται από το χαµηλότερο και το υψηλότερο όριο των βέλτιστων πεδίων τιµών ανά κατηγορία εδάφους. 

Έτσι, προέκυψαν τα παρακάτω διαστήµατα των πιθανών βέλτιστων τιµών (βλέπε Πίνακα 5.16): 

Άργιλος µέσης σκληρότητας: nck= 60 – 65. 

Σκληρή Άργιλος:  nck= 75 – 80. 

Πυκνή Άµµος:   nck= 55 – 60. 

Έτσι, στους Πίνακες 5.17 – 5.19 και Σχήµατα 5.73 – 5.75, δίνονται τα αποτελέσµατα της σύγκρισης του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων – µε χρήση των παραπάνω τιµών για τον συντελεστή συσχέτισης – 

µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, και ακολουθούν τα σχετικά σχόλια.  

Κατόπιν στους Πίνακες 5.20 – 5.22 και στα Σχήµατα 5.76 – 5.78, δίνονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα 

των συγκρίσεων του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, 

χρησιµοποιώντας αυτήν την φορά ως τιµές για τους συντελεστές συσχέτισης, τις τιµές µε τις οποίες 

επιτυγχάνεται η βέλτιστη απόδοση του προσοµοιώµατος για κάθε µια από τις περιπτώσεις βάθους του 

ελαστικού υποβάθρου που εξετάστηκαν, ανεξαρτήτως του τύπου του εδάφους θεµελίωσης. Οι συντελεστές 

αυτοί όπως αποδείχθηκε πιο πάνω είναι: 

HS=60m → nck=85. 

HS=40m → nck=55. 

HS=20m → nck=24. 
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Πίνακας 5.17. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. Περίπτωση Αργίλου µέσης σκληρότητας – 

Πλαίσιο Π1. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=65k)

M2 -56,24 -146,33 -125,72 103,15 -102,34

M8 -51,72 -51,34 -51,42 -52,33 -51,64

M9 -48,77 -81,53 -77,43 -23,86 -52,95

M10 63,00 44,33 48,10 92,36 58,56

M12 -49,86 -49,62 -49,66 -50,23 -49,80

V2 46,02 117,54 80,48 -41,70 56,84

V10 39,85 31,97 33,49 52,37 38,01

V12 37,60 37,12 37,21 38,36 37,48

M2 -56,70 -146,28 -128,54 86,58 -82,93

M8 -51,72 -51,34 -51,40 -52,26 -51,73

M9 -48,90 -81,51 -78,54 -27,82 -48,40

M10 62,87 44,35 47,17 89,12 63,21

M12 -49,85 -49,62 -49,65 -50,19 -49,86

V2 46,50 117,46 86,05 -32,80 35,86

V10 39,80 31,98 33,10 50,98 39,98

V12 37,59 37,12 37,19 38,27 37,60

M2 -59,03 -146,15 -132,91 47,59 -52,84

M8 -51,71 -51,35 -51,38 -52,09 -51,81

M9 -49,55 -81,44 -79,80 -37,78 -44,57

M10 62,22 44,41 46,07 80,93 67,22

M12 -49,85 -49,62 -49,64 -50,08 -49,91

V2 48,89 117,24 94,32 -7,19 17,46

V10 39,52 32,00 32,64 47,48 41,65

V12 37,58 37,12 37,16 38,06 37,70

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=65k)

M2 160,19% 123,54% -283,40% 81,98%

M8 -0,73% -0,59% 1,17% -0,16%

M9 67,17% 58,77% -51,07% 8,58%

M10 -29,63% -23,65% 46,61% -7,06%

M12 -0,48% -0,39% 0,74% -0,12%

V2 155,40% 74,88% -190,60% 23,52%

V10 -19,77% -15,96% 31,42% -4,61%

V12 -1,28% -1,04% 2,01% -0,31%

M2 158,00% 126,71% -252,69% 46,27%

M8 -0,73% -0,62% 1,04% 0,02%

M9 66,68% 60,61% -43,11% -1,03%

M10 -29,46% -24,97% 41,75% 0,54%

M12 -0,46% -0,40% 0,68% 0,02%

V2 152,61% 85,06% -170,53% -22,89%

V10 -19,65% -16,84% 28,09% 0,45%

V12 -1,26% -1,08% 1,81% 0,04%

M2 147,58% 125,16% -180,62% -10,49%

M8 -0,70% -0,65% 0,74% 0,19%

M9 64,36% 61,06% -23,75% -10,04%

M10 -28,63% -25,96% 30,06% 8,03%

M12 -0,46% -0,42% 0,47% 0,12%

V2 139,80% 92,93% -114,70% -64,28%

V10 -19,02% -17,41% 20,13% 5,40%

V12 -1,23% -1,12% 1,27% 0,33%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=20m

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.73. Αποκλίσεις των προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς, όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη του 

πλαισίου Π1, για τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. Περίπτωση Αργίλου µέσης σκληρότητας. 
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Πίνακας 5.18. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου –  

Πλαίσιο Π1. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=75k)

M2 -55,00 -146,28 -117,96 103,94 -105,27

M8 -51,73 -51,34 -51,47 -52,30 -51,62

M9 -48,53 -81,51 -74,05 -25,42 -53,61

M10 63,24 44,35 50,93 91,10 57,89

M12 -49,86 -49,62 -49,70 -50,21 -49,79

V2 45,21 117,46 65,01 -32,91 59,86

V10 40,00 31,98 34,69 51,83 37,73

V12 37,60 37,12 37,28 38,32 37,47

M2 -55,35 -146,22 -122,27 91,59 -86,63

M8 -51,73 -51,35 -51,44 -52,26 -51,72

M9 -48,64 -81,47 -75,82 -27,68 -48,97

M10 63,13 44,38 49,44 89,24 62,62

M12 -49,86 -49,62 -49,68 -50,19 -49,85

V2 45,60 117,36 73,52 -30,14 38,68

V10 39,90 31,99 34,06 51,03 39,73

V12 37,60 37,12 37,24 38,27 37,59

M2 -57,33 -146,02 -128,45 58,57 -53,91

M8 -51,71 -51,35 -51,41 -52,13 -51,82

M9 -49,19 -81,38 -78,06 -35,39 -43,93

M10 62,59 44,45 47,54 82,91 67,84

M12 -49,85 -49,62 -49,66 -50,11 -49,92

V2 47,62 117,04 85,57 -12,75 14,60

V10 39,70 32,02 33,26 48,32 41,92

V12 37,58 37,12 37,20 38,11 37,72

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=75k)

M2 165,97% 114,46% -288,99% 91,41%

M8 -0,74% -0,49% 1,10% -0,21%

M9 67,95% 52,58% -47,62% 10,47%

M10 -29,87% -19,47% 44,05% -8,46%

M12 -0,48% -0,32% 0,71% -0,14%

V2 159,82% 43,79% -172,79% 32,40%

V10 -20,05% -13,28% 29,56% -5,67%

V12 -1,28% -0,85% 1,92% -0,35%

M2 164,17% 120,91% -265,47% 56,50%

M8 -0,74% -0,55% 1,03% -0,02%

M9 67,51% 55,88% -43,09% 0,67%

M10 -29,71% -21,68% 41,36% -0,80%

M12 -0,48% -0,36% 0,66% -0,02%

V2 157,36% 61,22% -166,10% -15,18%

V10 -19,82% -14,64% 27,90% -0,41%

V12 -1,28% -0,95% 1,79% -0,03%

M2 154,71% 124,06% -202,16% -5,96%

M8 -0,70% -0,59% 0,81% 0,22%

M9 65,45% 58,69% -28,06% -10,69%

M10 -28,98% -24,05% 32,46% 8,39%

M12 -0,46% -0,39% 0,52% 0,13%

V2 145,78% 79,69% -126,78% -69,34%

V10 -19,33% -16,22% 21,72% 5,60%

V12 -1,22% -1,02% 1,41% 0,38%

Ηs=40m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=20m

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m
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Σχήµα 5.74. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π1, για τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. Περίπτωση Σκληρής Αργίλου. 
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Πίνακας 5.19. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από τη λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον αφορά 

τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. Περίπτωση Πυκνής Άµµου – Πλαίσιο Π1. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k)

M2 -73,36 -211,10 -133,95 112,04 -137,78

M8 -75,13 -74,55 -74,98 -75,64 -75,04

M9 -68,84 -117,80 -93,02 -53,93 -73,43

M10 93,37 64,73 85,99 118,33 88,45

M12 -72,43 -72,07 -72,34 -72,75 -72,37

V2 58,05 168,63 25,15 13,24 66,25

V10 58,63 46,54 55,43 69,21 56,60

V12 54,61 53,88 54,42 55,25 54,49

M2 -73,89 -210,58 -144,51 99,20 -114,82

M8 -75,13 -74,56 -74,92 -75,63 -75,14

M9 -69,00 -117,55 -96,57 -54,49 -68,69

M10 93,23 64,94 82,98 117,84 93,33

M12 -72,43 -72,08 -72,30 -72,74 -72,43

V2 58,58 167,79 43,82 5,48 43,37

V10 58,57 46,63 54,16 69,01 58,66

V12 54,61 53,88 54,34 55,24 54,61

M2 -76,61 -209,07 -161,71 60,18 -75,82

M8 -75,11 -74,57 -74,82 -75,53 -75,23

M9 -69,73 -116,83 -102,45 -60,47 -64,31

M10 92,49 65,53 77,98 112,87 97,96

M12 -72,42 -72,08 -72,24 -72,68 -72,49

V2 61,30 165,33 75,89 9,09 21,58

V10 58,26 46,88 52,06 66,89 60,58

V12 54,59 53,90 54,21 55,11 54,73

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k)

M2 187,76% 82,59% -252,73% 87,81%

M8 -0,77% -0,20% 0,68% -0,12%

M9 71,12% 35,12% -21,66% 6,67%

M10 -30,67% -7,91% 26,73% -5,27%

M12 -0,49% -0,13% 0,44% -0,08%

V2 190,49% -56,67% -77,20% 14,13%

V10 -20,62% -5,47% 18,05% -3,46%

V12 -1,34% -0,35% 1,18% -0,22%

M2 184,99% 95,58% -234,25% 55,39%

M8 -0,76% -0,28% 0,67% 0,01%

M9 70,36% 39,95% -21,02% -0,45%

M10 -30,35% -11,00% 26,39% 0,11%

M12 -0,49% -0,18% 0,43% 0,01%

V2 186,42% -25,19% -90,64% -25,96%

V10 -20,39% -7,53% 17,82% 0,15%

V12 -1,33% -0,50% 1,16% 0,01%

M2 172,90% 111,08% -178,56% -1,03%

M8 -0,72% -0,39% 0,56% 0,16%

M9 67,55% 46,92% -13,28% -7,78%

M10 -29,15% -15,68% 22,03% 5,92%

M12 -0,47% -0,25% 0,36% 0,10%

V2 169,70% 23,79% -85,17% -64,80%

V10 -19,53% -10,64% 14,82% 3,99%

V12 -1,27% -0,69% 0,96% 0,26%

Ηs=40m

Ηs=40m

Ηs=20m

Ηs=20m

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

Ηs=60m

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

374 

�����
�����
�����

������
������ ������ �����

�����
�����

������������
������
������
������
������
������
������
������

�����
�����

������
������ ������

������
������

�����

-300%

-200%

-100%

0%

100%

200%

M2 M9 M10 V2 V10

Winkler����
���� Pasternak����
���� Vlasov

Kerr (c=60k)

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄
HS=60m

2
10

12
8

9

x(u  )

z(u  )

φ
x

z

 
(α) 

������
������
������

������
������ �����

�����
�����
�����

������������
������
������
������
������
������
������
������

������
������

������ ������
������
������
������

�����

-300%

-200%

-100%

0%

100%

200%

M2 M9 M10 V2 V10

Winkler����
Pasternak����
Vlasov

Kerr (c=60k)

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄
HS=40m

 
(β) 

������
������
������
������
������

������
������
������

������
������ ����� �����������

�����
�����
�����
�����
�����
�����

������ ������
������
������
������

������
������

�����
�����

-200%

-100%

0%

100%

200%

M2 M9 V2 M10 V10

Winkler����
Pasternak����
Vlasov

Kerr (c=60k)

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄
HS=20m

 
(γ) 

Σχήµα 5.75. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π1, για τα εξεταζόµενα βάθη του ελαστικού υποβάθρου. Περίπτωση Πυκνής Άµµου. 
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Πίνακας 5.20. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π1. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=85k)

M2 -56,24 -146,33 -125,72 103,15 -93,51

M8 -51,72 -51,34 -51,42 -52,33 -51,69

M9 -48,77 -81,53 -77,43 -23,86 -50,54

M10 63,00 44,33 48,10 92,36 61,00

M12 -49,86 -49,62 -49,66 -50,23 -49,83

V2 46,02 117,54 80,48 -41,70 46,14

V10 39,85 31,97 33,49 52,37 39,05

V12 37,60 37,12 37,21 38,36 37,55

M2 -55,00 -146,28 -117,96 103,94 -101,53

M8 -51,73 -51,34 -51,47 -52,30 -51,64

M9 -48,53 -81,51 -74,05 -25,42 -52,54

M10 63,24 44,35 50,93 91,10 58,97

M12 -49,86 -49,62 -49,70 -50,21 -49,81

V2 45,21 117,46 65,01 -32,91 55,13

V10 40,00 31,98 34,69 51,83 38,19

V12 37,60 37,12 37,28 38,32 37,49

M2 -73,36 -211,10 -133,95 112,04 -122,66

M8 -75,13 -74,55 -74,98 -75,64 -75,11

M9 -68,84 -117,80 -93,02 -53,93 -69,81

M10 93,37 64,73 85,99 118,33 92,16

M12 -72,43 -72,07 -72,34 -72,75 -72,42

V2 58,05 168,63 25,15 13,24 49,17

V10 58,63 46,54 55,43 69,21 58,17

V12 54,61 53,88 54,42 55,25 54,58

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=85k)

M2 160,19% 123,54% -283,40% 66,26%

M8 -0,73% -0,59% 1,17% -0,07%

M9 67,17% 58,77% -51,07% 3,64%

M10 -29,63% -23,65% 46,61% -3,17%

M12 -0,48% -0,39% 0,74% -0,06%

V2 155,40% 74,88% -190,60% 0,26%

V10 -19,77% -15,96% 31,42% -2,01%

V12 -1,28% -1,04% 2,01% -0,14%

M2 165,97% 114,46% -288,99% 84,59%

M8 -0,74% -0,49% 1,10% -0,17%

M9 67,95% 52,58% -47,62% 8,26%

M10 -29,87% -19,47% 44,05% -6,75%

M12 -0,48% -0,32% 0,71% -0,11%

V2 159,82% 43,79% -172,79% 21,94%

V10 -20,05% -13,28% 29,56% -4,52%

V12 -1,28% -0,85% 1,92% -0,28%

M2 187,76% 82,59% -252,73% 67,20%

M8 -0,77% -0,20% 0,68% -0,02%

M9 71,12% 35,12% -21,66% 1,40%

M10 -30,67% -7,91% 26,73% -1,29%

M12 -0,49% -0,13% 0,44% -0,01%

V2 190,49% -56,67% -77,20% -15,30%

V10 -20,62% -5,47% 18,05% -0,78%

V12 -1,34% -0,35% 1,18% -0,05%

E2

Ε2

Ε4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ε1

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1
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Σχήµα 5.76. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π1, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

377 

Πίνακας 5.21. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π1. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=55k)

M2 -56,70 -146,28 -128,54 86,58 -89,06

M8 -51,72 -51,34 -51,40 -52,26 -51,70

M9 -48,90 -81,51 -78,54 -27,82 -49,86

M10 62,87 44,35 47,17 89,12 61,71

M12 -49,85 -49,62 -49,65 -50,19 -49,84

V2 46,50 117,46 86,05 -32,80 42,48

V10 39,80 31,98 33,10 50,98 39,35

V12 37,59 37,12 37,19 38,27 37,56

M2 -55,35 -146,22 -122,27 91,59 -97,24

M8 -51,73 -51,35 -51,44 -52,26 -51,66

M9 -48,64 -81,47 -75,82 -27,68 -51,67

M10 63,13 44,38 49,44 89,24 59,87

M12 -49,86 -49,62 -49,68 -50,19 -49,82

V2 45,60 117,36 73,52 -30,14 50,86

V10 39,90 31,99 34,06 51,03 38,57

V12 37,60 37,12 37,24 38,27 37,52

M2 -73,89 -210,58 -144,51 99,20 -118,90

M8 -75,13 -74,56 -74,92 -75,63 -75,12

M9 -69,00 -117,55 -96,57 -54,49 -69,54

M10 93,23 64,94 82,98 117,84 92,45

M12 -72,43 -72,08 -72,30 -72,74 -72,42

V2 58,58 167,79 43,82 5,48 47,45

V10 58,57 46,63 54,16 69,01 58,29

V12 54,61 53,88 54,34 55,24 54,59

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=55k)

M2 158,00% 126,71% -252,69% 57,08%

M8 -0,73% -0,62% 1,04% -0,04%

M9 66,68% 60,61% -43,11% 1,97%

M10 -29,46% -24,97% 41,75% -1,84%

M12 -0,46% -0,40% 0,68% -0,02%

V2 152,61% 85,06% -170,53% -8,64%

V10 -19,65% -16,84% 28,09% -1,13%

V12 -1,26% -1,08% 1,81% -0,07%

M2 164,17% 120,91% -265,47% 75,69%

M8 -0,74% -0,55% 1,03% -0,13%

M9 67,51% 55,88% -43,09% 6,23%

M10 -29,71% -21,68% 41,36% -5,16%

M12 -0,48% -0,36% 0,66% -0,09%

V2 157,36% 61,22% -166,10% 11,53%

V10 -19,82% -14,64% 27,90% -3,34%

V12 -1,28% -0,95% 1,79% -0,22%

M2 184,99% 95,58% -234,25% 60,92%

M8 -0,76% -0,28% 0,67% -0,02%

M9 70,36% 39,95% -21,02% 0,78%

M10 -30,35% -11,00% 26,39% -0,83%

M12 -0,49% -0,18% 0,43% -0,01%

V2 186,42% -25,19% -90,64% -19,00%

V10 -20,39% -7,53% 17,82% -0,48%

V12 -1,33% -0,50% 1,16% -0,04%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

378 

�����
�����
�����
�����

������
������
������ �����

�����

������
������
������ �����

�����
������
������
������
������
������
������
������
������

�����
�����

������
������ ������

������
������
������
������
������

������
������

-300%

-250%

-200%

-150%

-100%

-50%

0%

50%

100%

150%

200%

M2 M9 M10 V2 V10

Winkler
���

Pasternak
���

Vlasov

Kerr (c=55k)

Ά’ …Ãœ“ ⁄  † Ω÷À⁄  
í ŒœÀ’ ¿◊À◊√ ⁄

HS=40m

2
10

12
8

9

x(u  )

z(u  )

φ
x

z

 
(α) 

������
������
������
������

������
������ ������

������

������
������ �����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����

������
������ ������

������
������
������
������
������

������

-300%

-250%

-200%

-150%

-100%

-50%

0%

50%

100%

150%

200%

M2 M9 M10 V2 V10

Winkler���
Pasternak���
Vlasov

Kerr (c=55k)

í ŒœÀ’ æ Ά’ …Ãœ“ ⁄
HS=40m

 
(β) 

������
������
������
������

������
������ ������

������
������ ����������

�����
�����
�����
�����
�����
�����

����� ������
������
������

������
������

������
������

-250%

-200%

-150%

-100%

-50%

0%

50%

100%

150%

200%

250%

M2 M9 V2 M10 V10

Winkler���
Pasternak���
Vlasov

Kerr (c=55k)

è ‹ Œ—æ Ά––“ ⁄
HS=40m

 
(γ) 

Σχήµα 5.77. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π1, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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Πίνακας 5.22. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π1. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M2 -59,03 -146,15 -132,91 47,59 -88,96

M8 -51,71 -51,35 -51,38 -52,09 -51,67

M9 -49,55 -81,44 -79,80 -37,78 -51,18

M10 62,22 44,41 46,07 80,93 60,44

M12 -49,85 -49,62 -49,64 -50,08 -49,82

V2 48,89 117,24 94,32 -7,19 46,79

V10 39,52 32,00 32,64 47,48 38,80

V12 37,58 37,12 37,16 38,06 37,53

M2 -57,33 -146,02 -128,45 58,57 -95,28

M8 -51,71 -51,35 -51,41 -52,13 -51,65

M9 -49,19 -81,38 -78,06 -35,39 -52,10

M10 62,59 44,45 47,54 82,91 59,48

M12 -49,85 -49,62 -49,66 -50,11 -49,81

V2 47,62 117,04 85,57 -12,75 51,54

V10 39,70 32,02 33,26 48,32 38,40

V12 37,58 37,12 37,20 38,11 37,51

M2 -76,61 -209,07 -161,71 60,18 -119,86

M8 -75,11 -74,57 -74,82 -75,53 -75,08

M9 -69,73 -116,83 -102,45 -60,47 -71,44

M10 92,49 65,53 77,98 112,87 90,57

M12 -72,42 -72,08 -72,24 -72,68 -72,40

V2 61,30 165,33 75,89 9,09 54,65

V10 58,26 46,88 52,06 66,89 57,48

V12 54,59 53,90 54,21 55,11 54,54

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M2 147,58% 125,16% -180,62% 50,71%

M8 -0,70% -0,65% 0,74% -0,07%

M9 64,36% 61,06% -23,75% 3,28%

M10 -28,63% -25,96% 30,06% -2,86%

M12 -0,46% -0,42% 0,47% -0,05%

V2 139,80% 92,93% -114,70% -4,30%

V10 -19,02% -17,41% 20,13% -1,83%

V12 -1,23% -1,12% 1,27% -0,13%

M2 154,71% 124,06% -202,16% 66,19%

M8 -0,70% -0,59% 0,81% -0,11%

M9 65,45% 58,69% -28,06% 5,91%

M10 -28,98% -24,05% 32,46% -4,97%

M12 -0,46% -0,39% 0,52% -0,08%

V2 145,78% 79,69% -126,78% 8,23%

V10 -19,33% -16,22% 21,72% -3,29%

V12 -1,22% -1,02% 1,41% -0,19%

M2 172,90% 111,08% -178,56% 56,46%

M8 -0,72% -0,39% 0,56% -0,04%

M9 67,55% 46,92% -13,28% 2,45%

M10 -29,15% -15,68% 22,03% -2,07%

M12 -0,47% -0,25% 0,36% -0,03%

V2 169,70% 23,79% -85,17% -10,85%

V10 -19,53% -10,64% 14,82% -1,34%

V12 -1,27% -0,69% 0,96% -0,09%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1
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Σχήµα 5.78. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π1, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 
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Από τον Πίνακα 5.17 και το Σχήµα 5.73, προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα για την περίπτωση 

που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα Αργίλου µέσης σκληρότητας: 

– Όταν το βάθος του υποστρώµατος είναι ίσο µε 60 µέτρα, η υπεροχή του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων µε χρήση της τιµής nck=65 έναντι όλων των υπολοίπων είναι σαφής όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη στην περιοχή της θεµελίωσης. Οι αποκλίσεις που αποδίδει το εν λόγω προσοµοίωµα είναι πολύ 

ικανοποιητικές, µε εξαίρεση την απόκλιση της ροπής Μ2 που είναι της τάξης του 80%. Ωστόσο, και στην 

περίπτωση αυτή εµφανίζεται αποδοτικότερο των υπολοίπων, καθώς η αµέσως µικρότερη απόκλιση για το 

εν λόγω εντατικό µέγεθος είναι της τάξης του 123%. Χαρακτηριστικό είναι µάλιστα το γεγονός, ότι οι 

τιµές που αποδίδει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων όσον αφορά τις καµπτικές ροπές στους πόδες 

των υποστυλωµάτων Μ9 και Μ10, δεν υπερβαίνουν το 8%. Αναφορικά µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, 

αποδοτικότερο εµφανίζεται το προσοµοίωµα του Pasternak, ενώ υποδεέστερα και σχεδόν ισοδύναµα 

εµφανίζονται τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler. Τέλος, για τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη 

στην κορυφή του πλαισίου προκύπτει το συµπέρασµα ότι η απόδοση όλων των προσοµοιωµάτων είναι 

κάτι παραπάνω από ικανοποιητική, καθώς κανένα από αυτά δεν αποδίδει αποκλίσεις άνω του 2%. 

– Όταν το βάθος του υποστρώµατος είναι ίσο µε 40 µέτρα, διατηρείται η ίδια εικόνα που περιγράφηκε και 

προηγουµένως µε µόνες διαφορές, αφενός τις ακόµη µικρότερες αποκλίσεις που αποδίδει το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων (π.χ. οι αποκλίσεις των Μ9, Μ10, δεν υπερβαίνουν το 1%, και της 

Μ2 το 47%), και αφετέρου το γεγονός ότι το προσοµοίωµα του Vlasov εµφανίζεται λιγότερο αποδοτικό 

έναντι όλων των υπολοίπων. 

– Και στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 20 µέτρα, δεν παρατηρείται καµία 

ουσιαστική διαφοροποίηση µε τις προηγούµενες περιπτώσεις κυρίως όσον αφορά την κατάταξη των 

προσοµοιωµάτων µε βάση την αποδοτικότητα τους. Εκείνο που ίσως θα άξιζε να σηµειωθεί, είναι ότι η 

εικόνα που εµφανίζει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων στην παρούσα περίπτωση είναι πιο κοντά 

στην αντίστοιχη εικόνα που παρουσιάζει στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 60 

µέτρα. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα σκληρής Αργίλου (Πίνακας 5.18 και 

Σχήµα 5.74), έγινε χρήση της τιµής nck=75 για το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων. Τα συµπεράσµατα 

που προκύπτουν από τις συγκρίσεις των αποτελεσµάτων, είναι σχεδόν ίδια µε αυτά που προέκυψαν και κατά 

τη µελέτη της Αργίλου µέσης σκληρότητας. Έτσι, η σαφής υπεροχή του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων έναντι όλων των υπολοίπων διατηρείται και στην παρούσα περίπτωση, ενώ η ιεράρχηση των 

υπολοίπων προσοµοιωµάτων µε βάση την αποδοτικότητα τους δεν µεταβάλλεται ουσιαστικά. Πέραν τούτου, 

και οι τιµές των αποκλίσεων όλων των εντατικών µεγεθών δεν µεταβάλλονται σηµαντικά για κανένα από τα 

εξεταζόµενα προσοµοιώµατα. Έτσι, για την περίπτωση της µελέτης της σκληρής Αργίλου δεν κρίνεται 

απαραίτητη καµία επιπλέον αναφορά πέραν των όσων αναφέρθηκαν προηγουµένως. 

Για την περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής Άµµου, έγινε χρήση της 

τιµής nck=60 για το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων (Πίνακας 5.19 και Σχήµα 5.75).  
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Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από τις συγκρίσεις των αποτελεσµάτων, είναι τα εξής: 

– Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

εµφανίζεται και πάλι αποδοτικότερο στην προσέγγιση των εντατικών µεγεθών στην περιοχή της 

θεµελίωσης, µε εξαίρεση την καµπτική ροπή Μ2 για την οποία το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει 

ελαφρώς µικρότερη απόκλιση (83% έναντι 88%). Κατά τα λοιπά όµως, καµία από τις αποδιδόµενες από 

το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποκλίσεις δεν υπερβαίνει το 15%, ενώ ειδικότερα οι 

αποκλίσεις των µεγεθών Μ9, Μ10 κυµαίνονται σε επίπεδα κάτω του 7%. Όσον αφορά την αξιολόγηση 

των υπολοίπων προσοµοιωµάτων, σηµαντικά βελτιωµένο σε σχέση µε τις περιπτώσεις µελέτης 

υποστρωµάτων αργίλου εµφανίζεται το προσοµοίωµα του Pasternak, το οποίο για ορισµένα από τα 

εντατικά µεγέθη αποδίδει αποκλίσεις άµεσα συγκρίσιµες µε τις αποκλίσεις που αποδίδει το προσοµοίωµα 

των τριών παραµέτρων (π.χ. αποκλίσεις µεγεθών Μ10, V10). Το προσοµοίωµα του Vlasov υπολείπεται σε 

αποδοτικότητα των δυο προηγουµένων, αλλά µε σαφώς µικρότερες αποκλίσεις από την περίπτωση της 

µελέτης των στρωµάτων αργίλου. Παρόµοια συµπεράσµατα εξάγονται και για το προσοµοίωµα του 

Winkler. Τέλος, όσον αφορά τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη στην κορυφή του πλαισίου θα πρέπει να 

τονιστεί ότι και στην παρούσα περίπτωση, οι αποκλίσεις που αποδίδουν όλα τα προσοµοιώµατα είναι 

πολύ µικρές και πιο συγκεκριµένα µικρότερες σε κάθε περίπτωση του 2%. 

– Στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος ίσο µε 40 µέτρα, ισχύουν εν πολλοίς τα 

συµπεράσµατα που καταγράφηκαν προηγουµένως. Η µόνη διαφορά που αξίζει να σηµειωθεί, είναι η 

σηµαντική αύξηση της αποδοτικότητας του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, που υπερτερεί 

σηµαντικά των υπολοίπων για όλα τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της θεµελίωσης. 

– Ούτε και στην περίπτωση κατά την οποία το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 20 µέτρα µεταβάλλονται 

σηµαντικά τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων, από αυτά που καταγράφηκαν για τις δυο προηγούµενες 

περιπτώσεις. Εξαίρεση αποτελεί η υστέρηση που εµφανίζει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων 

έναντι του προσοµοιώµατος του Pasternak όσον αφορά την προσέγγιση της τιµής της τέµνουσας V2 (65% 

έναντι 24%), ενώ κατά τα άλλα διατηρείται η σαφής υπεροχή του έναντι των υπολοίπων. 

Από τους Πίνακες 5.20 – 5.22 και τα Σχήµατα 5.76 – 5.78, προκύπτει το συµπέρασµα ότι οι συντελεστές 

συσχέτισης nck=85 για την περίπτωση που HS=60m, nck=55 για την περίπτωση που HS=40m, και nck=24 για 

την περίπτωση που HS=20m, προσδίδουν στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων την απόλυτη υπεροχή 

έναντι όλων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων ανεξαρτήτως της κατηγορίας εδάφους. Αυτό σηµαίνει ότι η 

κατηγοριοποίηση των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης, είναι πιο συγκεκριµένη και αποτελεσµατική όταν 

γίνεται µε βάση το βάθος του ελαστικού υποβάθρου και όχι µε βάση τον τύπο του εδάφους θεµελίωσης. 

Κλείνοντας την αναφορά στα συµπεράσµατα των επιλύσεων του πλαισίου Π1, θα πρέπει να γίνει µια 

συνοπτική καταγραφή των βασικότερων από αυτά: 

Συγκρίσεις των µεγεθών µετακίνησης 

Όσον αφορά την σύγκριση των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης του πλαισίου Π1, αποδείχθηκε ότι η 

τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=17 καθιστά το προσοµοίωµα τριών παραµέτρων αποδοτικότερο όλων 

των υπολοίπων. Η τιµή αυτή αποδίδει στο εν λόγω προσοµοίωµα την κατά µέσον όρο καλύτερη απόδοση 
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ανεξαρτήτως τύπου εδάφους, και βάθους υποβάθρου. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση Ε4 / ΗS=20m. Για την 

συγκεκριµένη περίπτωση, αποδοτικότερο αποδεικνύεται το προσοµοίωµα του Pasternak. Γενικότερα το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται να δίνει καλύτερα αποτελέσµατα, και µε µεγαλύτερη 

σταθερότητα στην περίπτωση µελέτης των αργιλικών εδαφών Ε1 και Ε2, που έχουν σχετικά µικρό µέτρο 

ελαστικότητας. Αντίθετα, στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής 

άµµου η οποία έχει σχετικά µεγάλο µέτρο ελαστικότητας, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει 

µεν πολύ καλά αποτελέσµατα, ωστόσο όµως εµφανίζει µια διασπορά όσον αφορά τις περιοχές των τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των διαφόρων µεγεθών 

µετακίνησης (Βλέπε Πίνακα 5.15). Αναφορικά µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, το προσοµοίωµα του 

Pasternak εµφανίζεται το αµέσως αποδοτικότερο κυρίως στην σύγκλιση των στροφικών µεγεθών 

µετακίνησης που ελέχθησαν, ενώ η γενικά η αποδοτικότητα του αυξάνεται για µικρά βάθη υποβάθρου. Το 

προσοµοίωµα του Vlasov, εµφανίζεται να είναι µετά το προσοµοίωµα τριών παραµέτρων το αµέσως 

αποδοτικότερο σχετικά µε την σύγκλιση των κατακορύφων µετακινήσεων, αν εξαιρεθεί η περίπτωση Ε4 / 

HS=20m. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler είναι µε µεγάλη διαφορά το λιγότερο αποδοτικό από όλα τα 

υπόλοιπα σε κάθε µια από τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν και για όλα τα µεγέθη µετακίνησης. 

Συγκρίσεις των µεγεθών έντασης 

Τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη, θα πρέπει να διακριθούν στα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της 

θεµελίωσης, και στα εντατικά µεγέθη στην κορυφή του πλαισίου. 

Ξεκινώντας την καταγραφή των συµπερασµάτων από τα εντατικά µεγέθη στην κορυφή του πλαισίου, θα 

πρέπει να υπογραµµιστεί το γενικό συµπέρασµα ότι όλα τα προσοµοιώµατα αποδίδουν πολύ ικανοποιητικές 

τιµές οι οποίες δεν αποκλίνουν περισσότερο από 2% από τη λύση αναφοράς. Αυτό σηµαίνει ότι ο τύπος του 

εδαφικού προσοµοιώµατος που χρησιµοποιείται, έχει µηδαµινή επιρροή στα εντατικά µεγέθη που 

αναπτύσσονται σε περιοχές του πλαισίου οι οποίες βρίσκονται τοπολογικά σε µεγάλη απόσταση από την 

περιοχή θεµελίωσης.  

Όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της θεµελίωσης, το βασικότερο συµπέρασµα είναι ότι 

ορίζονται συγκεκριµένοι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης µε βάση το βάθος του ελαστικού υποβάθρου και 

όχι µε βάση τον τύπο του εδάφους. Οι συντελεστές αυτοί οι οποίοι είναι: 

nck=85 για την περίπτωση που HS=60m,  

nck=55 για την περίπτωση που HS=40m και,  

nck=24 για την περίπτωση που HS=20m, 

δίνουν στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, την ικανότητα υπολογισµού εντατικών µεγεθών στην 

περιοχή θεµελίωσης µε αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν το ±20%, µε εξαίρεση την τιµή της ροπής Μ2 η 

οποία όµως σε κάθε περίπτωση είναι πιο κοντά στη λύση αναφοράς από τις αντίστοιχες τιµές των υπολοίπων 

εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων. Από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, το προσοµοίωµα του Pasternak 

εµφανίζεται ως το αµέσως µετά το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδοτικότερο προσοµοίωµα, στην 

πλειονότητα των εξεταζόµενων περιπτώσεων. Τέλος, τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler είναι τα 

λιγότερο αποδοτικά, χωρίς να παρατηρείται συστηµατικά υπεροχή του ενός έναντι του άλλου. 
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Επίλυση πλαισίου Π2 

Τα γεωµετρικά δεδοµένα, και τα δεδοµένα φόρτισης του πλαισίου Π2 δίνονται αναλυτικά στο σχήµα 

5.63β. Το πλαίσιο αυτό αποτελεί τµήµα ενός συµµετρικού χωρικού φορέα, η θεµελίωση του οποίου 

αποτελείται από πέδιλα και συνδετήριες δοκούς. Η επιλογή µικρότερου ανοίγµατος ζυγώµατος, έγινε 

προκειµένου να επιτευχθούν ακόµα χαµηλότερες τιµές για το συντελεστή σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / 

δοκού λ (Σχέση 2.134), απ’ ότι στην περίπτωση του πλαισίου Π1. Έτσι, µε βάση τα γεωµετρικά και 

ελαστικά χαρακτηριστικά της θεµελιοδοκού και των τύπων εδαφών που εξετάστηκαν, προκύπτουν οι 

παρακάτω τιµές: 

– Έδαφος Ε1: λ=0,35. 

– Έδαφος Ε2: λ=0,40. 

– Έδαφος Ε4: λ=0,70. 

Οι δύο πρώτες αντιστοιχούν – µε βάση τα κριτήρια των Vlasov και Leont’ev (1960) – σε πρακτικώς 

άκαµπτες δοκούς, ενώ η τρίτη σε δοκό πεπερασµένου µήκους. Επιπλέον, η τιµή λ=0,70 «γεφυρώνει» το 

χάσµα µεταξύ των τιµών λ=0,52 και λ=0,93 που εξετάστηκαν κατά την επίλυση του πλαισίου Π1.  

Όπως τονίστηκε και στην γενική εκφώνηση του παραδείγµατος, η παρουσίαση των αποτελεσµάτων των 

αναλύσεων του πλαισίου Π2 θα είναι πιο συνοπτική, και προσανατολισµένη προς την εκτίµηση των 

εξαγοµένων σε συνδυασµό µε τα εξαγόµενα από την ανάλυση του πλαισίου Π1. Για το λόγο αυτό, θα 

παρουσιαστούν µόνον οι πίνακες και τα σχήµατα που αφορούν τις συγκρίσεις των µεγεθών µετακίνησης και 

έντασης των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων. Όσον αφορά τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την 

παραµετρική διερεύνηση των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης, θα παρουσιαστούν συνοπτικά τα 

αποτελέσµατα χωρίς την αναλυτική παράθεση των σχετικών διαγραµµάτων. 

Στους πίνακες 5.23 – 5.25 και στα σχήµατα 5.79 – 5.81, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των 

συγκρίσεων των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων, µε τα αποτελέσµατα του προσοµοιώµατος αναφοράς, 

όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Για το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων έγινε χρήση της τιµής 

nck=17 για τον συντελεστή συσχέτισης. Η τιµή αυτή χρησιµοποιήθηκε, διότι όπως αποδείχθηκε κατά την 

ανάλυση του πλαισίου Π1 που προηγήθηκε, απέδωσε τα κατά µέσον όρο καλύτερα αποτελέσµατα για τα 

ελεγχόµενα µεγέθη µετακίνησης ανεξαρτήτως του τύπου του εδάφους και του βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου. Υπενθυµίζεται ότι η τιµή αυτή είχε αποδώσει στην περίπτωση της ανάλυσης του πλαισίου Π1, 

αποτελέσµατα που δεν αποκλίνουν περισσότερο από ±20% από τη λύση αναφοράς, µε εξαίρεση την 

περίπτωση µελέτης υποστρώµατος που συνίσταται από πυκνή Άµµο (Πίνακας 5.14), κατά την οποία οι 

αποκλίσεις των στροφών φ2, φ8 είναι σηµαντικά µεγαλύτερες. Και στην παρούσα περίπτωση, όπως θα 

αποδειχθεί παρακάτω, η τιµή nck=17 εξακολουθεί να αποδίδει αποτελέσµατα που στην πλειονότητα των 

περιπτώσεων δεν αποκλίνουν περισσότερο από ±20% από την λύση αναφοράς. Εξαίρεση αποτελούν, οι 

αποδιδόµενες αποκλίσεις για τις στροφές φ2, φ8 οι οποίες σε µεµονωµένες περιπτώσεις, που αντιστοιχούν 

στις περιπτώσεις σκληρής Αργίλου και πυκνής Άµµου, πλησιάζουν το 30% (βλέπε Πίνακες 5.24 και 5.25). 

Ωστόσο, οι συγκεκριµένες αποκλίσεις είναι κατά πολύ µικρότερες από τις αντίστοιχες που προέκυψαν κατά 

την επίλυση του πλαισίου Π1 (Βλέπε Πίνακες 5.14 και 5.25). 
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Πίνακας 5.23. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π2. Περίπτωση Αργίλου 

µέσης σκληρότητας. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,141 0,191 0,519 0,096 0,113

uz10 0,186 0,863 0,535 0,108 0,165

ux8 0,085 1,226 0,032 0,026 0,098

φ2 0,0083 0,123 0,003 0,002 0,010

φ8 0,0081 0,1222 0,0028 0,0022 0,0094

uz9 0,1189 0,1324 0,3546 0,0856 0,0998

uz10 0,1637 0,5990 0,3768 0,1012 0,1437

ux8 0,0846 0,8514 0,0434 0,0315 0,0830

φ2 0,0082 0,0852 0,0043 0,0026 0,0082

φ8 0,0081 0,0847 0,0039 0,0028 0,0079

uz9 0,083 0,070 0,175 0,064 0,074

uz10 0,127 0,316 0,211 0,086 0,112

ux8 0,083 0,450 0,069 0,042 0,072

φ2 0,0081 0,045 0,007 0,004 0,007

φ8 0,0079 0,0446 0,0065 0,0038 0,0068

uz9 35,61% 268,88% -31,79% -19,61%

uz10 365,00% 188,20% -41,66% -10,92%

ux8 1344,46% -61,93% -69,86% 15,70%

φ2 1382,56% -61,14% -76,49% 18,37%

φ8 1412,06% -65,12% -73,29% 16,38%

uz9 11,38% 198,25% -28,03% -16,07%

uz10 265,86% 130,13% -38,19% -12,22%

ux8 906,18% -48,72% -62,74% -1,91%

φ2 933,48% -47,47% -68,72% -0,01%

φ8 952,50% -51,23% -65,79% -2,04%

uz9 -15,47% 111,33% -22,18% -10,57%

uz10 148,99% 66,31% -32,42% -11,77%

ux8 439,98% -17,33% -49,68% -13,46%

φ2 454,27% -15,21% -54,29% -12,85%

φ8 462,81% -18,26% -52,13% -14,16%

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.79. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Άργιλος µέσης σκληρότητας – Πλαίσιο Π2. 
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Πίνακας 5.24. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π2. Περίπτωση Σκληρής 

Αργίλου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,088 0,132 0,361 0,058 0,069

uz10 0,115 0,597 0,369 0,064 0,103

ux8 0,052 0,849 0,017 0,015 0,065

φ2 0,0050 0,085 0,002 0,001 0,006

φ8 0,0048 0,0845 0,0013 0,0011 0,0060

uz9 0,0752 0,0920 0,2484 0,0526 0,0616

uz10 0,1021 0,4158 0,2593 0,0606 0,0891

ux8 0,0520 0,5919 0,0229 0,0177 0,0530

φ2 0,0050 0,0592 0,0023 0,0012 0,0053

φ8 0,0048 0,0588 0,0019 0,0014 0,0049

uz9 0,053 0,049 0,125 0,041 0,047

uz10 0,080 0,220 0,144 0,052 0,070

ux8 0,051 0,315 0,036 0,024 0,044

φ2 0,0049 0,032 0,004 0,002 0,004

φ8 0,0047 0,0311 0,0032 0,0020 0,0040

uz9 49,53% 308,42% -34,24% -21,85%

uz10 418,17% 219,74% -44,18% -10,83%

ux8 1529,18% -66,59% -72,16% 23,85%

φ2 1601,65% -65,89% -83,06% 28,93%

φ8 1659,99% -72,32% -78,09% 25,79%

uz9 22,33% 230,38% -30,06% -18,05%

uz10 307,41% 154,08% -40,58% -12,74%

ux8 1038,73% -55,86% -65,86% 2,04%

φ2 1088,89% -54,48% -76,04% 5,59%

φ8 1127,02% -60,72% -71,30% 2,07%

uz9 -8,41% 135,26% -23,25% -11,31%

uz10 176,08% 80,07% -34,45% -12,58%

ux8 514,16% -29,03% -53,54% -14,15%

φ2 540,81% -26,25% -61,83% -12,78%

φ8 558,81% -31,62% -57,98% -15,42%

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.80. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Σκληρή Άργιλος – Πλαίσιο Π2. 
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Πίνακας 5.25. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π2. Περίπτωση πυκνής 

Άµµου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,038 0,051 0,144 0,026 0,031

uz10 0,050 0,242 0,148 0,029 0,045

ux8 0,030 0,355 0,015 0,013 0,034

φ2 2,380E-03 0,035 0,001 0,000 0,003

φ8 2,08E-03 0,0346 0,0006 0,0005 0,0025

uz9 0,03197 0,0354 0,0989 0,0233 0,0271

uz10 0,04425 0,1686 0,1048 0,0275 0,0394

ux8 0,02944 0,2494 0,0179 0,0147 0,0296

φ2 2,38E-03 0,0249 0,0015 0,0003 0,0027

φ8 2,07E-03 0,0240 0,0009 0,0006 0,0021

uz9 0,022 0,019 0,049 0,018 0,020

uz10 0,034 0,089 0,059 0,023 0,031

ux8 0,029 0,135 0,025 0,018 0,026

φ2 2,350E-03 0,013 0,002 0,001 0,002

φ8 2,04E-03 0,0126 0,0016 0,0009 0,0017

uz9 33,89% 280,72% -30,91% -18,77%

uz10 382,67% 195,69% -41,27% -9,36%

ux8 1102,68% -49,42% -55,58% 15,10%

φ2 1389,56% -50,54% -93,36% 35,76%

φ8 1563,29% -70,48% -78,24% 20,46%

uz9 10,64% 209,20% -27,03% -15,11%

uz10 281,00% 136,76% -37,80% -10,85%

ux8 747,27% -39,29% -50,05% 0,45%

φ2 946,34% -36,14% -86,41% 14,36%

φ8 1061,79% -56,20% -70,43% -0,07%

uz9 -15,23% 120,46% -21,15% -9,44%

uz10 159,76% 71,14% -32,12% -10,72%

ux8 364,88% -14,87% -39,67% -9,68%

φ2 473,56% -2,98% -70,02% -4,75%

φ8 519,06% -21,93% -56,13% -14,49%

Ηs=20m

Ηs=60m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=40m
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Σχήµα 5.81. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Πυκνή Άµµος – Πλαίσιο Π2. 
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Όσον αφορά την απόδοση των υπολοίπων προσοµοιωµάτων, µπορούν να τονιστούν τα ακόλουθα. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας 

– Στην περίπτωση που το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 60 µέτρα (Πίνακας 5.23), το 

προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει µαζί µε το προσοµοίωµα του Pasternak τις καλύτερες τιµές, αν 

εξαιρεθεί το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων. Πιο συγκεκριµένα, το προσοµοίωµα του Vlasov 

αποδίδει πολύ καλύτερα τις κατακόρυφες µετακινήσεις uz9, uz10 (αποκλίσεις της τάξης του –35%), καθώς 

για τα µεγέθη αυτά το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει αποκλίσεις που υπερβαίνουν το 180%. Η 

εικόνα αλλάζει για τα υπόλοιπα µεγέθη που ελέχθησαν καθώς υπερτερεί, ελαφρά όµως, το προσοµοίωµα 

του Pasternak. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler αστοχεί τελείως στην προσέγγιση των ελεγχόµενων 

µεγεθών µετακίνησης, και µάλιστα οι αποκλίσεις που αποδίδει ξεπερνούν το 1300%. Σε γενικές γραµµές 

η εικόνα που παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα όλων των προσοµοιωµάτων δεν διαφέρουν ουσιαστικά από 

τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του πλαισίου Π1. 

– Για την περίπτωση που το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 40 µέτρα, η γενική εικόνα των 

αποτελεσµάτων δεν διαφέρει ουσιαστικά ούτε από την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 

60 µέτρα, ούτε και από την αντίστοιχη επίλυση του πλαισίου Π1. 

– Τέλος όταν το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 20 µέτρα, το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται 

ελαφρά κατώτερο από το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων όσον αφορά τα µεγέθη ux8, φ2 και φ8, 

αλλά υστερεί σηµαντικά στα υπόλοιπα. Το προσοµοίωµα του Vlasov παρουσιάζει µια σταθερή εικόνα 

που είναι ανάλογη των δυο προηγουµένων περιπτώσεων, ενώ το προσοµοίωµα του Winkler εξακολουθεί 

να αποδίδει µε µεγάλη διαφορά τα χειρότερα αποτελέσµατα.  

Σκληρή Άργιλος 

Στην περίπτωση αυτή, τα αποτελέσµατα δεν διαφέρουν ουσιαστικά από τα αντίστοιχα αποτελέσµατα της 

επίλυσης του πλαισίου Π1, ούτε όσον αφορά την ιεράρχηση των προσοµοιωµάτων µε βάση τις επιδόσεις 

τους, ούτε όσον αφορά το εύρος των αποκλίσεων (Βλέπε Πίνακες 5.13 και 5.24). Το µόνο ίσως που θα άξιζε 

να αναφερθεί, είναι η µικρή αύξηση των αποκλίσεων αυτών γενικά για όλα τα προσοµοιώµατα. 

Πυκνή Άµµος 

Η µόνη ουσιαστική διαφορά από τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του πλαισίου Π1, είναι ότι στην παρούσα 

περίπτωση όλα τα προσοµοιώµατα επιτυγχάνουν πολύ καλύτερη σύγκλιση όσον αφορά την τιµή της 

στροφής φ8 (Βλέπε Πίνακες 5.14 και 5.25). Ενδεικτικά αναφέρεται, ότι η απόκλιση που αποδίδει το 

προσοµοίωµα του Vlasov όταν το ελαστικό υπόβαθρο έχει βάθος 60 µέτρα, είναι στην παρούσα περίπτωση 

ίση µε –78% ενώ στην περίπτωση του πλαισίου Π1 είναι –1200%. Πρόκειται βέβαια για µια επίσης 

σηµαντική απόκλιση, αλλά αξίζει να καταγραφεί η διαφοροποίηση µεταξύ των επιλύσεων των πλαισίων Π1 

και Π2. Τέλος θα πρέπει να τονιστεί, ότι και στην παρούσα περίπτωση παρατηρείται µια ελαφρά αύξηση 

των αποκλίσεων όλων των προσοµοιωµάτων για τα υπόλοιπα µεγέθη µετακίνησης, έναντι των αποκλίσεων 

που προκύπτουν από την επίλυση του πλαισίου Π1, µε ορισµένες βέβαια εξαιρέσεις. Οι εξαιρέσεις αυτές, 

αφορούν την περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει πάχος 20 µέτρα. 
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Κλείνοντας την αναφορά στα αποτελέσµατα που αφορούν τα µεγέθη µετακίνησης, θα γίνει µια σύνοψη 

των αποτελεσµάτων της διερεύνησης των συντελεστών συσχέτισης µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η 

βέλτιστη σύγκλιση των µεγεθών που ελέχθησαν κατά την επίλυση του πλαισίου Π2. Τα αποτελέσµατα της 

διερεύνησης αυτής, είναι συγκεντρωµένα στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 5.26. Τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των 

τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης προς την λύση αναφοράς, κατά περίπτωση κατηγορίας 

εδάφους και βάθους του υποβάθρου θεµελίωσης του πλαισίου Π2. 

 Άργιλος µέσης 

σκληρότητας (Ε1) 
Σκληρή Άργιλος (Ε2) Πυκνή Άµµος (Ε4) 

 ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m 

uz9 5 5 6 5 5 6 5 5 7 

uz10 12 11 12 12 11 10 13 12 10 

ux8 21 16 10 23 18 12 22 17 12 

φ2 22 17 12 24 18 13 28 22 15 

φ8 21 16 12 23 18 12 22 17 12 

Από την παράλληλη µελέτη των Πινάκων 5.15 και 5.26, προκύπτει ότι σε γενικές γραµµές τα 

συµπεράσµατα είναι ίδια µε αυτά που καταγράφηκαν και κατά την αντίστοιχη διερεύνηση που 

πραγµατοποιήθηκε για το πλαίσιο Π1. Οι µόνες διαφορές που θα µπορούσαν ενδεχοµένως να αναφερθούν, 

είναι αφενός η µείωση των τιµών του συντελεστή nck για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση της 

κατακόρυφης µετακίνησης uz9, και αφετέρου το γεγονός ότι η περίπτωση της πυκνής Άµµου δεν διαφέρει 

σηµαντικά από τις περιπτώσεις των αργιλικών εδαφών όπως παρατηρήθηκε κατά την αξιολόγηση των 

αποτελεσµάτων του πλαισίου Π1. 

Τα συµπεράσµατα που καταγράφηκαν παραπάνω, µπορούν να συνοψιστούν στα εξής σηµεία: 

– Η τιµή nck=17 εξακολουθεί να προσδίδει στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων σαφή υπεροχή 

έναντι όλων των υπολοίπων, και κατά την επίλυση του πλαισίου Π2, 

– ∆εν εµφανίζεται ουσιαστική διαφοροποίηση από την επίλυση του πλαισίου Π1 όσον αφορά την 

ιεράρχηση των προσοµοιωµάτων µε βάση της αποδοτικότητα τους, 

– Παρατηρείται σε γενικές γραµµές, µια µικρή αύξηση των αποκλίσεων των προσοµοιωµάτων µε 

εξαίρεση τις αποκλίσεις που αποδίδει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, 

– ∆εν παρατηρούνται οι υπερβολικά µεγάλες αποκλίσεις που παρατηρήθηκαν κατά την επίλυση του 

πλαισίου Π1 όσον αφορά την τιµή της στροφής του δεξιού κόµβου του ζυγώµατος του τελευταίου 

ορόφου του πλαισίου (στροφή φ8) όταν το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής 

Άµµου. 

– Λαµβάνοντας για τον συντελεστή συσχέτισης nck τιµές από το διάστηµα 16 – 22, επιτυγχάνονται 

αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν το ±22% για κανένα από τα ελεγχόµενα µεγέθη µετακίνησης για τα 

αργιλικά εδάφη Ε1 και Ε2. Για το αµµώδες έδαφος Ε4, το αντίστοιχο διάστηµα είναι 20 – 25.  
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Η αξιολόγηση των αποτελεσµάτων που αφορούν τα εντατικά µεγέθη ξεκινά, όπως και στην περίπτωση 

της επίλυσης του πλαισίου Π1, µε τα αποτελέσµατα της διαδικασίας εξεύρεσης των βέλτιστων πεδίων τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης για τα εντατικά µεγέθη που αναπτύσσονται στην περιοχή της θεµελίωσης του 

πλαισίου. Τα αποτελέσµατα αυτά συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 5.27. Πεδία των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη του 

πλαισίου Π2 στην περιοχή της θεµελίωσης (µεγέθη Μ9, Μ10, V2, V10), ανά κατηγορία εδάφους και βάθους 

του ελαστικού υποβάθρου. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας Σκληρή Άργιλος Πυκνή Άµµος Μέγιστη 

απόκλιση HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m 

<±15% 85 - 110 46 - 63 19 - 27 115- 140 61 – 81 23 - 33 77 – 97 45 – 56 19 – 25 

<±20% 77 - 115 44 - 67 18 - 29 109- 145 57 – 86  22 - 36 74 – 100 42 – 59 18 – 26 

<±25% 75 - 121 42 - 70 17 - 31 98- 160 54 – 90  21 - 37 71 – 104 41 – 61  17 – 27 

Στον παραπάνω πίνακα δεν λαµβάνεται υπόψη η ροπή που αναπτύσσεται στο άκρο της δοκού 

θεµελίωσης (ροπή Μ2). Όπως και στην περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π1, αποδείχθηκε ότι το 

συγκεκριµένο εντατικό µέγεθος παρουσιάζει τις µικρότερες του αποκλίσεις εκτός των πεδίων τιµών του 

συντελεστή συσχέτισης που δίνονται στον παραπάνω πίνακα. 

Από τη µελέτη του πίνακα 5.27 σε συνδυασµό µε τον πίνακα 5.16, προκύπτει ότι σε γενικές γραµµές δεν 

υπάρχουν ουσιαστικές διαφορές µεταξύ των περιπτώσεων επίλυσης των πλαισίων Π1 και Π2. Έτσι, ενώ δεν 

υπάρχει δυνατότητα ορισµού κοινής περιοχής βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης για κάθε 

κατηγορία εδάφους και ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, υπάρχει δυνατότητα ορισµού 

κοινής περιοχής τιµών για κάθε βάθος του ελαστικού υποβάθρου ξεχωριστά. Εξαίρεση αποτελεί το γεγονός, 

ότι στην παρούσα περίπτωση δεν υπάρχει δυνατότητα ορισµού κοινών πεδίων τιµών του συντελεστή nck για 

τις οποίες επιτυγχάνεται σύγκλιση µικρότερη του ±20%, όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο 

µε 60 µέτρα. Για το συγκεκριµένο βάθος του ελαστικού υποβάθρου, ορίζεται κοινή περιοχή βέλτιστων τιµών 

µε κριτήριο τη µη υπέρβαση του ±25%. Αντίθετα για µικρότερα βάθη του ελαστικού υποβάθρου, ορίζονται 

κοινά πεδία βέλτιστων τιµών και µε κριτήριο τη µη υπέρβαση του ±20%. Οι βέλτιστες περιοχές τιµών του 

συντελεστή συσχέτισης για την παρούσα περίπτωση είναι: 

– ΗS= 60m: nck= 98 – 104 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±25%) 

– ΗS= 40m: nck= 57 – 59 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±20%) 

nck= 54 – 61 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±25%) 

– ΗS= 20m: nck= 23 – 25 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±15%) 

nck= 22 – 26 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±20%) 

nck= 21 – 27 (Κριτήριο µη υπέρβασης του ±25%) 

Κάνοντας χρήση των τιµών που βρίσκονται στο µέσον των παραπάνω διαστηµάτων, δηλαδή nck=100 για 

ΗS=60m, nck=60 για ΗS=40m και nck=24 για ΗS=20m, θα γίνουν συγκρίσεις µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. 
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Πίνακας 5.28. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π2. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=100k)

M2 -21,43 -58,12 -51,41 34,75 -39,32

M8 -23,85 -23,52 -23,55 -24,42 -23,79

M9 -33,58 -62,44 -60,50 -4,31 -36,55

M10 35,15 17,47 19,52 66,05 31,82

M12 -24,43 -24,21 -24,24 -24,81 -24,39

V2 18,16 48,44 32,40 -24,71 17,37

V10 21,75 14,35 15,12 34,90 20,41

V12 17,92 17,52 17,56 18,64 17,85

M2 -21,10 -58,11 -49,79 35,51 -42,87

M8 -23,85 -23,52 -23,58 -24,41 -23,75

M9 -33,45 -62,44 -58,57 -5,08 -38,79

M10 35,29 17,48 21,15 65,43 29,52

M12 -24,43 -24,21 -24,26 -24,80 -24,36

V2 18,00 48,42 27,49 -21,88 22,21

V10 21,81 14,36 15,81 34,63 19,44

V12 17,93 17,52 17,60 18,63 17,80

M2 -44,47 -128,28 -95,54 65,20 -82,73

M8 -49,56 -48,83 -49,19 -50,41 -49,45

M9 -73,98 -138,95 -116,87 -38,15 -79,51

M10 85,95 46,15 65,87 131,16 79,69

M12 -50,19 -49,71 -49,94 -50,74 -50,12

V2 26,30 94,98 10,71 -12,37 20,81

V10 51,73 35,10 43,15 70,87 49,22

V12 37,02 36,11 36,55 38,07 36,88

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=100k)

M2 171,19% 139,88% -262,16% 83,48%

M8 -1,38% -1,24% 2,41% -0,26%

M9 85,96% 80,17% -87,15% 8,86%

M10 -50,29% -44,46% 87,91% -9,49%

M12 -0,88% -0,80% 1,55% -0,17%

V2 166,72% 78,42% -236,05% -4,33%

V10 -34,00% -30,47% 60,44% -6,18%

V12 -2,24% -2,00% 4,04% -0,39%

M2 175,40% 135,97% -268,28% 103,18%

M8 -1,38% -1,11% 2,36% -0,44%

M9 86,66% 75,09% -84,82% 15,96%

M10 -50,47% -40,06% 85,40% -16,34%

M12 -0,88% -0,72% 1,51% -0,28%

V2 169,02% 52,73% -221,55% 23,41%

V10 -34,17% -27,51% 58,78% -10,86%

V12 -2,29% -1,85% 3,90% -0,74%

M2 188,48% 114,83% -246,62% 86,03%

M8 -1,46% -0,75% 1,71% -0,21%

M9 87,82% 57,97% -48,43% 7,48%

M10 -46,30% -23,36% 52,60% -7,28%

M12 -0,95% -0,50% 1,10% -0,14%

V2 261,14% -59,26% -147,05% -20,89%

V10 -32,15% -16,59% 37,00% -4,86%

V12 -2,47% -1,28% 2,82% -0,38%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1

E2

Ε2

Ε4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ε1
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Σχήµα 5.82. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π2, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Αριθµητικές Εφαρµογές 
 

396 

Πίνακας 5.29. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π2. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k)

M2 -21,53 -58,11 -51,99 30,15 -38,06

M8 -23,84 -23,52 -23,55 -24,37 -23,80

M9 -33,66 -62,44 -61,08 -8,02 -36,15

M10 35,08 17,48 19,02 63,03 32,25

M12 -24,43 -24,21 -24,23 -24,77 -24,39

V2 18,29 48,42 34,12 -20,49 16,43

V10 21,72 14,36 14,91 33,60 20,58

V12 17,92 17,52 17,55 18,57 17,86

M2 -21,18 -58,10 -50,73 31,91 -41,71

M8 -23,85 -23,52 -23,57 -24,38 -23,76

M9 -33,52 -62,43 -59,61 -7,45 -38,26

M10 35,22 17,49 20,27 63,50 30,08

M12 -24,43 -24,21 -24,24 -24,78 -24,37

V2 18,10 48,40 30,30 -20,01 21,00

V10 21,78 14,36 15,44 33,80 19,67

V12 17,93 17,52 17,58 18,58 17,81

M2 -44,67 -128,18 -100,30 59,08 -83,65

M8 -49,56 -48,84 -49,12 -50,40 -49,43

M9 -74,13 -138,83 -121,00 -38,66 -80,62

M10 85,80 46,25 62,31 130,73 78,57

M12 -50,19 -49,71 -49,90 -50,74 -50,10

V2 26,56 94,75 22,86 -18,36 23,48

V10 51,67 35,14 41,67 70,69 48,74

V12 37,01 36,11 36,47 38,06 36,85

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=60k)

M2 169,90% 141,49% -240,03% 76,77%

M8 -1,34% -1,24% 2,21% -0,19%

M9 85,49% 81,47% -76,16% 7,41%

M10 -50,18% -45,78% 79,69% -8,07%

M12 -0,88% -0,82% 1,39% -0,15%

V2 164,75% 86,54% -212,01% -10,18%

V10 -33,90% -31,33% 54,70% -5,23%

V12 -2,23% -2,06% 3,65% -0,33%

M2 174,32% 139,54% -250,65% 96,91%

M8 -1,38% -1,18% 2,21% -0,40%

M9 86,24% 77,83% -77,77% 14,14%

M10 -50,35% -42,45% 80,29% -14,60%

M12 -0,88% -0,76% 1,42% -0,26%

V2 167,42% 67,38% -210,57% 16,04%

V10 -34,06% -29,11% 55,19% -9,67%

V12 -2,29% -1,96% 3,65% -0,67%

M2 186,95% 124,54% -232,27% 87,27%

M8 -1,46% -0,89% 1,69% -0,26%

M9 87,28% 63,23% -47,86% 8,76%

M10 -46,09% -27,38% 52,36% -8,43%

M12 -0,95% -0,58% 1,09% -0,17%

V2 256,75% -13,91% -169,11% -11,59%

V10 -31,99% -19,36% 36,80% -5,67%

V12 -2,44% -1,47% 2,83% -0,42%

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1
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Σχήµα 5.83. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π2, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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Πίνακας 5.30. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π2. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M2 -22,05 -58,09 -53,02 18,97 -37,66

M8 -23,84 -23,52 -23,54 -24,23 -23,78

M9 -34,05 -62,41 -61,73 -17,20 -37,05

M10 34,68 17,50 18,44 55,54 31,41

M12 -24,42 -24,21 -24,22 -24,68 -24,38

V2 18,99 48,38 36,85 -9,05 18,18

V10 21,55 14,37 14,68 30,39 20,21

V12 17,92 17,52 17,54 18,40 17,84

M2 -21,62 -58,07 -52,10 22,35 -40,88

M8 -23,84 -23,52 -23,55 -24,26 -23,75

M9 -33,85 -62,39 -60,84 -14,84 -38,50

M10 34,89 17,51 19,20 57,48 29,88

M12 -24,42 -24,21 -24,23 -24,70 -24,36

V2 18,70 48,34 34,20 -11,66 21,35

V10 21,64 14,37 15,00 31,22 19,58

V12 17,92 17,52 17,55 18,44 17,81

M2 -45,69 -127,87 -107,35 40,14 -81,01

M8 -49,55 -48,84 -49,03 -50,25 -49,42

M9 -74,89 -138,48 -127,05 -47,96 -81,21

M10 85,04 46,55 57,06 123,09 78,09

M12 -50,18 -49,72 -49,84 -50,64 -50,10

V2 27,90 94,09 41,70 -15,05 24,76

V10 51,34 35,27 39,49 67,42 48,51

V12 37,00 36,12 36,35 37,88 36,84

Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=24k)

M2 163,45% 140,46% -186,03% 70,80%

M8 -1,33% -1,28% 1,62% -0,26%

M9 83,30% 81,28% -49,48% 8,80%

M10 -49,55% -46,83% 60,16% -9,44%

M12 -0,84% -0,81% 1,05% -0,15%

V2 154,77% 94,06% -147,64% -4,26%

V10 -33,34% -31,88% 41,03% -6,20%

V12 -2,23% -2,14% 2,67% -0,44%

M2 168,61% 140,99% -203,36% 89,07%

M8 -1,33% -1,22% 1,77% -0,37%

M9 84,33% 79,72% -56,15% 13,73%

M10 -49,80% -44,96% 64,74% -14,35%

M12 -0,84% -0,77% 1,15% -0,23%

V2 158,52% 82,88% -162,34% 14,18%

V10 -33,58% -30,69% 44,26% -9,51%

V12 -2,23% -2,04% 2,92% -0,64%

M2 179,87% 134,95% -187,86% 77,31%

M8 -1,43% -1,06% 1,42% -0,26%

M9 84,91% 69,65% -35,95% 8,44%

M10 -45,26% -32,90% 44,75% -8,18%

M12 -0,93% -0,69% 0,92% -0,16%

V2 237,25% 49,48% -153,94% -11,24%

V10 -31,31% -23,08% 31,33% -5,51%

V12 -2,39% -1,77% 2,37% -0,43%

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1
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Σχήµα 5.84. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π2, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 
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Από τους πίνακες 5.28 – 5.30 και τα σχήµατα 5.82 – 5.84 καθίσταται σαφές, ότι οι τιµές του συντελεστή 

συσχέτισης οι οποίες προέκυψαν από την διαδικασία που περιγράφηκε προηγουµένως, προσδίδουν στο 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων µια ξεκάθαρη υπεροχή έναντι όλων των υπολοίπων και µάλιστα 

αποδίδοντας πολύ µικρότερες αποκλίσεις από αυτά. Ακόµα και για το µέγεθος της ροπής Μ2 η σύγκλιση της 

οποίας, όπως τονίστηκε και προηγουµένως, δεν επιτυγχάνεται για τιµές του συντελεστή nck που βρίσκονται 

εντός του βέλτιστου πεδίου τιµών των υπολοίπων εντατικών µεγεθών στην περιοχή της θεµελίωσης, οι 

συγκεκριµένες τιµές του συντελεστή συσχέτισης αποδίδουν µικρότερες αποκλίσεις από τα υπόλοιπα 

προσοµοιώµατα. Όσον αφορά τις αποδόσεις των υπολοίπων προσοµοιωµάτων µπορούν, να τονιστούν τα 

εξής: 

Άργιλος µέσης σκληρότητας 

Από την µελέτη των πινάκων 5.28 – 5.30 στους οποίους παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της επίλυσης 

του πλαισίου Π2, και των πινάκων 5.20 – 5.22 στους οποίους παρουσιάζονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα 

της επίλυσης του πλαισίου Π1, βγαίνει το συµπέρασµα ότι δεν υφίσταται καµία διαφορά µεταξύ των δυο 

περιπτώσεων όσον αφορά την ιεράρχηση των προσοµοιωµάτων µε βάση την αποδοτικότητα τους. 

Εποµένως, δεν έχει νόηµα να προστεθεί τίποτα περισσότερο από αυτά που ήδη καταγράφηκαν κατά την 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων της επίλυσης του πλαισίου Π1. Η µόνη διαφορά που θα άξιζε να 

αναφερθεί, είναι µια αύξηση των αποκλίσεων που αποδίδονται στην παρούσα περίπτωση έναντι της 

περίπτωσης του πλαισίου Π1. 

Σκληρή Άργιλος 

Και για την περίπτωση της σκληρής Αργίλου, ισχύουν σε γενικές γραµµές αυτά που τονίστηκαν για την 

περίπτωση της Αργίλου µέσης σκληρότητας.  

Πυκνή Άµµος 

Ούτε και στην περίπτωση της πυκνής Άµµου δεν παρατηρείται καµία ποιοτική διαφορά µεταξύ των 

επιλύσεων των πλαισίων Π1και Π2, υπό την έννοια ότι διατηρείται η ίδια ταξινόµηση των προσοµοιωµάτων 

µε βάση την αποδοτικότητα τους. Εποµένως ισχύουν αυτά που καταγράφηκαν κατά την αξιολόγηση των 

αποτελεσµάτων της επίλυσης του πλαισίου Π1. Ωστόσο, και στην παρούσα περίπτωση υφίσταται µια 

ποσοτική διαφοροποίηση, καθώς οι αποκλίσεις που προκύπτουν από την επίλυση του πλαισίου Π2, είναι 

µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες αποκλίσεις που προκύπτουν από την επίλυση του πλαισίου Π1. 

Τέλος, όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη που αναπτύσσονται στο ζύγωµα του τελευταίου ορόφου του 

πλαισίου, οι αποκλίσεις όλων των προσοµοιωµάτων είναι πολύ µικρές και στην παρούσα περίπτωση. 

Ωστόσο, εµφανίζονται ελαφρά µεγαλύτερες απ’ ότι στην περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π1, χωρίς να 

υπερβαίνουν όµως το 3.5% (βλέπε Πίνακες 5.28 – 5.30). Εποµένως, η επιρροή του χρησιµοποιούµενου 

εδαφικού προσοµοιώµατος σε περιοχές του πλαισίου που βρίσκονται µακριά από την περιοχή της 

θεµελίωσης του µπορεί να θεωρηθεί και εδώ αµελητέα. 
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Κλείνοντας την αναφορά στα αποτελέσµατα της επίλυσης του πλαισίου Π2, θα πρέπει να γίνει µια 

σύνοψη των συµπερασµάτων που κατεγράφησαν παραπάνω. 

Συγκρίσεις µεγεθών µετακίνησης 

Όπως και στην περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π1, έτσι και στην παρούσα περίπτωση η τιµή του 

συντελεστή συσχέτισης nck=17 προσδίδει στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, µια σαφή υπεροχή 

έναντι των υπολοίπων που εξετάστηκαν. Γενικότερα, αν για τον συντελεστή συσχέτισης ληφθούν τιµές από 

το πεδίο 16 – 22 για τα αργιλικά εδάφη Ε1 και Ε2, ή το πεδίο 20 – 24 για το αµµώδες έδαφος Ε4, τότε 

κανένα από τα ελεγχόµενα µεγέθη µετακίνησης δεν παρουσιάζει απόκλιση µεγαλύτερη του ±20% από τη 

λύση αναφοράς. Τέλος, τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα παρουσιάζουν παρόµοια συµπεριφορά µε αυτή που 

καταγράφηκε και κατά την επίλυση του πλαισίου Π1, µε εξαίρεση ίσως την µικρή αύξηση των αποκλίσεων 

τους στην παρούσα περίπτωση.  

Συγκρίσεις των εντατικών µεγεθών 

Όσον αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της θεµελίωσης, ορίζονται όπως και στην 

περίπτωση του πλαισίου Π1 συγκεκριµένοι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης µε βάση το βάθος του 

ελαστικού υποβάθρου. ∆ιαφοροποίηση παρουσιάζεται, αφενός όσον αφορά τις τιµές των συντελεστών 

αυτών, και αφετέρου στο γεγονός ότι ο βέλτιστος συντελεστής που αντιστοιχεί σε βάθος ελαστικού 

υποβάθρου 60 µέτρων επιτυγχάνει αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν το ±25% έναντι του ±20% που 

επιτυγχάνει ο αντίστοιχος συντελεστής στην περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π1. Οι βέλτιστοι 

συντελεστές είναι: 

nck= 100 για την περίπτωση που HS=60m   (αντίστοιχη τιµή για το πλαίσιο Π1: nck= 85) 

nck= 60 για την περίπτωση που HS=40m     (αντίστοιχη τιµή για το πλαίσιο Π1: nck= 55) 

nck= 24 για την περίπτωση που HS=20m     (αντίστοιχη τιµή για το πλαίσιο Π1: nck= 24) 

Το συµπέρασµα που εξάγεται από την µελέτη των παραπάνω τιµών είναι ότι υφίσταται µια διαφοροποίηση 

των βέλτιστων συντελεστών µεταξύ των επιλύσεων των πλαισίων Π1 και Π2, ειδικά για µεγάλα βάθη του 

ελαστικού υποβάθρου. Αντίθετα, οι διαφορές µειώνονται και εξαλείφονται για µεσαία και µικρά βάθη 

αντίστοιχα. Εξαίρεση στις συγκλίσεις που επιτυγχάνουν οι προαναφερόµενοι συντελεστές, αποτελεί η 

καµπτική ροπή Μ2 που αναπτύσσεται στο άκρο της δοκού θεµελίωσης. Το συγκεκριµένο εντατικό µέγεθος 

λαµβάνει τις βέλτιστές του τιµές µε διαφορετικές τιµές του συντελεστή συσχέτισης. Ωστόσο, και µε τις 

προαναφερόµενες τιµές του nck το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων αποδίδει για τη ροπή Μ2 καλύτερες 

τιµές από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα. 

Όσον αφορά τις αποδόσεις των υπολοίπων προσοµοιωµάτων για τα εντατικά µεγέθη στην περιοχή της 

θεµελίωσης, ισχύουν τα συµπεράσµατα που παρουσιάστηκαν αναλυτικά κατά την παράθεση των 

αποτελεσµάτων των επιλύσεων του πλαισίου Π1, χωρίς ουσιαστικές διαφοροποιήσεις πέραν της 

παρατηρούµενης αύξησης των αποκλίσεων. 

Τέλος, για τα εντατικά µεγέθη στην κορυφή του πλαισίου όλα τα προσοµοιώµατα αποδίδουν πολύ καλές 

τιµές, οι οποίες σε καµία περίπτωση δεν αποκλίνουν περισσότερο από ±3.5% από τις τιµές αναφοράς. 
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Επίλυση πλαισίου Π3 

Τα γεωµετρικά δεδοµένα και τα δεδοµένα φόρτισης του πλαισίου Π3, δίνονται αναλυτικά στο σχήµα 

5.63γ. Το µήκος των ζυγωµάτων του πλαισίου, και κατά συνέπεια και της δοκού θεµελίωσης, είναι 

εξαιρετικά µεγάλο και πιθανώς µη σύνηθες. Η επιλογή αυτή όµως έγινε σκόπιµα προκειµένου να 

επιτευχθούν και να µελετηθούν υψηλότερες τιµές του συντελεστή λ (Σχέση 2.134), απ’ τις αντίστοιχες που 

µελετήθηκαν στις δυο προηγούµενες περιπτώσεις. Έτσι, µε βάση τις τιµές των γεωµετρικών και ελαστικών 

δεδοµένων της δοκού θεµελίωσης και των τύπων του εδάφους που εξετάστηκαν, προκύπτουν για την 

παρούσα περίπτωση: 

– Έδαφος Ε1: λ= 1,01. 

– Έδαφος Ε2: λ= 1,15. 

– Έδαφος Ε4: λ= 2,02. 

Οι δυο πρώτες τιµές, αν και µε βάση τα κριτήρια των Vlasov και Leont’ev (1960) αντιστοιχούν σε 

δοκούς πεπερασµένου µήκους που έχουν ήδη µελετηθεί, είναι µεγαλύτερες της µονάδας και πλησιάζουν την 

τιµή που οριοθετεί τις περιοχές που αντιστοιχούν σε δοκούς πεπερασµένου και «απείρου» µήκους 

αντίστοιχα. Η τρίτη τιµή αντιστοιχεί σε δοκούς «απείρου» µήκους, που δεν έχουν ελεγχθεί στις δυο 

προηγούµενες επιλύσεις.  

Όσον αφορά την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων των µεγεθών µετακίνησης, ακολουθώντας την 

διαδικασία που ακολουθήθηκε και στις δυο προηγούµενες περιπτώσεις, έγινε διερεύνηση τόσο των τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης που αποδίδουν τις βέλτιστες τιµές για κάθε ελεγχόµενο µέγεθος ξεχωριστά, όσο 

και των πεδίων τιµών του εντός των οποίων επιτυγχάνεται η βέλτιστη απόδοση του προσοµοιώµατος για το 

σύνολο των µεγεθών µετακίνησης που εξετάστηκαν. Ακολούθησε η συγκριτική αξιολόγηση όλων των 

προσοµοιωµάτων, και η καταγραφή των συµπερασµάτων η οποία έγινε υπό το πρίσµα της σύγκρισης µε τα 

αντίστοιχα συµπεράσµατα των δυο προηγούµενων επιλύσεων. 

Στους δυο πίνακες που ακολουθούν (Πίνακες 5.31 και 5.32), καταγράφονται τα αποτελέσµατα των 

διερευνήσεων για τις βέλτιστες τιµές του συντελεστή συσχέτισης, ανά µέγεθος ξεχωριστά και ως σύνολο. 

Πίνακας 5.31. Τιµές του συντελεστή συσχέτισης nck για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη σύγκλιση των 

τιµών των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης προς την λύση αναφοράς, κατά περίπτωση κατηγορίας 

εδάφους και βάθους του υποβάθρου θεµελίωσης του πλαισίου Π3. 

 Άργιλος µέσης 

σκληρότητας (Ε1) 
Σκληρή Άργιλος (Ε2) Πυκνή Άµµος (Ε4) 

 ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m ΗS=60m ΗS=40m ΗS=20m 

uz9 8 8 9 8 9 10 10 10 11 

uz10 10 9 10 10 10 10 12 12 11 

ux8 16 13 10 17 14 10 20 17 12 

φ2 28 20 14 38 27 17 45 32 19 

φ8 15 12 10 15 12 10 16 13 11 
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Πίνακας 5.32. Πεδία των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης όσον αφορά ελεγχόµενα µεγέθη 

µετακίνησης του φορέα (µεγέθη uz9, uz10, ux8, φ2 και φ8), ανά κατηγορία εδάφους και βάθους του ελαστικού 

υποβάθρου του πλαισίου Π3. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας Σκληρή Άργιλος* Πυκνή Άµµος Μέγιστη 

απόκλιση HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m* HS=40m* HS=20m 

<±10% - - - - 12 – 13 9 – 10 14 – 17 - - 

<±15% - 15 – 16 10 – 13 14 – 16 12 – 14 9 – 12 13 – 20 11 – 18 15 – 18 

<±20% - 14 – 17 9 – 16 13 – 17 11 – 15 9 – 16 12 – 22 10 – 20 13 – 22 

<±25% 13 – 20  13 – 18 8 – 17 13 – 18 11 – 17 9 – 22 12 – 24 9 – 24 12 – 30 

* ∆εν επιτυγχάνεται σύγκλιση της τιµής της στροφής φ2 

Από την µελέτη του Πίνακα 5.31 σε συνδυασµό µε τη µελέτη των Πινάκων 5.15 και 5.26, προκύπτει η 

γενική διαπίστωση ότι δεν υπάρχουν σοβαρές διαφοροποιήσεις µεταξύ των επιλύσεων των πλαισίων Π1, Π2 

και Π3 όσον αφορά τη µεταβολή των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης σε συνάρτηση µε τον τύπο του 

εδάφους και το βάθος του ελαστικού υποβάθρου. Έτσι, και στην παρούσα περίπτωση οι τιµές του nck για τις 

οποίες αποδίδονται οι βέλτιστες τιµές των κατακορύφων µετακινήσεων uz9, uz10, παραµένουν σχεδόν 

σταθερές ανεξαρτήτως του τύπου εδάφους και του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Αντιθέτως, οι τιµές 

του nck για τις οποίες αποδίδονται οι βέλτιστες τιµές της οριζόντιας µετακίνησης ux8, και των στροφών φ2 και 

φ8, εµφανίζουν µια σαφή µείωση καθώς µειώνεται το βάθος του ελαστικού υποβάθρου. 

Από τη µελέτη του Πίνακα 5.32 προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

– Σε αντίθεση µε τις επιλύσεις των πλαισίων Π1 και Π2, δεν είναι εφικτή η επίτευξη αποκλίσεων 

µικρότερων από ±10% για το σύνολο των εξεταζόµενων µεγεθών µετακίνησης, στις περισσότερες από 

τις περιπτώσεις που µελετήθηκαν. 

– Η σύγκλιση της τιµής της στροφής στο άκρο της δοκού θεµελίωσης φ2, επιτυγχάνεται για τιµές του nck 

που βρίσκονται εκτός του πεδίου τιµών µε τις οποίες επιτυγχάνεται η σύγκλιση όλων των υπολοίπων 

µεγεθών µετακίνησης που εξετάστηκαν. Η παρατήρηση αυτή, ισχύει για την περίπτωση µελέτης της 

σκληρής Αργίλου, καθώς και για την περίπτωση της πυκνής Άµµου (µε εξαίρεση την περίπτωση που το 

ελαστικό υπόβαθρο έχει πολύ µικρό βάθος). 

– Η τιµή nck=17 η οποία κατά τις επιλύσεις των άλλων δυο πλαισίων απέδωσε αποκλίσεις που δεν 

υπερβαίνουν σε γενικές γραµµές το 20 – 25% (πέραν ορισµένων εξαιρέσεων), εξακολουθεί να έχει και 

στην παρούσα περίπτωση το ίδιο επίπεδο απόδοσης. Επισηµαίνεται µάλιστα, ότι για τους περισσότερους 

από τους συνδυασµούς κατηγορίας εδάφους και βάθους ελαστικού υποβάθρου που εξετάστηκαν, 

αποδίδει αποκλίσεις µικρότερες και από 20%. 

– Λαµβάνοντας για τον συντελεστή συσχέτισης τιµές από το διάστηµα 13 – 18 και για τις τρεις κατηγορίες 

εδάφους, επιτυγχάνονται αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν σε γενικές γραµµές το 25% για κανένα από τα 

εξεταζόµενα µεγέθη µετακίνησης, εκτός ορισµένων εξαιρέσεων που αφορούν κυρίως την στροφή φ2. 
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Πίνακας 5.33. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π3. Περίπτωση Αργίλου 

µέσης σκληρότητας. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,120 0,237 0,297 0,084 0,105

uz10 0,135 0,367 0,305 0,089 0,119

ux8 0,017 0,121 0,010 0,008 0,016

φ2 0,0018 0,013 0,002 0,000 0,002

φ8 0,0009 0,0113 0,0002 0,0001 0,0008

uz9 0,0995 0,1630 0,2016 0,0724 0,0887

uz10 0,1143 0,2520 0,2121 0,0789 0,1015

ux8 0,0166 0,0842 0,0127 0,0089 0,0149

φ2 0,0018 0,0095 0,0020 0,0000 0,0020

φ8 0,0009 0,0076 0,0005 0,0002 0,0007

uz9 0,066 0,085 0,100 0,051 0,061

uz10 0,080 0,131 0,115 0,059 0,073

ux8 0,016 0,045 0,017 0,010 0,014

φ2 0,0018 0,006 0,003 0,001 0,002

φ8 0,0008 0,0037 0,0009 0,0003 0,0006

uz9 96,67% 146,53% -30,37% -12,75%

uz10 170,82% 125,20% -34,06% -12,07%

ux8 626,04% -38,55% -52,47% -4,60%

φ2 641,48% -7,14% -111,62% 24,72%

φ8 1177,66% -75,31% -92,10% -12,80%

uz9 63,81% 102,55% -27,26% -10,89%

uz10 120,49% 85,60% -30,98% -11,16%

ux8 408,11% -23,39% -46,04% -9,98%

φ2 433,03% 11,49% -98,35% 9,60%

φ8 772,05% -47,65% -81,28% -21,85%

uz9 28,97% 51,85% -21,89% -7,78%

uz10 63,84% 43,98% -25,75% -9,07%

ux8 183,67% 5,65% -35,74% -11,91%

φ2 214,19% 42,03% -70,32% -5,67%

φ8 358,90% 7,05% -66,17% -24,68%

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.85. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Άργιλος µέσης σκληρότητας – Πλαίσιο Π3. 
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Πίνακας 5.34. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π3. Περίπτωση σκληρής 

Αργίλου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,076 0,165 0,207 0,052 0,066

uz10 0,085 0,256 0,211 0,054 0,074

ux8 0,011 0,085 0,007 0,006 0,011

φ2 0,0012 0,010 0,001 0,000 0,002

φ8 0,0003 0,0077 -0,0001 -0,0002 0,0003

uz9 0,0635 0,1146 0,1420 0,0452 0,0563

uz10 0,0724 0,1768 0,1473 0,0487 0,0641

ux8 0,0112 0,0599 0,0079 0,0061 0,0103

φ2 0,0012 0,0071 0,0013 -0,0002 0,0015

φ8 0,0003 0,0051 0,0000 -0,0001 0,0002

uz9 0,043 0,060 0,072 0,033 0,040

uz10 0,052 0,093 0,080 0,038 0,047

ux8 0,011 0,033 0,010 0,007 0,010

φ2 0,0012 0,004 0,002 0,000 0,001

φ8 0,0003 0,0024 0,0002 0,0000 0,0002

uz9 117,19% 172,21% -32,32% -13,57%

uz10 200,39% 148,15% -36,17% -12,47%

ux8 656,82% -41,62% -50,98% -1,16%

φ2 693,85% -11,60% -128,67% 45,90%

φ8 2147,88% -139,42% -150,52% -15,14%

uz9 80,37% 123,54% -28,79% -11,38%

uz10 144,23% 103,44% -32,80% -11,52%

ux8 434,84% -29,70% -45,38% -8,08%

φ2 482,80% 7,72% -118,51% 25,55%

φ8 1437,52% -104,09% -135,42% -35,75%

uz9 40,12% 66,77% -22,94% -7,57%

uz10 79,81% 54,88% -27,21% -9,09%

ux8 201,63% -4,02% -35,64% -11,52%

φ2 253,84% 41,04% -90,03% 0,08%

φ8 716,73% -23,13% -115,51% -45,43%

Ηs=20m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=60m

Ηs=40m

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m
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Σχήµα 5.86. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Σκληρή Άργιλος – Πλαίσιο Π3. 
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Πίνακας 5.35. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προς εξέταση 

προσοµοιωµάτων όσον αφορά τα επιλεγµένα µεγέθη µετακίνησης του πλαισίου Π3. Περίπτωση πυκνής 

Άµµου. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr (c=17k)

uz9 0,023 0,047 0,059 0,016 0,021

uz10 0,027 0,080 0,061 0,018 0,025

ux8 0,009 0,036 0,008 0,007 0,010

φ2 8,580E-04 0,005 0,001 0,000 0,001

φ8 -2,67E-04 0,0023 -0,0004 -0,0004 -0,0003

uz9 0,01931 0,0335 0,0407 0,0141 0,0176

uz10 0,02288 0,0563 0,0432 0,0156 0,0210

ux8 0,00935 0,0273 0,0082 0,0072 0,0093

φ2 8,65E-04 0,0044 0,0009 -0,0002 0,0012

φ8 -2,70E-04 0,0014 -0,0004 -0,0004 -0,0003

uz9 0,013 0,019 0,021 0,010 0,012

uz10 0,016 0,031 0,024 0,012 0,015

ux8 0,009 0,018 0,009 0,008 0,009

φ2 8,963E-04 0,003 0,001 0,000 0,001

φ8 -2,88E-04 0,0004 -0,0003 -0,0004 -0,0003

uz9 102,22% 154,68% -29,93% -9,63%

uz10 197,26% 127,44% -34,69% -7,87%

ux8 288,85% -19,80% -26,22% 3,76%

φ2 523,24% -16,04% -127,34% 71,72%

φ8 -967,25% 61,84% 66,47% 5,06%

uz9 73,34% 110,88% -27,13% -8,66%

uz10 146,04% 88,86% -31,96% -8,19%

ux8 192,27% -12,83% -23,18% -0,31%

φ2 405,77% 6,07% -119,34% 41,33%

φ8 -618,46% 40,70% 56,43% 12,61%

uz9 44,52% 60,91% -22,90% -6,61%

uz10 88,44% 49,72% -27,74% -7,69%

ux8 90,54% 1,23% -17,89% -3,73%

φ2 260,96% 44,89% -90,94% 5,97%

φ8 -249,86% -0,03% 39,60% 14,25%

Ηs=20m

Ηs=60m

Ηs=20m

Αποκλßσειò

Ηs=40m

Απüλυτεò τιìÝò

Ηs=60m

Ηs=40m
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Σχήµα 5.87. ∆ιάγραµµα αποκλίσεων των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων από το προσοµοίωµα 

αναφοράς, όσον αφορά τα µεγέθη µετακίνησης. Πυκνή Άµµος – Πλαίσιο Π3. 
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Από τη µελέτη των πινάκων 5.33 – 5.35 και των σχηµάτων 5.85 – 5.87, προκύπτουν τα κάτωθι 

συµπεράσµατα αναφορικά µε την αποδοτικότητα των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων, πέραν του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων που και στην παρούσα περίπτωση υπερτερεί όλων των υπολοίπων 

εκτός ελαχίστων εξαιρέσεων. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας  

Στην περίπτωση αυτή, το προσοµοίωµα του Vlasov εµφανίζεται αποδοτικότερο όσον αφορά την 

προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων uz9 και uz10, ενώ το προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει 

γενικώς καλύτερα την οριζόντια µετακίνηση της κορυφής του πλαισίου ux8 αλλά και τις στροφές φ2, και φ8. 

Θα πρέπει µάλιστα να τονιστεί ότι σε ορισµένες περιπτώσεις, το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται 

ισοδύναµο ή και ελαφρά καλύτερο του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων όσον αφορά τα 

συγκεκριµένα µεγέθη µετακίνησης (π.χ. αποδίδει για τη στροφή φ2 απόκλιση 7.14% έναντι του 24.7% που 

αποδίδει το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων στην περίπτωση Ε1 / ΗS=20m). Τέλος, το προσοµοίωµα 

του Winkler αποδίδει µε µεγάλη διαφορά τις χειρότερες τιµές από όλα τα προσοµοιώµατα. 

Σκληρή Άργιλος 

Και στην περίπτωση αυτή διατηρείται σε γενικές γραµµές η ίδια εικόνα, µε το προσοµοίωµα του Vlasov 

να υπερέχει στην προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων uz9 και uz10, και το προσοµοίωµα του 

Pasternak να υπερέχει στην προσέγγιση των υπολοίπων µεγεθών µετακίνησης που εξετάστηκαν. Το 

προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται και πάλι το λιγότερο αποδοτικό, και µάλιστα αποδίδει µεγαλύτερες 

αποκλίσεις απ’ ότι στην περίπτωση της Αργίλου µέσης σκληρότητας. 

Πυκνή Άµµος 

Η γενική εικόνα παραµένει η ίδια και στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από 

στρώµατα πυκνής Άµµου, και εποµένως δεν έχει νόηµα µια αναλυτικότερη αναφορά στα αποτελέσµατα. 

Ανακεφαλαιώνοντας θα πρέπει να τονιστεί ότι σε γενικές γραµµές, τα συµπεράσµατα που εκτέθηκαν 

παραπάνω είναι σε πλήρη συµφωνία µε αυτά που προέκυψαν από την επίλυση του πλαισίου Π1. 

Η αξιολόγηση των αποτελεσµάτων που αφορούν τα εντατικά µεγέθη, ξεκινά µε τη διερεύνηση των τιµών 

του συντελεστή συσχέτισης µε τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη απόδοση των τιµών των εντατικών 

µεγεθών του πλαισίου στην περιοχή της θεµελίωσης. 

Πίνακας 5.36. Πεδία των βέλτιστων τιµών του συντελεστή συσχέτισης όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη 

στην περιοχή της θεµελίωσης του πλαισίου Π3 (µεγέθη Μ9, Μ10, V2, V10), ανά κατηγορία εδάφους και 

βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 

Άργιλος µέσης σκληρότητας Σκληρή Άργιλος Πυκνή Άµµος Μέγιστη 

απόκλιση HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m HS=60m HS=40m HS=20m 

<±15% 59 – 61 - - 73 – 76 - - - - - 

<±20% 58 – 64 38 – 40 22 – 24 71 – 79 45 – 48 24 – 25 44 – 46 29 – 31 16 – 18 

<±25% 57 – 68 37 – 44 21 – 25 68 – 84 44 – 53 22 – 29 40 – 50 27 – 33 15 – 20 

<±30% 56 – 72 36 – 46 21 – 25 67 – 88 43 – 55 21 – 29 37 – 54 25 – 37 14 – 22 
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Από τον παραπάνω πίνακα απουσιάζουν, όπως και στις περιπτώσεις επίλυσης των πλαισίων Π1 και Π2, τα 

δεδοµένα που αφορούν τη ροπή Μ2. Ο λόγος είναι ότι και στην παρούσα περίπτωση το συγκεκριµένο 

εντατικό µέγεθος παρουσιάζει τις βέλτιστες αποκλίσεις του, εκτός των πεδίων τιµών του συντελεστή 

συσχέτισης που δίνονται στον πίνακα αυτό. 

Από τη µελέτη του πίνακα 5.36 προκύπτει ένα καινούργιο συµπέρασµα που διαφοροποιεί την παρούσα 

περίπτωση από τις περιπτώσεις επίλυσης των πλαισίων Π1 και Π2. Το συµπέρασµα αυτό έγκειται στο 

γεγονός, ότι δεν υπάρχει δυνατότητα ορισµού ενός βέλτιστου συντελεστή συσχέτισης κοινού για κάθε βάθος 

του ελαστικού υποβάθρου και ανεξάρτητου της κατηγορίας εδάφους. Υφίσταται µια σαφής διαφοροποίηση 

µεταξύ των εδαφών µε µικρό µέτρο ελαστικότητας (Αργιλικά εδάφη Ε1 και Ε2), και των εδαφών µε µεγάλο 

µέτρο ελαστικότητας (Αµµώδες έδαφος Ε4), κάτι που δεν προέκυψε στις προηγούµενες περιπτώσεις. Έτσι, 

µπορούν να οριστούν κοινοί βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης για τα εδάφη Ε1 και Ε2, οι οποίοι όµως δεν 

καλύπτουν την περίπτωση του εδάφους Ε4.  

Ένα ακόµα συµπέρασµα που διαφοροποιεί την παρούσα περίπτωση από τις δυο προηγούµενες, αφορά το 

γεγονός ότι το εύρος των πεδίων βέλτιστων τιµών των συντελεστών συσχέτισης είναι πολύ µικρότερο, ενώ 

ταυτόχρονα δεν υπάρχει για τους περισσότερους από τους συνδυασµούς κατηγορίας εδάφους και βάθους 

του ελαστικού υποβάθρου που µελετήθηκαν, η δυνατότητα ορισµού πεδίων τιµών για τις οποίες 

επιτυγχάνονται αποκλίσεις µικρότερες του 15%. Έτσι, οι περιοχές των βέλτιστων τιµών του συντελεστή 

συσχέτισης είναι: 

Αργιλικά Εδάφη Ε1 και Ε2 

– ΗS= 60m: nck= 67 – 72 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±30%) 

– ΗS= 40m: nck= 43 – 46 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±30%) 

– ΗS= 20m: nck= 22 – 25 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±25%) 

Αµµώδες Έδαφος Ε4 

– ΗS= 60m: nck= 44 – 46 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±20%) 

– ΗS= 40m: nck= 27 – 33 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±25%) 

– ΗS= 20m: nck= 15 – 20 (Κριτήριο η µη υπέρβαση του ±25%) 

Οι συγκρίσεις του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων µε τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, θα γίνουν 

µε χρήση των παρακάτω τιµών για τον συντελεστή συσχέτισης: 

Αργιλικά Εδάφη Ε1 και Ε2 

ΗS= 60m: nck= 70, ΗS= 40m: nck= 45 και ΗS= 20m: nck= 24. 

Αµµώδες Έδαφος Ε4 

ΗS= 60m: nck= 45, ΗS= 40m: nck= 30 και ΗS= 20m: nck= 20. 

Τα αποτελέσµατα των συγκρίσεων αυτών δίνονται στους παρακάτω πίνακες και σχήµατα, και ακολουθεί 

η καταγραφή των σχετικών συµπερασµάτων. 
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Πίνακας 5.37. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π3. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -8,06 17,40 -10,09 36,76 -54,24

M8 -99,04 -95,43 -96,93 -103,38 -99,24

M9 -84,45 -304,31 -221,21 142,94 -76,23

M10 27,68 -146,12 -70,93 231,46 34,89

M12 -91,27 -89,46 -90,20 -93,47 -91,38

V2 58,20 151,22 85,50 -22,83 42,57

V10 30,49 -41,26 -11,25 115,14 33,72

V12 65,17 60,01 62,17 71,28 65,41

M2 -8,77 16,93 -26,81 55,15 -53,31

M8 -99,14 -95,45 -97,73 -102,93 -99,02

M9 -79,88 -303,28 -176,58 116,99 -86,54

M10 32,61 -145,25 -32,55 211,16 24,79

M12 -91,32 -89,47 -90,60 -93,23 -91,27

V2 55,30 150,72 55,49 -3,85 48,68

V10 32,48 -40,90 4,49 106,37 29,45

V12 65,31 60,03 63,31 70,65 65,11

M2 -32,84 -1,29 -88,77 93,71 -107,58

M8 -159,27 -152,81 -158,75 -162,28 -158,98

M9 -129,77 -516,72 -186,43 12,42 -145,32

M10 100,15 -214,69 80,55 246,19 83,75

M12 -144,12 -140,90 -143,84 -145,62 -143,98

V2 72,23 248,39 -21,03 70,40 58,62

V10 76,01 -52,69 65,92 135,03 69,33

V12 106,99 97,73 106,28 111,26 106,52

Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -315,85% 25,13% -556,04% 572,95%

M8 -3,64% -2,13% 4,39% 0,21%

M9 260,35% 161,94% -269,26% -9,73%

M10 -627,89% -356,26% 736,21% 26,04%

M12 -1,98% -1,17% 2,41% 0,12%

V2 159,83% 46,91% -139,23% -26,86%

V10 -235,32% -136,88% 277,62% 10,60%

V12 -7,92% -4,60% 9,38% 0,37%

M2 -293,08% 205,65% -728,89% 507,92%

M8 -3,72% -1,43% 3,82% -0,12%

M9 279,67% 121,06% -246,45% 8,33%

M10 -545,42% -199,82% 547,52% -23,99%

M12 -2,02% -0,79% 2,09% -0,05%

V2 172,55% 0,35% -106,96% -11,98%

V10 -225,92% -86,17% 227,48% -9,34%

V12 -8,08% -3,07% 8,18% -0,31%

M2 -96,09% 170,32% -385,36% 227,59%

M8 -4,06% -0,33% 1,89% -0,18%

M9 298,18% 43,66% -109,57% 11,98%

M10 -314,36% -19,57% 145,82% -16,37%

M12 -2,24% -0,19% 1,04% -0,10%

V2 243,89% -129,12% -2,53% -18,84%

V10 -169,32% -13,28% 77,65% -8,79%

V12 -8,66% -0,67% 3,99% -0,44%

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1

E2

Ε2

Ε4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

Ε1
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Σχήµα 5.88. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς, όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π3, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=60m. 
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Πίνακας 5.38. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π3. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -7,40 16,91 -3,14 28,55 -49,28

M8 -99,00 -95,45 -96,61 -102,85 -99,20

M9 -86,63 -303,23 -239,17 113,02 -78,45

M10 25,51 -145,21 -86,52 206,45 32,85

M12 -91,24 -89,47 -90,04 -93,20 -91,36

V2 59,36 150,70 97,77 -15,45 43,15

V10 29,58 -40,88 -17,61 104,72 32,83

V12 65,10 60,04 61,71 70,53 65,35

M2 -8,27 16,25 -19,37 42,61 -50,71

M8 -99,11 -95,48 -97,34 -102,69 -99,04

M9 -81,61 -301,77 -197,92 103,76 -85,84

M10 30,89 -143,97 -51,05 199,77 25,56

M12 -91,30 -89,48 -90,41 -93,11 -91,28

V2 56,23 149,99 70,68 -6,22 47,83

V10 31,75 -40,37 -3,06 101,70 29,75

V12 65,26 60,07 62,76 70,31 65,13

M2 -32,45 -6,83 -88,16 75,75 -102,77

M8 -159,23 -153,04 -158,29 -162,16 -158,93

M9 -131,62 -504,05 -211,98 6,15 -147,24

M10 98,31 -203,95 57,71 239,91 81,60

M12 -144,10 -141,01 -143,61 -145,57 -143,96

V2 73,23 242,14 3,28 52,20 60,34

V10 75,24 -48,25 56,74 132,65 68,47

V12 106,93 98,05 105,61 111,09 106,46

Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -328,53% -57,53% -485,77% 565,93%

M8 -3,59% -2,42% 3,89% 0,20%

M9 250,03% 176,08% -230,46% -9,44%

M10 -669,22% -439,17% 709,29% 28,76%

M12 -1,94% -1,31% 2,15% 0,13%

V2 153,87% 64,71% -126,03% -27,31%

V10 -238,21% -159,53% 254,03% 10,98%

V12 -7,78% -5,20% 8,34% 0,38%

M2 -296,52% 134,22% -615,21% 513,14%

M8 -3,67% -1,78% 3,61% -0,07%

M9 269,76% 142,51% -227,15% 5,19%

M10 -566,08% -265,26% 546,70% -17,27%

M12 -1,99% -0,97% 1,99% -0,02%

V2 166,74% 25,70% -111,06% -14,94%

V10 -227,15% -109,64% 220,31% -6,29%

V12 -7,95% -3,83% 7,74% -0,20%

M2 -78,94% 171,68% -333,42% 216,72%

M8 -3,89% -0,59% 1,84% -0,19%

M9 282,96% 61,05% -104,67% 11,87%

M10 -307,46% -41,30% 144,03% -16,99%

M12 -2,14% -0,34% 1,02% -0,10%

V2 230,65% -95,53% -28,72% -17,60%

V10 -164,13% -24,58% 76,30% -8,99%

V12 -8,31% -1,23% 3,89% -0,44%

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1
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Σχήµα 5.89. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς, όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π3, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=40m. 
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Πίνακας 5.39. Απόλυτες τιµές και αποκλίσεις από την λύση αναφοράς, των προσοµοιωµάτων όσον 

αφορά τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη του πλαισίου Π3. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 

FEM Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -4,27 15,48 4,90 21,94 -32,71

M8 -98,77 -95,51 -96,20 -101,40 -98,86

M9 -97,02 -300,05 -262,11 31,09 -94,11

M10 15,09 -142,52 -107,00 138,17 17,59

M12 -91,13 -89,50 -89,84 -92,46 -91,19

V2 65,00 149,16 115,32 12,84 51,13

V10 25,22 -39,77 -25,84 76,24 26,35

V12 64,79 60,12 61,12 68,48 64,88

M2 -5,84 14,27 -7,92 27,44 -39,80

M8 -98,93 -95,55 -96,77 -101,69 -98,93

M9 -89,94 -297,34 -230,10 47,35 -91,21

M10 22,54 -140,24 -79,29 152,41 20,59

M12 -91,21 -89,52 -90,12 -92,61 -91,22

V2 60,72 147,85 94,25 7,75 49,62

V10 28,26 -38,82 -14,52 82,02 27,59

V12 65,01 60,18 61,94 68,89 64,97

M2 -30,59 -21,43 -82,00 41,36 -83,52

M8 -159,04 -153,64 -157,40 -161,41 -158,97

M9 -140,37 -470,32 -261,57 -35,74 -145,88

M10 89,53 -175,31 12,96 203,14 84,01

M12 -144,00 -141,31 -143,17 -145,20 -143,98

V2 78,06 225,31 51,09 41,92 58,18

V10 71,57 -36,42 38,85 117,73 69,26

V12 106,67 98,90 104,33 110,01 106,52

Winkler Pasternak Vlasov Kerr

M2 -462,55% -214,71% -613,81% 665,97%

M8 -3,30% -2,61% 2,66% 0,10%

M9 209,26% 170,16% -132,04% -3,00%

M10 -1044,50% -809,05% 815,67% 16,59%

M12 -1,79% -1,42% 1,46% 0,06%

V2 129,48% 77,42% -80,25% -21,34%

V10 -257,69% -202,45% 202,30% 4,50%

V12 -7,21% -5,66% 5,69% 0,14%

M2 -344,31% 35,67% -569,92% 581,55%

M8 -3,41% -2,19% 2,79% 0,00%

M9 230,60% 155,84% -152,65% 1,41%

M10 -722,20% -451,76% 576,17% -8,63%

M12 -1,85% -1,19% 1,53% 0,01%

V2 143,50% 55,23% -87,24% -18,28%

V10 -237,38% -151,36% 190,24% -2,37%

V12 -7,42% -4,73% 5,98% -0,06%

M2 -29,96% 168,05% -235,21% 173,04%

M8 -3,40% -1,03% 1,49% -0,04%

M9 235,05% 86,35% -74,54% 3,92%

M10 -295,81% -85,53% 126,90% -6,17%

M12 -1,87% -0,57% 0,83% -0,02%

V2 188,66% -34,54% -46,29% -25,47%

V10 -150,89% -45,71% 64,50% -3,22%

V12 -7,28% -2,20% 3,13% -0,14%

E2

E2

E4

E4

Προσοìοßωìα:

Αποκλßσειò

E1

Απüλυτεò τιìÝò

Προσοìοßωìα:

E1
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Σχήµα 5.90. Αποκλίσεις των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων από την λύση αναφοράς, όσον αφορά τα εντατικά 

µεγέθη του πλαισίου Π3, για όλες τις εξεταζόµενες κατηγορίες εδάφους. Βάθος ελαστικού υποβάθρου HS=20m. 
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Από τους πίνακες 5.37 – 5.39 και τα σχήµατα 5.88 – 5.90, προκύπτει µια σειρά γενικών συµπερασµάτων, 

που αφορούν την διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων της επίλυσης του πλαισίου Π3 από τα αποτελέσµατα 

των επιλύσεων των πλαισίων Π1 και Π2. Τα συµπεράσµατα αυτά είναι: 

– Οι πολύ µεγάλες αποκλίσεις όλων των προσοµοιωµάτων – πλην του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων – όσον αφορά τις ροπές των στύλων στην στάθµη της θεµελίωσης (ροπές Μ9 και Μ10). Πιο 

συγκεκριµένα, στην παρούσα περίπτωση οι αποκλίσεις κυµαίνονται σε γενικές γραµµές – πλην 

ορισµένων εξαιρέσεων – σε επίπεδα άνω του 160%, ενώ στις προηγούµενες περιπτώσεις δεν 

ξεπερνούσαν το 80% (βλέπε Πίνακες 5.28 – 5.30 και Πίνακες 5.20 – 5.22). 

– Ανάλογη είναι και η αστοχία των προσοµοιωµάτων – πλην του προσοµοιώµατος του Kerr – όσον αφορά 

την τέµνουσα που αναπτύσσεται στη βάση του δεξιού υποστυλώµατος του πλαισίου (τέµνουσα V10). 

Έτσι, ενώ στην παρούσα περίπτωση οι αποκλίσεις είναι κατά κανόνα µεγαλύτερες του 100%, στις 

προηγούµενες περιπτώσεις δεν υπερέβαιναν το 60%. 

– Σηµαντική είναι και η διαφοροποίηση που παρατηρείται στις αποκλίσεις των εντατικών µεγεθών στην 

κορυφή του πλαισίου (M8, M12,V12). Έτσι, ενώ κατά τις επιλύσεις των πλαισίων Π1 και Π2 τα 

συγκεκριµένα εντατικά µεγέθη δεν απέκλιναν περισσότερο από 3.5% από τις τιµές αναφοράς, στην 

παρούσα περίπτωση ξεπερνούν πολλές φορές το 4.0%. Ειδικότερα, τις µεγαλύτερες αποκλίσεις εµφανίζει 

η τέµνουσα V12 καθώς σε πολλές περιπτώσεις ξεπερνά το 5%, ενώ σε ορισµένες αγγίζει και το 9%. 

Εξαίρεση αποτελεί το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων το οποίο και στην παρούσα περίπτωση 

αποδίδει αποκλίσεις χαµηλότερες του 1.0%. 

Πέραν των παραπάνω συµπερασµάτων, θα εκτεθεί και µια σειρά παρατηρήσεων που αφορούν την 

συγκριτική αξιολόγηση των προσοµοιωµάτων: 

Άργιλος µέσης σκληρότητας 

Παρά τις µεγάλες του αποκλίσεις, το προσοµοίωµα του Pasternak παρουσιάζεται το πιο αποδοτικό 

προσοµοίωµα µετά το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, και αποδίδει µάλιστα πολύ καλύτερη τιµή από 

το τελευταίο για την ροπή Μ2. Χαρακτηριστικά αναφέρεται, ότι στην περίπτωση HS=60m η απόκλιση που 

αποδίδει το προσοµοίωµα του Pasternak είναι της τάξης του 25%, ενώ η αντίστοιχη απόκλιση που αποδίδει 

το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων είναι άνω του 550%. Τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler 

αποδίδουν τις µεγαλύτερες αποκλίσεις για όλα τα ελεγχόµενα εντατικά µεγέθη. 

Σκληρή Άργιλος 

∆εν παρατηρείται ουσιαστική διαφοροποίηση, κυρίως όσον αφορά την ιεράρχηση των προσοµοιωµάτων 

µε βάση την αποδοτικότητα τους. Ελαφρά βελτίωση της απόδοσης τους, σε σχέση µε την προηγούµενη 

περίπτωση, παρουσιάζουν σε γενικές γραµµές όλα τα προσοµοιώµατα.  

Πυκνή Άµµος 

Ούτε και στην περίπτωση αυτή µεταβάλλεται η ιεράρχηση των προσοµοιωµάτων µε βάση την 

αποδοτικότητα τους. Ωστόσο, η σηµαντική διαφοροποίηση που εµφανίζεται αφορά την περαιτέρω µείωση 

των αποκλίσεων που αποδίδουν όλα τα προσοµοιώµατα, σε σχέση µε τις δυο προηγούµενες περιπτώσεις των 

αργιλικών εδαφών. 
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Γενικά συµπεράσµατα από τις επιλύσεις των τριών πλαισίων 

Μεγέθη µετακινήσεων 

Από τις αναλύσεις των τριών πλαισίων προέκυψε το συµπέρασµα, ότι ανεξαρτήτως του τύπου του 

εδάφους και του βάθους του ελαστικού υποβάθρου, η τιµή του συντελεστή συσχέτισης nck=17 προσδίδει στο 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων την δυνατότητα απόδοσης αποκλίσεων που δεν υπερβαίνουν το 18 – 

22%. Εξαίρεση στο συµπέρασµα αυτό, αποτελούν οι στροφές φ2 και φ8 για τις οποίες η συγκεκριµένη τιµή 

του συντελεστή συσχέτισης δεν επιτυγχάνει σε µεµονωµένες µόνο περιπτώσεις ικανοποιητική σύγκλιση. 

Γενικότερα, αν ληφθούν για τον συντελεστή nck τιµές από το διάστηµα 15 – 20 τότε οι αποκλίσεις των 

µεγεθών µετακίνησης δεν υπερβαίνουν, πλην ορισµένων εξαιρέσεων που αφορούν κυρίως τις στροφές φ2 

και φ8, το 25%. Το συµπέρασµα αυτό ισχύει για τα αργιλικά εδάφη Ε1 και Ε2, και για τα τρία πλαίσια που 

επιλύθηκαν. Για το αµµώδες έδαφος Ε4, το αντίστοιχο διάστηµα είναι 20 – 25. Εξαίρεση αποτελεί η 

περίπτωση Ε4 / ΗS=20m κατά την επίλυση του πλαισίου Π1. Θα πρέπει επίσης να υπογραµµισθεί, ότι τα 

µικρά µεγέθη των πεδίων που δόθηκαν παραπάνω, οφείλονται κατά κύριο λόγο στα στροφικά µεγέθη 

µετακίνησης φ2 και φ8. Αν περιοριστεί κανείς στην απαίτηση για σύγκλιση µόνον των µεταφορικών µεγεθών 

µετακίνησης uz9, uz10, ux8, τα αντίστοιχα µεγέθη είναι σηµαντικά µεγαλύτερα. 

Για τιµές του συντελεστή συσχέτισης που ανήκουν στα πεδία που παρουσιάστηκαν παραπάνω, το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων υπερτερεί σαφώς των προσοµοιωµάτων των Vlasov, Pasternak και 

Winkler. Εξαίρεση στον κανόνα αυτό, αποτελούν µεµονωµένες περιπτώσεις οι οποίες αφορούν την 

σύγκλιση της στροφής φ2, για την οποία αποδίδει ικανοποιητικότερες τιµές το προσοµοίωµα του Pasternak. 

Όσον αφορά την απόδοση των υπολοίπων προσοµοιωµάτων, µπορούν σε γενικές γραµµές να τονιστούν 

τα εξής: 

– Το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει σε γενικές γραµµές καλύτερα τις κατακόρυφες µετακινήσεις, αν 

εξαιρεθεί το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων. Το γεγονός αυτό, οφείλεται στη δυνατότητα του 

προσοµοιώµατος στο να λαµβάνει υπόψη την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των εδραζόµενων 

φορέων. Αντίθετα, δεν αποδίδει ικανοποιητικές τιµές για τις στροφές φ2 και φ8, οι αποκλίσεις των οποίων 

σε ορισµένες περιπτώσεις είναι πολύ µεγάλες. Αντίστοιχη αδυναµία παρουσιάζει και στην σύγκλιση της 

οριζόντιας µετακίνησης του τελευταίου ορόφου του πλαισίου, µε µικρότερες όµως αποκλίσεις. 

– Το προσοµοίωµα του Pasternak εµφανίζεται πολύ αποδοτικό στην προσέγγιση των στροφικών µεγεθών 

µετακίνησης φ2 και φ8. Σε πολλές περιπτώσεις µάλιστα, αποδίδει εφάµιλλα ή και ελαφρώς καλύτερα 

αποτελέσµατα από το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, κυρίως για µικρά βάθη υποβάθρου. 

Αντίθετα, υστερεί στην προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων uz9, uz10, λόγω του γεγονότος ότι 

δεν λαµβάνει υπόψη την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των πλαισίων. 

– Τέλος το προσοµοίωµα του Winkler, αποδίδει µε µεγάλη διαφορά τα χειρότερα αποτελέσµατα σε όλες τις 

περιπτώσεις που µελετήθηκαν, και για κάθε ένα από τα µεγέθη µετακίνησης που εξετάστηκαν, µε πολύ 

ελάχιστες εξαιρέσεις. 
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Μεγέθη έντασης 

Όσον αφορά τα εντατικά µεγέθη, δεν στάθηκε δυνατός ο προσδιορισµός ενός συγκεκριµένου και κοινού 

για όλες τις περιπτώσεις συντελεστή συσχέτισης µε τον οποίον επιτυγχάνεται η σύγκλιση όλων των µεγεθών 

έντασης που εξετάστηκαν. Όπως αποδείχθηκε, οι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης µπορούν να 

οµαδοποιηθούν µε βάση το βάθος του ελαστικού υποβάθρου ΗS, ανεξαρτήτως του τύπου του εδάφους. 

Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση επίλυσης του πλαισίου Π3 κατά την οποία υφίσταται διαφοροποίηση 

µεταξύ των αργιλικών (Ε1 και Ε2), και του αµµώδους εδάφους (Ε4) που µελετήθηκαν. Επιπλέον, 

υφίστανται διαφοροποιήσεις στις τιµές των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης, και µεταξύ των επιλύσεων 

των τριών πλαισίων. Έτσι τίθεται το ερώτηµα της ύπαρξης ή όχι, κάποιου συγκεκριµένου νόµου µεταβολής 

των βέλτιστων συντελεστών nck, αλλά και το ερώτηµα της συσχέτισης τους µε κάποιο µέγεθος που 

χαρακτηρίζει τη δοκό ή το έδαφος θεµελίωσης. Για το λόγο αυτό διερευνήθηκε, όπως και στην περίπτωση 

του παραδείγµατος δοκού πεπερασµένου µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση (Παράγραφος 5.3.2.1), 

η δυνατότητα συσχετισµού του nck µε το δείκτη λ των Vlasov και Leont’ev (Σχέση 2.134), ο οποίος αποτελεί 

ένα µέτρο της σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού. Έτσι, οµαδοποιήθηκαν τα δεδοµένα των πινάκων 

5.16, 5.27 και 5.35, µε κριτήριο το βάθος του ελαστικού υποβάθρου και τοποθετήθηκαν στον πίνακα 5.40. 

Λαµβάνοντας από κάθε κατηγορία επίλυσης µια ενδεικτική τιµή για το συντελεστή συσχέτισης (στήλη 6) µε 

κριτήριο να βρίσκεται εντός του εύρους του εκάστοτε βέλτιστου πεδίου τιµών, σχηµατίστηκαν τα 

διαγράµµατα nck – λ που δίνονται στο σχήµα 5.91. Με βάση τα ζεύγη τιµών (nck, λ) πραγµατοποιήθηκε µια 

ανάλυση µη γραµµικής παλινδρόµησης, προκειµένου να διερευνηθεί η δυνατότητα σχηµατισµού µιας 

σχέσης που να συνδέει τα µεγέθη αυτά. Πράγµατι, όπως καθίσταται σαφές από την µελέτη του σχήµατος 

5.91, υπάρχει συσχέτιση των nck και λ, µέσω των ακολούθων εκθετικών σχέσεων: 

– Βάθος HS= 60m 0,985)(R    λ531,62n 20,5492
ck == −  

– Βάθος HS= 40m 0,997)(R    λ615,37n 20,5043
ck == −  

– Βάθος HS= 20m 0,99)(R    λ627,22n 20,1865
ck == −  

Οι σχέσεις αυτές έχουν δείκτες συσχέτισης κοντά στη µονάδα (R2≈1), κάτι που σηµαίνει ότι τα µεγέθη 

nck και λ έχουν υψηλό βαθµό συσχέτισης. Εποµένως, µε την εφαρµογή των σχέσεων αυτών είναι δυνατό να 

εκτιµηθεί ο βέλτιστος κατά περίπτωση συντελεστής συσχέτισης των ελατηριακών σταθερών του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, έτσι ώστε να αποδίδονται τιµές εντατικών µεγεθών που δεν 

αποκλίνουν περισσότερο από 20 – 25% από τις τιµές αναφοράς των συγκεκριµένων εντατικών µεγεθών 

στην περιοχή της θεµελίωσης του πλαισίου. ∆εν θα πρέπει όµως να λησµονείται το γεγονός, ότι οι 

παραπάνω σχέσεις δεν καλύπτουν την καµπτική ροπή που αναπτύσσεται στο άκρο της δοκού θεµελίωσης 

(ροπή Μ2) η οποία όπως επανειληµµένως τονίστηκε, λαµβάνει τις βέλτιστες τιµές της για τιµές του 

συντελεστή συσχέτισης που βρίσκονται εκτός των πεδίων που αποδίδουν τις βέλτιστες τιµές των υπολοίπων 

εντατικών µεγεθών στην περιοχή της θεµελίωσης. Ωστόσο όπως αποδείχθηκε, ακόµα και για αυτές τις τιµές 

του nck η τιµή της ροπής Μ2 όπως προκύπτει από την εφαρµογή του προσοµοιώµατος των τριών 
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παραµέτρων είναι στην πλειοψηφία των περιπτώσεων εγγύτερα στην τιµή αναφοράς, απ’ ότι οι τιµές που 

προκύπτουν από την εφαρµογή των υπολοίπων προσοµοιωµάτων που εξετάστηκαν. 

Πίνακας 5.40. Πίνακας τιµών των συντελεστών συσχέτισης που επιτυγχάνουν την µη υπέρβαση του 20 – 

25% από την λύση αναφοράς στις τιµές των εντατικών µεγεθών στην περιοχή της θεµελίωσης των πλαισίων, 

συναρτήσει του δείκτη λ. 

Βάθος Έδαφος Πλαίσιο Συντελεστής λ
Εύρος 

συντελεστή nck

Ενδεικτική 
τιµή του nck

Τιµή του nck από τη 
σχέση παλινδρόµησης

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

Π1 0.47 65 – 110 93 95

Π2 0.35 77 – 115 114 111

Π3 1.01 58 – 64 60 62

Π1 0.52 85 – 135 88 90

Π2 0.40 109 – 145 110 106

Π3 1.15 68 – 84 68 60

Π1 0.93 55 – 90 62 65

Π2 0.70 74 – 100 75 76

Π3 2.02 40 – 50 45 43

Π1 0.47 38 – 70 55 55

Π2 0.35 44 – 67 65 64

Π3 1.01 33 – 47 37 37

Π1 0.52 50 – 80 52 52

Π2 0.40 54 – 90 60 60

Π3 1.15 44 – 55 44 35

Π1 0.93 34 – 55 38 39

Π2 0.70 42 – 59 45 45

Π3 2.02 27 – 33 27 27

Π1 0.47 17 – 30 26 26

Π2 0.35 18 – 29 28 28

Π3 1.01 21 – 25 22 23

Π1 0.52 20 – 36 25 26

Π2 0.40 22 – 36 27 27

Π3 1.15 22 – 29 22 22

Π1 0.93 16 – 28 23 23

Π2 0.70 18 – 26 24 24

Π3 2.02 15 – 20 20 20

HS=20m

E1

E2

E3

HS=40m

E1

E2

E3

HS=60m

E1

E2

E3
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(γ) 

Σχήµα 5.91 Ανάλυση µη γραµµικής παλινδρόµησης µεταξύ των συντελεστών συσχέτισης nck, και των δεικτών 

σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ. 
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Όσον αφορά την απόδοση των υπολοίπων προσοµοιωµάτων στην προσέγγιση των εντατικών µεγεθών 

στην περιοχή της θεµελίωσης, προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

– Σε γενικές γραµµές, το προσοµοίωµα του Pasternak παρά τις µεγάλες αποκλίσεις που αποδίδει σε πολλές 

από τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν, εµφανίζεται το πιο αποδοτικό από τα υπόλοιπα. 

– Τα προσοµοιώµατα του Vlasov και του Winkler, παρουσιάζονται υποδεέστερα του προσοµοιώµατος του 

Pasternak. Η υπεροχή όµως του ενός έναντι του άλλου, αποδεικνύεται ότι εξαρτάται κατά κύριο λόγο από 

τον συντελεστή σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ, και κατά δεύτερο λόγο από το βάθος HS του 

ελαστικού υποβάθρου. Έτσι: 

• Όταν λ<0.5 το προσοµοίωµα του Winkler υπερτερεί του προσοµοιώµατος του Vlasov, ανεξαρτήτως 

του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Είναι µάλιστα χαρακτηριστικό το γεγονός, ότι για τις µικρές 

τιµές του λ η απόδοση του προσοµοιώµατος του Winkler πλησιάζει σε γενικές γραµµές την απόδοση 

του προσοµοιώµατος του Pasternak. 

• Όταν 0.5<λ<0.9 η απόδοση των προσοµοιωµάτων εξαρτάται από το βάθος του ελαστικού υποβάθρου 

HS. Πιο συγκεκριµένα: 

o   Όταν ΗS=60 µέτρα, το προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται αποδοτικότερο για τιµές του λ 

κοντά στο κάτω όριο του διαστήµατος (δηλαδή όταν λ→0.5), ενώ για µεγαλύτερες τιµές του λ, 

εµφανίζεται αποδοτικότερο το προσοµοίωµα του Vlasov. 

o   Όταν ΗS=40 µέτρα, ισχύουν σε γενικές γραµµές αυτά που ισχύουν και στην περίπτωση που ΗS=60 

µέτρα. Η µόνη διαφορά είναι ότι στην παρούσα περίπτωση, η υπεροχή του προσοµοιώµατος του 

Vlasov έναντι του προσοµοιώµατος του Winkler γίνεται σαφής µόνο όταν λ>0.7. 

o   Όταν το βάθος του ελαστικού υποβάθρου είναι ίσο µε 20 µέτρα, το προσοµοίωµα του Vlasov 

υπερέχει του προσοµοιώµατος του Winkler σε όλο το εύρος του διαστήµατος (0.5 – 0.9). 

• Όταν λ>0.9 το βάθος του ελαστικού υποβάθρου δεν έχει τόσο µεγάλη επιρροή, καθώς σε γενικές 

γραµµές το προσοµοίωµα του Vlasov αποδεικνύεται αποδοτικότερο του προσοµοιώµατος του 

Winkler, ειδικότερα στις περιπτώσεις που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µέσο ή µικρό βάθος. Για 

µεγάλα βάθη, οι µεταξύ των δυο προσοµοιωµάτων διαφορές αµβλύνονται για τιµές του λ κοντά στο 

όριο λ=0.9. Αντίθετα όσο το λ λαµβάνει µεγαλύτερες τιµές, το προσοµοίωµα του Vlasov 

παρουσιάζει και πάλι σαφή υπεροχή έναντι του προσοµοιώµατος του Winkler. 

Τέλος, όσον αφορά τα εξεταζόµενα εντατικά µεγέθη στην κορυφή του πλαισίου, όλα τα προσοµοιώµατα 

αποδεικνύονται ιδιαίτερα αποδοτικά κυρίως κατά τις επιλύσεις των πλαισίων Π1 και Π2, όπου δεν 

παρατηρούνται αποκλίσεις µεγαλύτερες του 2 – 3% από τις τιµές αναφοράς. Αντίθετα, ελαφρά αυξηµένες 

εµφανίζονται οι αποκλίσεις κατά την επίλυση του πλαισίου Π3. Πιο συγκεκριµένα, αποδίδονται αποκλίσεις 

που στην περίπτωση της τέµνουσας V12 φτάνουν – σε µεµονωµένες περιπτώσεις πάντως – έως και το 9%. Οι 

αποκλίσεις των υπόλοιπων µεγεθών που εξετάστηκαν πλησιάζουν, χωρίς να ξεπερνούν, σε ορισµένες 

περιπτώσεις το 5%. Έτσι, µπορεί να διατυπωθεί το συµπέρασµα ότι ο τύπος του εδαφικού προσοµοιώµατος 

δεν επηρεάζει σχεδόν καθόλου τις αποκλίσεις των τιµών των εντατικών µεγεθών στην κορυφή του πλαισίου, 

καθώς όλα τα προσοµοιώµατα αποδίδουν πολύ ικανοποιητικές τιµές, πλην ελαχίστων εξαιρέσεων.  
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5.3.3.3. Παράδειγµα 3γ: Ελαστική ευστάθεια πασσαλοθεµελίωσης 

Το παράδειγµα αυτό αφορά την µελέτη της ελαστικής ευστάθειας φορέως θεµελίωσης, ο οποίος 

αποτελείται από µια πεδιλοδοκό που εδράζεται µέσω πασσάλων σε ακλόνητο υπόβαθρο – βράχο (Σχήµα 

5.92α). Το περιβάλλον τους πασσάλους έδαφος θεωρείται ελαστικώς ενδόσιµο και κατά την οριζόντια 

έννοια. Γίνεται η παραδοχή, ότι η ανωδοµή είναι εξαιρετικά δύσκαµπτη (αποτελούµενη από ισχυρά 

τοιχώµατα) και εποµένως το πιθανό πρόβληµα ευστάθειας περιορίζεται στη θεµελίωση. Οι πάσσαλοι 

µεταβιβάζουν το κατακόρυφο φορτίο τους στο βραχώδες υπόβαθρο εξ ολοκλήρου µέσω της αιχµής τους, και 

όχι µε πλευρική τριβή. Το γεγονός αυτό, κάνει περιττή την προσοµοίωση των αντιστάσεων λόγω τριβών 

(π.χ. µε ελατήρια τοποθετηµένα κατά την έννοια του άξονα του πασσάλου). Έτσι, το εν προκειµένω 

ενδεικνυόµενο και επαρκές προσοµοίωµα είναι αυτό που δίνεται στο σχήµα 5.92β, σε πέντε παραλλαγές ως 

προς την πυκνότητα της διακριτοποίησης.  
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Σχήµα 5.92. Φορέας θεµελίωσης µε πασσάλους µε ακλόνητη έδραση στην αιχµή τους, εντός οριζοντίως ενδόσιµου 
εδάφους: (α) ∆εδοµένα πραγµατικού φορέα, (β) Πέντε συµβατικά προσοµοιώµατα διαφορετικής πυκνότητας κανάβου. 

Στόχοι του παραδείγµατος είναι: 

– η εφαρµογή του νέου πεπερασµένου στοιχείου που αναπτύχθηκε στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, σε 

προβλήµατα στα οποία απαιτείται ο προσδιορισµός κρίσιµου φορτίου λυγισµού και, 

– η διερεύνηση της επιρροής της δεύτερης εδαφικής παραµέτρου στην τιµή του κρισίµου φορτίου 

λυγισµού, µέσω επίλυσης µε το αντίστοιχο προσοµοίωµα. 

Για το σκοπό αυτό πραγµατοποιήθηκαν καταρχήν επιλύσεις µε το προσοµοίωµα του Winkler, 

προκειµένου να πραγµατοποιηθεί σύγκριση της τιµής του κρίσιµου φορτίου λυγισµού που προκύπτει αφενός 

από την χρήση του νέου στοιχείου, και αφετέρου από την χρήση συµβατικών τεχνικών προσοµοίωσης.  
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Για τις επιλύσεις µε το νέο πεπερασµένο στοιχείο συντάχθηκε ειδικός αλγόριθµος, σε γλώσσα Fortran 90, 

µέσω του οποίου επιτυγχάνεται ο προσδιορισµός του κρίσιµου φορτίου λυγισµού του φορέα θεµελίωσης του 

σχήµατος 5.92, τόσο µε το προσοµοίωµα του Winkler, όσο και µε το προσοµοίωµα του Pasternak. Ο 

αλγόριθµος αυτός πέραν του γεγονότος ότι είναι επαναληπτικός, απαραίτητη προϋπόθεση καθώς καλείται να 

επιλύσει ένα µη γραµµικό πρόβληµα, έχει ενσωµατωµένες όλες τις περιπτώσεις λύσεις των διαφορικών 

εξισώσεων του προβλήµατος οι οποίες είναι πιθανό να εµφανιστούν (Περιπτώσεις 1 και 3, Σχήµα 4.2). 

Πρέπει να τονιστεί εδώ, ότι στην περίπτωση των κατά την οριζόντια έννοια ελαστικώς εδραζοµένων 

πασσάλων, η θεώρηση του προσοµοιώµατος των δυο παραµέτρων θέτει το πρόβληµα προσδιορισµού µιας 

δεύτερης παραµέτρου ανάλογης του δείκτη οριζόντιας αντίστασης του εδάφους kGh,  και το πρώτο ερώτηµα 

που τίθεται είναι κατά πόσο η τιµή της παραµέτρου αυτής διαφοροποιείται – και κατά ποιο τρόπο – από την 

αντίστοιχη τιµή της παραµέτρου kG που αφορά τις συνθήκες κατακόρυφης φόρτισης. Στα πλαίσια του 

παραδείγµατος τέθηκε αρχικά kGh=kG, ενώ για λόγους διερεύνησης της επιρροής της τιµής της δεύτερης 

παραµέτρου επί της τιµής του κρίσιµου φορτίου λυγισµού, τέθηκαν διαδοχικά kGh= (1/2)kG και kGh= 2kG. 

Όσον αφορά τις τιµές του δείκτη οριζόντιας αντίστασης του εδάφους kh, έγιναν οι εξής παραδοχές: 

1. Θεωρήθηκε ότι το έδαφος θεµελίωσης αποτελείται από προσχώσεις µαλακής ιλύος (soft alluvial silt), και 

εποµένως o συντελεστής οριζόντιας αντίστασης µπορεί να θεωρηθεί σταθερός σε σχέση µε το βάθος 

(Terzaghi 1955). 

2. Οι ελαστικές σταθερές του εδάφους θεωρήθηκαν ίσες µε E=1277kN/m2 και ν=0.4 (Bowles (1988), 

σελ.776). 

3. Ο δείκτης οριζόντιας αντίστασης του εδάφους kh θεωρήθηκε ότι: 

α. προκύπτει µε διπλασιασµό της τιµής του δείκτη ks (Bowles (1988)), 

β. είναι ίσος µε το δείκτη κατακόρυφης αντίστασης ks (Τerzaghi (1955)). 

4. Για τον υπολογισµό των δεικτών ks και kh χρησιµοποιήθηκε η σχέση που πρότεινε ο Biot (1937), και µε 

βάση τα γεωµετρικά δεδοµένα των διατοµών της πεδιλοδοκού και των πασσάλων, τα οποία δίνονται στο 

σχήµα 5.92α, προέκυψαν οι εξής τιµές:  

– kh=3671 kN/m3 και ks=566.21 kN/m3 µε βάση την παραδοχή kh=2ks 

– kh=1835 kN/m3 και ks=566.21 kN/m3 µε βάση την παραδοχή kh=ks. 

Για τον υπολογισµό της τιµής της δεύτερης παραµέτρου χρησιµοποιήθηκε και στο παρόν παράδειγµα, το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov (Vallabhan και Das (1988)). Θεωρήθηκε ότι το υπόστρωµα της 

ιλύος έχει µέσο βάθος 10m µε ελαστικές σταθερές E=1277kN/m2 και v=0.4, και η τιµή η οποία προέκυψε µε 

βάση τη διαδικασία αυτή είναι kG=1457.2 kN. Για λόγους σύγκρισης µε τις προηγούµενες επιλύσεις, ως 

τιµές των δεικτών ks και kh χρησιµοποιήθηκαν οι τιµές που δόθηκαν παραπάνω. 

Οι αρχικές συγκρίσεις περιορίστηκαν στις επιλύσεις µε το προσοµοίωµα του Winkler προκειµένου να 

συγκριθούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση µε το προτεινόµενο στοιχείο, µε τα 

αντίστοιχα αποτελέσµατα από συµβατικές αναλύσεις µε προσοµοιώµατα διαφορετικής πυκνότητας 

διακριτοποίησης (Σχήµα 5.92β), οι οποίες έγιναν µε το πρόγραµµα SAP2000. Οι συγκρίσεις αυτές 

πραγµατοποιήθηκαν µε τις παραδοχές kh=ks και kh=2ks. 
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Στο σχήµα 5.93 δίνονται οι αποκλίσεις των τιµών του κρίσιµου φορτίου λυγισµού που προκύπτουν από 

τις επιλύσεις µε τα συµβατικά προσοµοιώµατα, από την τιµή που προκύπτει από την επίλυση µε το 

προτεινόµενο στοιχείο. Όπως φαίνεται από το σχήµα αυτό, η προσέγγιση της ακριβούς τιµής του κρίσιµου 

φορτίου µε απόκλιση κάτω του 1% επιτυγχάνεται από συµβατικά προσοµοιώµατα που αποτελούνται από 42 

ή και περισσότερα συµβατικά στοιχεία δοκού. Το προσοµοίωµα που αποτελείται από 21 στοιχεία 

επιτυγχάνει αποτελέσµατα µε αποκλίσεις της τάξης του 7%, οι οποίες µπορεί να θεωρηθούν αποδεκτές. 

Τέλος, το προσοµοίωµα των 15 στοιχείων αποδίδει αποκλίσεις της τάξης του 30% και εποµένως θα πρέπει 

να θεωρηθεί απορριπτέο.  

Στο σηµείο αυτό, ενδιαφέρον παρουσιάζει και η σύγκριση του αριθµού των στοιχείων που απαιτούνται 

για την προσέγγιση του κρίσιµου φορτίου λυγισµού, µε τον αντίστοιχο αριθµό στοιχείων που απαιτούνται 

για την σύγκλιση των εντατικών µεγεθών κατά την ανάλυση στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης που 

παρουσιάστηκε στο Παράδειγµα 3α (Παράγραφος 5.3.3.1). Από την σύγκριση αυτή προκύπτει το 

συµπέρασµα, ότι τα συµβατικά προσοµοιώµατα έχουν µικρότερες απαιτήσεις σε αριθµό στοιχείων για τον 

αξιόπιστο υπολογισµό του κρίσιµου φορτίου λυγισµού. Πιο συγκεκριµένα, κατά την ανάλυση στα πλαίσια 

της θεωρίας α’ τάξης και µε στόχο τον αξιόπιστο υπολογισµό των εντατικών µεγεθών, απαιτήθηκαν 20 

στοιχεία για την προσοµοίωση µιας µόνον δοκού µήκους 13.8 µέτρων. Αντίστοιχα, για τον αξιόπιστο 

προσδιορισµό του κρίσιµου φορτίου λυγισµού απαιτείται προσοµοίωµα αποτελούµενο από 21 στοιχεία, για 

την προσοµοίωση ενός φορέα ο οποίος αποτελείται από 5 δοµικά στοιχεία µε µήκη από 8 έως 10 µέτρα. 
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Σχήµα 5.93. Αποκλίσεις της τιµής του κρίσιµου φορτίου λυγισµού που προκύπτει από την επίλυση συµβατικών 
προσοµοιωµάτων (επίλυση µε το πρόγραµµα SAP2000), από την αντίστοιχη τιµή που προκύπτει από την επίλυση µε 
το προτεινόµενο στοιχείο δοκού. 
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Στην δεύτερη κατηγορία αναλύσεων χρησιµοποιήθηκε αποκλειστικά το προτεινόµενο νέο στοιχείο. Το 

έδαφος προσοµοιώθηκε αφενός µε το προσοµοίωµα του Winkler, και αφετέρου µε το προσοµοίωµα των δύο 

παραµέτρων. Όσον αφορά στη χρήση του προσοµοιώµατος των δύο παραµέτρων, θα πρέπει να τονιστεί ότι 

έγιναν αναλύσεις τόσο µε θεώρηση της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του φορέα, όσο και χωρίς τη 

θεώρησης της επιρροής αυτής. Στόχος των αναλύσεων αυτών, είναι ο προσδιορισµός του εύρους 

διακύµανσης του κρίσιµου φορτίου λυγισµού όπως προκύπτει από τις διάφορες παραδοχές που γίνονται για 

τις τιµές των εδαφικών παραµέτρων. Από το Σχήµα 5.94 προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα:  

1. Όσον αναφορά τις επιλύσεις µε το προσοµοίωµα του Winkler, η διαφορά της τιµής του κρίσιµου φορτίου 

λυγισµού υπό την παραδοχή kh=2kS έναντι της τιµής του υπό την παραδοχή kh=kS είναι της τάξης του 

33%, διαφορά η οποία µπορεί να θεωρηθεί σηµαντική. ∆ηλαδή, ο διπλασιασµός της τιµής του δείκτη της 

οριζόντιας αντίστασης του εδάφους προκαλεί µείωση του φορτίου λυγισµού κατά το ένα τρίτο, κάτι που 

σηµαίνει ότι η ευαισθησία που παρουσιάζει η τιµή του κρίσιµου φορτίου λυγισµού στην µεταβολή της 

παραµέτρου «οριζόντια αντίδραση του εδάφους» είναι σηµαντική. 

2. Η θεώρηση του προσοµοιώµατος των δύο παραµέτρων αυξάνει εν γένει τις τιµές του κρίσιµου φορτίου 

λυγισµού, όπως άλλωστε ήταν αναµενόµενο, αφού η θεώρηση του διατµητικού επιπέδου στα πλαίσια του 

εν λόγω προσοµοιώµατος, προσδίδει στην ελαστική έδραση της δοκού µια πρόσθετη αντίσταση στις 

εγκάρσιες µετακινήσεις. Όσον αφορά την παραδοχή για τη συσχέτιση των kGh και kG, µπορούν να 

επισηµανθούν τα εξής: 

α. Αν θεωρηθεί ότι kh=kS, τότε η µεταβολή της τιµής του κρίσιµου φορτίου λυγισµού µεταξύ των 

περιπτώσεων στις οποίες γίνονται οι παραδοχές kGh=(1/2)kG και kGh=2kG, είναι της τάξης του 25%.  

β. Με τη θεώρηση ότι kh=2kS η αντίστοιχη µεταβολή είναι της τάξης του 21%. 
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Σχήµα 5.94. Τιµές του κρίσιµου φορτίου λυγισµού όπως προκύπτουν από τη χρήση των προσοµοιωµάτων µιας και 

δυο παραµέτρων, και τις παραδοχές για τις τιµές των παραµέτρων τους. 
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Εποµένως το εύρος διακύµανσης της τιµής του κρίσιµου φορτίου λυγισµού που προκύπτει από τις 

αναλύσεις µε τις δυο ακραίες, στα πλαίσια του παρόντος παραδείγµατος, τιµές της παραµέτρου kGh οι 

οποίες διαφέρουν µεταξύ τους κατά 300%, είναι της τάξης του 20 – 25%. Αυτό σηµαίνει ότι η µεταβολή 

της τιµής της παραµέτρου kGh, δεν έχει ιδιαίτερα µεγάλη επιρροή στην τιµή του κρίσιµου φορτίου 

λυγισµού. 

3. Η διαφορά στις τιµές του κρίσιµου φορτίου λυγισµού που προκύπτουν µε ή χωρίς τη θεώρηση της 

επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν του φορέα, είναι αµελητέα σε κάθε περίπτωση. Το συµπέρασµα αυτό, 

µπορεί να αποδοθεί στην µορφή έδρασης του φορέα: Το γεγονός ότι ο φορέας θεµελίωσης εδράζεται επί 

ακλόνητης βάσης, µειώνει σε πολύ µεγάλο βαθµό τις κατακόρυφες µετακινήσεις των άκρων του. Όπως 

όµως είναι γνωστό, η «ακαµψία» που προσδίδει στην θεµελίωση η θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν αυτής, και η οποία εκφράζεται µε τη βοήθεια κατακόρυφων µεταφορικών ελατηρίων 

(Μοντέλο Β, Σχήµα 5.94), είναι ανάλογη των µετακινήσεων αυτών (Vallabhan και Das (1991)). 

Εποµένως στην παρούσα περίπτωση, η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν του φορέα θεµελίωσης δε 

µεταβάλλει ουσιαστικά την συµπεριφορά του. 

4. Η διαφορά µεταξύ του προσοµοιώµατος των δύο παραµέτρων και του προσοµοιώµατος του Winkler 

κυµαίνεται από 11% έως 33% για την περίπτωση στην οποία γίνεται η παραδοχή kh=kS, και από 9% έως 

28% για την περίπτωση που kh=2kS. Τα δυο αυτά διαστήµατα τιµών των αποκλίσεων (11% - 33%, και 

9% - 28%) εξαρτώνται από την παραδοχή που γίνεται για το συσχετισµό τιµών των kGh και kG. Πρόκειται 

χωρίς αµφιβολία για αξιοσηµείωτες διαφορές που δεν µπορούν να αγνοηθούν, και εποµένως καθιστούν 

τον ακριβέστερο προσδιορισµό της παραµέτρου kGh, αντικείµενο που χρήζει περαιτέρω διερεύνησης. 

Μια τέτοια διερεύνηση ξεφεύγει από τους στόχους της παρούσας διατριβής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. Συµπεράσµατα 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής πραγµατοποιήθηκε διερεύνηση της εφαρµοσιµότητας και της 

αξιοπιστίας των εδαφικών προσοµοιωµάτων δυο και τριών παραµέτρων, καθώς και η ανάπτυξη ενός 

γενικευµένου πεπερασµένου στοιχείου δοκού προσανατολισµένου κυρίως στην προσοµοίωση δοµικών 

στοιχείων φορέων θεµελίωσης, αλλά και µε δυνατότητες αντιµετώπισης προβληµάτων προσοµοίωσης 

δοµικών στοιχείων ανωδοµής. Επιπλέον, εφαρµόστηκε µια αναλυτική µέθοδος προσδιορισµού των τιµών 

των δυο εδαφικών παραµέτρων, η οποία στηρίζεται στις εξισώσεις του γνωστού και τεκµηριωµένου 

τροποποιηµένου προσοµοιώµατος δυο παραµέτρων του Vlasov, ενώ διερευνήθηκε και η δυνατότητα 

συσχετισµού των τιµών των τριών παραµέτρων του αντίστοιχου προσοµοιώµατος. 

Με δεδοµένη την από πολλές πηγές τεκµηριωµένη αδυναµία του ευρέως διαδεδοµένου στην πράξη (λόγω 

κυρίως της απλοϊκότητάς του) προσοµοιώµατος του Winkler, τέθηκε ο προβληµατισµός της προσοµοίωσης 

του εδάφους θεµελίωσης και µε διαφορετικά προσοµοιώµατα. Κριτήριο για τον χαρακτηρισµό ενός 

εδαφικού προσοµοιώµατος ως καταλληλότερου για εφαρµογή έναντι του προσοµοιώµατος Winkler 

θεωρήθηκε κατά πρώτο και κύριο λόγο η δυνατότητά του να αντιµετωπίσει µε αξιόπιστο τρόπο προβλήµατα 

που δεν µπορούν να αντιµετωπιστούν µε το προσοµοίωµα του Winkler, και κατά δεύτερο λόγο η απλότητα 

της µαθηµατικής του διατύπωσης, έτσι ώστε να είναι δυνατή η χρήση του στην ανάπτυξη σχετικών 

υπολογιστικών «εργαλείων» χωρίς να υφίσταται ανάγκη προσφυγής σε πολύπλοκες αριθµητικώς 

διαδικασίες. 

Για την εκπλήρωση των παραπάνω στόχων ακολουθήθηκε µια ερευνητική διαδικασία, που συνίσταται σε 

µια αλληλουχία ενεργειών, οι οποίες συνοπτικά είναι οι εξής:  

- ∆ιερεύνηση της βιβλιογραφίας που αφορά τόσο στο πρόβληµα της προσοµοίωσης του εδάφους ως 

ελαστικού υποβάθρου, όσο και στο πρόβληµα της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού. 

- Συγκέντρωση από τη διεθνή βιβλιογραφία των απαραιτήτων στοιχείων που αφορούν στα χαρακτηριστικά 

των προσοµοιωµάτων, όπως αυτά διαµορφώνονται από τις παραδοχές βάσει των οποίων έχουν αναπτυχθεί, 

και εντοπισµός αναλόγων ερευνητικών προσπαθειών του παρελθόντος, όσον αφορά στο πρόβληµα της 

ελαστικώς εδραζόµενης δοκού. 

- Επιλογή των εδαφικών προσοµοιωµάτων, τα οποία αφενός εκπληρώνουν τα κριτήρια που έχουν τεθεί και 

αφετέρου εµφανίζονται να µην έχουν διερευνηθεί επαρκώς κατά το παρελθόν. 

- Σχηµατισµός των υπολογιστικών «εργαλείων» που απαιτούνται για την αντιµετώπιση του προβλήµατος 

της προσοµοίωσης φορέων θεµελίωσης µε τα επιλεγµένα εδαφικά προσοµοιώµατα, για χρήση – εφαρµογή 

στα πλαίσια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων.  

- Σχηµατισµός µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης τόσο µε βάση τις αναλυτικές λύσεις των 

διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τα επιλεγµένα προσοµοιώµατα όσο και µε βάση αλγεβρικές 

συναρτήσεις παρεµβολής. Με τα υπολογιστικά αυτά «εργαλεία» είναι δυνατή η αντιµετώπιση διαφόρων 

προβληµάτων πέραν αυτών που αντιµετωπίστηκαν στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, όπως π.χ. 
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προβλήµατα αποκόλλησης δοκών από το έδαφος, τα οποία παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην 

περίπτωση του αντισεισµικού υπολογισµού των κατασκευών. 

- Επίλυση σειράς κατάλληλων αριθµητικών παραδειγµάτων προκείµενου να ελεγχθούν και σε συνθήκες 

πρακτικών εφαρµογών οι δυνατότητες και η αξιοπιστία των επιλεγµένων εδαφικών προσοµοιωµάτων. Για 

τον υπολογισµό των τιµών των εδαφικών παραµέτρων που είναι απαραίτητες για τις επιλύσεις των 

παραδειγµάτων αυτών, γίνεται εφαρµογή του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov σε συνθήκες 

επίπεδης έντασης. 

Από την παραπάνω διαδικασία προέκυψε µια σειρά διαπιστώσεων που παρουσιάζονται ακολούθως µε 

την σειρά που ανέκυψαν κατά την διερεύνηση: 

• Το πρόβληµα της προσοµοίωσης του εδάφους ως ελαστικού υποβάθρου µε προσοµοιώµατα διαφορετικά 

του προσοµοιώµατος Winkler έχει τεθεί από τις αρχές της δεκαετίας του 1920. Μέσα στα επόµενα 45 

χρόνια προτάθηκε µια σειρά µηχανικών προσοµοιωµάτων, τα οποία ήταν προσανατολισµένα στην 

αντιµετώπιση των αδυναµιών του προσοµοιώµατος αυτού. Η ανάπτυξη των νέων προσοµοιωµάτων 

στόχευε κυρίως στην εξάλειψη της απόλυτης ασυνέχειας που προσδίδει στην εδαφική συµπεριφορά η 

προσοµοίωση µε το µοντέλο Winkler. Το σύνολο των προταθέντων προσοµοιωµάτων µπορεί να 

διαχωριστεί είτε µε βάση την µεθοδολογία ανάπτυξης τους, είτε µε βάση τον αριθµό των διαφορετικών 

παραµέτρων που υπεισέρχονται στις µαθηµατικές τους διατυπώσεις. Με βάση το δεύτερο αυτό κριτήριο, 

τα προσοµοιώµατα διακρίνονται σε προσοµοιώµατα µιας, δυο, τριών και περισσοτέρων παραµέτρων. 

• Ιδιαίτερο πρακτικό ενδιαφέρον εµφανίζουν τα προσοµοιώµατα των δυο και των τριών παραµέτρων, 

αφενός επειδή οι µαθηµατικές τους διατυπώσεις παραµένουν σχετικά απλές, παρά το γεγονός ότι είναι 

πιο σύνθετες από την αντίστοιχη µαθηµατική διατύπωση του προσοµοιώµατος Winkler, και αφετέρου 

επειδή εµφανίζουν ευελιξία στην προσαρµογή τους σε διάφορες απαιτήσεις προσοµοίωσης.  

• Από τα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το προσοµοίωµα του 

Vlasov για δυο κυρίως λόγους. Ο πρώτος αφορά στη µεθοδολογία βάσει της οποίας έχει σχηµατιστεί η 

µαθηµατική του διατύπωση. Πρόκειται για µια ιδιαίτερα ευέλικτη διατύπωση που επιτρέπει την 

ανάπτυξη κατάλληλων παραλλαγών – τροποποιήσεων του προσοµοιώµατος, οι οποίες είναι χρήσιµες για 

την παραµετρική διερεύνηση διαφόρων προβληµάτων. Ο δεύτερος λόγος είναι απόρροια του πρώτου και 

αφορά σε µια εκδοχή του προσοµοιώµατος (τροποποιηµένο προσοµοίωµα Vlasov των Jones και 

Xenophontos) µε την οποία επιτυγχάνεται ο συσχετισµός – και κατά συνέπεια και ο υπολογισµός – των 

παραµέτρων του από άλλες γνωστές παραµέτρους, όπως οι ελαστικές σταθερές του υποβάθρου 

θεµελίωσης και τα χαρακτηριστικά γεωµετρίας και φόρτισης των στοιχείων της. Επιπλέον, ένα γενικό 

χαρακτηριστικό των προσοµοιωµάτων των δυο παραµέτρων (ανεξαρτήτως του τρόπου ανάπτυξης τους) 

αποτελεί η δυνατότητα που έχει η µαθηµατική τους διατύπωση να µετατρέπεται στην αντίστοιχη 

διατύπωση του προσοµοιώµατος Winkler µε απλό µηδενισµό της τιµής της δεύτερης παραµέτρου τους. 

• Τα προσοµοιώµατα των τριών παραµέτρων εµφανίζουν διευρυµένες δυνατότητες εφαρµογής, καθώς 

στηρίζονται σε µηχανικά µοντέλα που εµπεριέχουν ως υποσύνολα τους επί µέρους στοιχεία των 

προσοµοιωµάτων των δυο και της µιας παραµέτρου. Το πιο αντιπροσωπευτικό προσοµοίωµα της 
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κατηγορίας αυτής είναι το προσοµοίωµα του Kerr, το µηχανικό µοντέλο του οποίου συντίθεται από δυο 

επίπεδα κατακορύφων µεταφορικών ελατηρίων, µεταξύ των οποίων παρεµβάλλεται ένα διατµητικό 

επίπεδο. Το προσοµοίωµα του Kerr αποτελεί επέκταση του µηχανικού προσοµοιώµατος δυο παραµέτρων 

του Pasternak, το οποίο σχηµατίζεται από µια σειρά κατακόρυφων µεταφορικών ελατηρίων που 

συνδέονται στις κεφαλές τους µέσω ενός διατµητικού επιπέδου. Ένα άλλο πολύ βασικό χαρακτηριστικό 

του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων του Kerr είναι η δυνατότητα που παρέχει στον έλεγχο του 

βαθµού «ασυνέχειας» των µετακινήσεων της επιφάνειας του εδάφους. Έτσι, ενώ τα προσοµοιώµατα µιας 

και δυο παραµέτρων αντιπροσωπεύουν τις δυο ακραίες καταστάσεις, δηλαδή της απόλυτης ασυνέχειας 

και της συνέχειας των µετακινήσεων της επιφανείας του εδάφους αντιστοίχως, το προσοµοίωµα του Kerr 

επιτυγχάνει µε την εισαγωγή της τρίτης παραµέτρου την γεφύρωση του χάσµατος αυτού, αφού είναι σε 

θέση να προσοµοιώσει την µερική συνέχεια (πολύ απότοµη µεταβολή) των µετακινήσεων, η οποία 

πολλές φορές εµφανίζεται µεταξύ της φορτιζόµενης και της αφόρτιστης επιφάνειας του εδάφους. 

Εποµένως, το προσοµοίωµα του Kerr µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την προσοµοίωση πολλών 

κατηγοριών εδαφών, αφού µε την κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων του επιτυγχάνεται µια 

ικανοποιητική προσέγγιση των αντιστοίχων διαγραµµάτων τάσεων – παραµορφώσεων της επιφάνειας 

θεµελίωσης. 

• Από την αξιολόγηση της βιβλιογραφίας που αφορά στο πρόβληµα της ελαστικώς εδραζόµενης δοκού 

προέκυψαν τα εξής συµπεράσµατα:  

- Η προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης των δοκών µε έδαφος προσοµοιούµενο µε το προσοµοίωµα µιας 

παραµέτρου (Winkler) έχει αντιµετωπιστεί πλήρως από πλευράς της µητρωικής µεθόδου ανάλυσης των 

κατασκευών, καθώς είναι διαθέσιµη η πλήρης σειρά µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και φόρτισης για 

κάθε πρόβληµα που είναι δυνατό να εµφανιστεί στην πράξη. 

- Το αντίστοιχο πρόβληµα που αφορά στα προσοµοιώµατα των δυο παραµέτρων είναι και αυτό σε 

µεγάλο βαθµό διερευνηµένο, αν και εµφανίζονται διάφορα κενά στην κάλυψη όλων των δυνατών 

περιπτώσεων λύσης που µπορεί να λάβει η διαφορική εξίσωση του προβλήµατος. 

- Το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων δεν έχει µπορέσει να 

αντιµετωπιστεί κατά το παρελθόν στα πλαίσια της µητρωικής ανάλυσης των κατασκευών, παρά µόνον 

για ορισµένες ειδικές περιπτώσεις, οι οποίες όµως αφορούν µόνο προβλήµατα απολύτως στερεών 

σωµάτων υπό στατική ή δυναµική φόρτιση. Ωστόσο, τονίζεται ότι το προσοµοίωµα των τριών 

παραµέτρων έχει αποτελέσει αντικείµενο έρευνας κυρίως από εδαφοτεχνικής πλευράς, και µάλιστα 

υπάρχουν αρκετά πρόσφατες αναφορές µε αξιοσηµείωτα αποτελέσµατα. 

- ∆εν διατίθεται ένα (γενικευµένο) πεπερασµένο στοιχείο δοκού προσανατολισµένο στην εύκολη, 

αποτελεσµατική και αξιόπιστη αντιµετώπιση συχνά εµφανιζόµενων στην πράξη προβληµάτων 

προσοµοίωσης στοιχείων θεµελίωσης (πεδιλοδοκών και πεδίλων υποστυλωµάτων µε προσοµοίωση της 

συνεχούς ελαστικής έδρασης χωρίς την προσφυγή σε διακριτοποίηση και εισαγωγή µεµονωµένων 

ελατηρίων). 
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- ∆εν έχει διερευνηθεί επαρκώς η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των φορέων θεµελίωσης επί των  

εντασιακών και παραµορφωσιακών µεγεθών των δοµικών τους στοιχείων. 

• Από την κατάστρωση και την επίλυση των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα των δοκών Euler ή 

Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου του Kerr προέκυψαν τα εξής: 

- Οι εξισώσεις του εν λόγω προσοµοιώµατος ταυτίζονται µε εκείνες που διέπουν το αντίστοιχο πρόβληµα 

της κάµψης δοκών επί του διευρυµένου προσοµοιώµατος του Vlasov µε τη θεώρηση και των οριζοντίων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου, µε τις εξισώσεις του προσοµοιώµατος του Vlasov µε δυο 

ελαστικά στρώµατα διαφορετικών ελαστικών σταθερών, αλλά και µε τις εξισώσεις του προσοµοιώµατος 

τριών παραµέτρων του Reisnner. Εποµένως, η επίλυση τους δίνει την ευχέρεια αντιµετώπισης ενός 

µεγάλου εύρους προβληµάτων. 

- Η λύση των εξισώσεων δεν είναι µονοσήµαντη, καθώς επηρεάζεται από τις τιµές των παραµέτρων του 

εδάφους και των χαρακτηριστικών της γεωµετρίας και της φόρτισης της δοκού. Από το µεγάλο εύρος 

των πιθανών περιπτώσεων λύσης, εκείνες που έχουν πραγµατικό ενδιαφέρον επειδή είναι δυνατόν να 

εµφανιστούν πράγµατι στη πράξη, είναι τρεις για την περίπτωση κάµψης δοκών Euler ή Timoshenko 

όταν η ανάλυση γίνεται στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης, ενώ δυο από αυτές τις περιπτώσεις είναι 

πιθανές όταν η ανάλυση πραγµατοποιείται στα πλαίσια της θεωρίας α’ τάξης. 

- Οι τριγωνοµετρικές και οι υπερβολικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις που απαρτίζουν τη λύση των 

διαφορικών εξισώσεων του προβλήµατος, εµπεριέχουν ως υποσύνολό τους τις αντίστοιχες συναρτήσεις 

που διέπουν το πρόβληµα της κάµψης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων. 

• Από την εφαρµογή του αναπτυχθέντος γενικευµένου στοιχείου δοκού προέκυψε το συµπέρασµα, ότι το 

στοιχείο αυτό επιτυγχάνει και στην πράξη µε πολύ απλό για τον χρήστη τρόπο την αξιόπιστη 

προσοµοίωση φορέων θεµελίωσης αλλά και, γενικότερα, της ανωδοµής πλαισιακών φορέων. Οι 

ενσωµατωµένες δυνατότητες προσοµοίωσης απολύτως στερεών βραχιόνων, συνεχούς ελαστικής έδρασης 

µιας δυο ή τριών παραµέτρων, η τοποθέτηση στροφικών ελατηρίων, αλλά και η εισαγωγή καταλλήλων 

«διακοπτών» ενεργοποίησης / απενεργοποίησης των χαρακτηριστικών αυτών, δίνουν τη ευχέρεια 

προσοµοίωσης φορέων οπλισµένου σκυροδέµατος αλλά και µεταλλικών φορέων µε φορέα θεµελίωσης 

από σκυρόδεµα, µε πολύ µικρότερο αριθµό στοιχείων από εκείνον που θα απαιτούσε µια συµβατική 

αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτών. Επιπλέον, η σύγκριση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από 

τη χρήση του νέου στοιχείου µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα των συµβατικών µεν αλλά δοκιµασµένων 

κατ’ επανάληψη στην πράξη τεχνικών προσοµοίωσης, απέδειξε πλήρη ταύτιση, κάτι που τεκµηριώνει και 

την αξιοπιστία του στοιχείου πέρα από την δεδοµένη απλότητά του. Τα παραπάνω συµπεράσµατα 

ισχύουν και για την περίπτωση κατά την οποία γίνεται χρήση του νέου στοιχείου σε προβλήµατα 

ελαστικής ευστάθειας, όπου επιτυγχάνεται ο αξιόπιστος υπολογισµός των κρίσιµων φορτίων λυγισµού 

επίπεδων πλαισιακών φορέων. 

• Κατά την επίλυση των αριθµητικών παραδειγµάτων εφαρµόστηκε µια µεθοδολογία προσδιορισµού των 

εδαφικών παραµέτρων, που στηρίζεται κατά κύριο λόγο στις εξισώσεις του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος του Vlasov, από την οποία προκύπτουν οι τιµές των δυο παραµέτρων που απαιτούνται 
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για την εφαρµογή των αντιστοίχων προσοµοιωµάτων. Η ίδια µεθοδολογία επιτρέπει επίσης τον 

προσδιορισµό της τρίτης παραµέτρου του προσοµοιώµατος του Kerr µέσω του συσχετισµού της µε τις 

τιµές των άλλων δυο παραµέτρων. Πιο συγκεκριµένα, η διαδικασία που ακολουθήθηκε σε κάθε 

παράδειγµα είναι η ακόλουθη: 

- Επιλογή της κατηγορίας του εδάφους θεµελίωσης αλλά και του πάχους του αντίστοιχου υποβάθρου. 

Όσον αφορά τα εδάφη, θεωρήθηκαν πέντε διαφορετικές κατηγορίες που καλύπτουν ένα όσο το 

δυνατό πιο ευρύ φάσµα εδαφών, από µαλακά αργιλικά έως και αµµώδη. Όσον αφορά στα πάχη των 

ελαστικών υποβάθρων, θεωρήθηκαν τιµές που κυµαίνονται από τα 10 έως τα 60 µέτρα, µε βήµα 

αύξησης που µεταβάλλεται ανά παράδειγµα. 

- Επιλογή των µεγεθών έντασης και µετακίνησης που θα αποτελέσουν το αντικείµενο σύγκρισης 

µεταξύ των εξεταζόµενων προσοµοιωµάτων. 

- Επίλυση του φορέα µε προσοµοιώµατα επιφανειακών πεπερασµένων στοιχείων προκειµένου να 

υπολογιστούν οι τιµές των µεγεθών που θα αποτελέσουν τις τιµές αναφοράς κατά την διαδικασία της 

συγκριτικής αξιολόγησης των εξεταζόµενων εδαφικών προσοµοιωµάτων (σε όσες περιπτώσεις 

στάθηκε δυνατό, έγινε χρήση και των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την εφαρµογή των 

εξισώσεων του συνεχούς ελαστικού ηµιεπιπέδου). 

- Επίλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov από το οποίο προκύπτουν οι τιµές των δυο 

παραµέτρων των αντιστοίχων προσοµοιωµάτων, δηλαδή της σταθεράς k των µεταφορικών ελατηρίων, 

και της σταθεράς G του διατµητικού επιπέδου. 

- Επίλυση µε τα προσοµοιώµατα µιας ή δυο παραµέτρων που ακολουθούν, κάνοντας χρήση των τιµών 

των παραµέτρων που προέκυψαν από την επίλυση µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα του Vlasov: 

α. Προσοµοίωµα του Winkler (προσοµοίωµα µιας παραµέτρου), 

β. Προσοµοίωµα δυο παραµέτρων του Pasternak χωρίς την θεώρηση της επιρροής του εδάφους 

εκατέρωθεν των φορέων, 

γ. Προσοµοίωµα του Vlasov µε την θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του 

ελαστικού υποβάθρου. 

- Επίλυση µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων του Kerr µε ή χωρίς την θεώρηση της επιρροής 

του εδάφους εκατέρωθεν των φορέων. Οι επιλύσεις αυτές στηρίχθηκαν στην παραδοχή του 

συσχετισµού της σταθεράς της κάτω στρώσης των µεταφορικών ελατηρίων k µε την σταθερά της άνω 

στρώσης c. Θεωρήθηκε ότι ο συσχετισµός αυτός είναι δόκιµος, καθώς και οι δυο αυτές σταθερές 

αναφέρονται σε µεταφορικά ελατήρια. Έτσι έγινε η παραδοχή, ότι η σχέση µεταξύ των δυο αυτών 

σταθερών είναι: c=nckk. Με βάση την παραδοχή αυτή, µπορεί να γίνει εφαρµογή του προσοµοιώµατος 

του Kerr σε συνδυασµό µε την εφαρµογή του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος του Vlasov, από την 

οποία προκύπτουν σε πρώτο στάδιο οι σταθερές k, G, ενώ σε δεύτερο στάδιο λαµβάνει χώρα ο 

υπολογισµός και της τρίτης παραµέτρου µέσω της σχέσης c=nckk. Για την παράµετρο nck (που στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής αναφέρεται ως συντελεστής συσχέτισης) πραγµατοποιήθηκαν 

παραµετρικές αναλύσεις σε κάθε παράδειγµα, µε στόχο την διερεύνηση ύπαρξης συγκεκριµένων 
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τιµών ή πεδίων τιµών της, µε τις οποίες επιτυγχάνεται η σύγκλιση των αποτελεσµάτων που 

προκύπτουν από την χρήση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, µε τα αποτελέσµατα 

αναφοράς. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι η ταυτόχρονη προγραµµατιστική «υλοποίηση» 

των προσοµοιωµάτων δυο και τριών παραµέτρων είναι εφικτή µε µικρότερο «υπολογιστικό κόστος» 

από αυτό που θα απαιτούνταν για τον ταυτόχρονο προγραµµατισµό των λύσεων δυο διαφορετικών 

προβληµάτων καθώς, όπως τονίστηκε και πιο πάνω, οι συναρτήσεις που συνθέτουν τις λύσεις των 

εξισώσεων των προσοµοιωµάτων των δυο παραµέτρων αποτελούν υποσύνολο των συναρτήσεων που 

συνθέτουν τις λύσεις της αντίστοιχης εξίσωσης του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. 

• Τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την επίλυση καθενός από τα αριθµητικά παραδείγµατα είναι τα 

εξής: 

o ∆οκοί «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη ή ροπή 

Η πρώτη οµάδα των αριθµητικών παραδειγµάτων που επιλύθηκαν αφορά δοκούς «απείρου» µήκους. Τα 

παραδείγµατα αυτά είναι κατάλληλα για την πρώτη συγκριτική αξιολόγηση των προσοµοιωµάτων καθώς 

είναι απαλλαγµένα από τις συνοριακές συνθήκες των ελευθέρων άκρων των δοκών που επηρεάζουν τα 

αποτελέσµατα των αναλύσεων. 

∆οκός «απείρου» µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη. 

Στα πλαίσια των αναλύσεων αυτών ελέγχθηκαν η µέγιστη κατακόρυφη µετακίνηση και η µέγιστη 

καµπτική ροπή της δοκού και προέκυψαν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

- Όσον αφορά την σύγκλιση των κατακορύφων µετακινήσεων, προτείνεται η τιµή nck=7 µε την οποία το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων επιτυγχάνει την βέλτιστη του επίδοση ανεξαρτήτως κατηγορίας 

εδάφους, αλλά και βάθους του ελαστικού υποβάθρου (οι αποκλίσεις δεν υπερβαίνουν σε καµία 

περίπτωση το 3%). Όσον αφορά τις µέγιστες καµπτικές ροπές, υφίστανται ελαφρές διαφοροποιήσεις 

στις τιµές των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης τόσο ανά κατηγορία εδάφους όσο και βάθους του 

ελαστικού υποβάθρου. Έτσι, για τα «µαλακά» εδάφη µε σχετικά µικρό µέτρο ελαστικότητας οι 

βέλτιστες τιµές των συντελεστών συσχέτισης κυµαίνονται µεταξύ του 6 και του 8 ανάλογα µε το 

βάθος του ελαστικού υποβάθρου, ενώ για τα «σκληρά» εδάφη µε σχετικά µεγάλο µέτρο 

ελαστικότητας η αντίστοιχη διακύµανση είναι µεταξύ του 7 και του 11. Ωστόσο, αν τεθεί nck=7 για 

την περίπτωση των «µαλακών» εδαφών και nck=9 για την περίπτωση των «σκληρών», τότε οι 

αποκλίσεις των τιµών των µεγίστων καµπτικών ροπών από τις τιµές αναφοράς, δεν υπερβαίνουν σε 

καµία περίπτωση το 3.5% - 4%. 

- Από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα που εξετάστηκαν, το προσοµοίωµα του Vlasov µε και χωρίς την 

θεώρηση των οριζοντίων µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου εµφανίζεται αποδοτικότερο 

του προσοµοιώµατος του Winkler ειδικά για µεγάλα βάθη υποβάθρου, και γενικά υποδεέστερο του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, όταν για το τελευταίο γίνεται χρήση των συντελεστών 

συσχέτισης που παρουσιάστηκαν παραπάνω. Πιο συγκεκριµένα, οι αποκλίσεις του προσοµοιώµατος 

του Vlasov όσον αφορά στις καµπτικές ροπές είναι µεγαλύτερες στην περίπτωση των «σκληρών» 

εδαφών και κυµαίνονται από 15% στην περίπτωση που το υπόβαθρο έχει µικρό βάθος έως και 40% 
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στην περίπτωση που έχει µέσο ή µεγάλο βάθος. Παρόµοιας τάξης είναι και οι αποκλίσεις των 

µεγίστων κατακορύφων µετακινήσεων. Οι αντίστοιχες αποκλίσεις του προσοµοιώµατος του Winkler, 

τόσο όσον αφορά στις κατακόρυφες µετακινήσεις όσο και στις µέγιστες καµπτικές ροπές, είναι 

µεγαλύτερες στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µέσο ή µεγάλο βάθος, ενώ είναι της 

ίδιας τάξεως ή και ελαφρά καλύτερες από τις αντίστοιχες αποκλίσεις του προσοµοιώµατος του Vlasov 

στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µικρό βάθος. 

∆οκός «απείρου» µήκους υπό µοναχική ροπή. 

Στα πλαίσια των αναλύσεων αυτών ελέγχθηκαν η µέγιστη στροφή των διατοµών και η µέγιστη τέµνουσα 

της δοκού και προέκυψαν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

- Η βέλτιστη τιµή του συντελεστή συσχέτισης όσον αφορά στην σύγκλιση της µέγιστης τέµνουσας 

δύναµης είναι nck=7 ανεξαρτήτως κατηγορίας εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 

Αντίστοιχα, για την σύγκλιση της µέγιστης στροφής των διατοµών προτείνεται η τιµή nck=4 για 

µεγάλα βάθη του ελαστικού υποβάθρου και οι τιµές nck=5, 6 για τις περιπτώσεις µέσου και µικρού 

βάθους αντίστοιχα. Ωστόσο, αν χρησιµοποιηθεί η τιµή nck=7, τότε οι αποκλίσεις τόσο των µέγιστων 

στροφών των διατοµών όσο και των τεµνουσών δυνάµεων δεν υπερβαίνουν το 4%, ανεξαρτήτως 

κατηγορίας εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 

- Όσον αφορά στα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, το προσοµοίωµα του Winkler εµφανίζεται 

αποδοτικότερο του προσοµοιώµατος του Vlasov µε ή χωρίς την επιρροή των οριζοντίων 

µετακινήσεων στο εσωτερικό του υποβάθρου. Πιο συγκεκριµένα, οι αποκλίσεις που δίδει το 

προσοµοίωµα του Winkler όσον αφορά στις τέµνουσες δυνάµεις δεν µεταβάλλονται ουσιαστικά ούτε 

σε σχέση µε την κατηγορία εδάφους ούτε σε σχέση µε το βάθος του ελαστικού υποβάθρου, 

κυµαίνονται δε µεταξύ του 7% και 20%. Μικρότερες είναι οι αποκλίσεις των γωνιών στροφής των 

διατοµών, καθώς κυµαίνονται µεταξύ του 5% και του 9%. Οι αντίστοιχες αποκλίσεις των 

προσοµοιωµάτων του Vlasov είναι 25% - 30% για τις τέµνουσες δυνάµεις, και 10 – 15% για τις 

γωνίες στροφής των διατοµών. Οι αποκλίσεις αυτές εµφανίζουν µια τάση µείωσης για µικρά βάθη του 

ελαστικού υποβάθρου. 

o ∆οκοί πεπερασµένου  µήκους 

Η δεύτερη οµάδα των αριθµητικών παραδειγµάτων που επιλύθηκαν αφορά δοκούς πεπερασµένου 

µήκους. Αποτελείται από τις απλές περιπτώσεις φόρτισης µε µοναχική κατακόρυφη δύναµη ή ροπή, και 

από ένα πιο σύνθετο σύστηµα φόρτισης αποτελούµενο από µοναχικές δυνάµεις, ροπές και συνεχώς 

κατανεµηµένες δυνάµεις σε τµήµατα του ανοίγµατος της δοκού. Με τα παραδείγµατα αυτά ελέγχεται η 

επιρροή των συνοριακών συνθηκών στα ελεύθερα άκρα των δοκών, η επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν 

αυτών, καθώς και η επιρροή του δείκτη σχετικής δυσκαµψίας εδάφους / δοκού όπως αυτός εκφράζεται 

από τον συντελεστή λ των Vlasov και Leont’ev (Σχέση 2.134). 

∆οκός υπό µοναχική κατακόρυφη δύναµη 

Στα πλαίσια του παραδείγµατος αυτού, πραγµατοποιήθηκε µια συστηµατική διερεύνηση της απόδοσης 

των υπό έλεγχο εδαφικών προσοµοιωµάτων σε συνάρτηση µε τον δείκτη λ σχετικής δυσκαµψίας 
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εδάφους / δοκού. Πιο συγκεκριµένα, πραγµατοποιήθηκαν αναλύσεις για διάφορα µήκη δοκών και 

καλύφθηκε ένα εύρος τιµών του συντελεστή λ από 0.28 έως και 2.28. Εντός του εύρους αυτού ανήκουν 

δοκοί που µπορούν να θεωρηθούν πρακτικώς «άκαµπτες», δοκοί που έχουν τη συνήθη συµπεριφορά 

δοκών µέσου µήκους, και δοκοί που συµπεριφέρονται πρακτικώς ως δοκοί «απείρου» µήκους. Τα µεγέθη 

που ελέγχθηκαν είναι η κατακόρυφη µετακίνηση και η καµπτική ροπή στο σηµείο εφαρµογής της 

εξωτερικής φόρτισης. Τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την διερεύνηση αυτή είναι τα εξής: 

- Όσον αφορά στο προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων, αποδείχθηκε ότι επιτυγχάνεται σηµαντική 

σύγκλιση προς τα αποτελέσµατα αναφοράς για τις κατακόρυφες µετακινήσεις εάν στον συντελεστή 

συσχέτισης δοθούν οι τιµές nck=7 για την περίπτωση των «µαλακών» εδαφών, και nck=8 για την 

περίπτωση των «σκληρών». Οι τιµές αυτές αποδίδουν αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν σε καµία 

περίπτωση (µήκους δοκού και βάθους ελαστικού υποβάθρου) το 6%. Εποµένως, όσο αναφορά στις 

κατακόρυφες µετακινήσεις παρατηρείται µια συµφωνία των αποτελεσµάτων µε την περίπτωση των 

δοκών «απείρου» µήκους.  

Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την µελέτη της σύγκλισης των καµπτικών ροπών έδειξαν να 

έχουν µια σηµαντική εξάρτηση από τον συντελεστή λ, αλλά και από το αν αναφέρονται σε «µαλακά» 

ή σε «σκληρά» εδάφη. Πιο συγκεκριµένα, αποδείχθηκε ότι υπάρχουν πέντε περιοχές τιµών του λ 

εντός των οποίων οι τιµές των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης nck εµφανίζουν µια διαφορετική 

συµπεριφορά. Οι τιµές του λ που οριοθετούν τις πέντε αυτές περιοχές παρουσιάζουν µια µικρή 

διαφοροποίηση µεταξύ των «µαλακών» και των «σκληρών» εδαφών. Τα βασικά συµπεράσµατα ανά 

περιοχή τιµών του συντελεστή λ είναι τα ακόλουθα: 

α.  λ<0.6: Η συσχέτιση µεταξύ των συντελεστών λ και nck µπορεί να προσεγγιστεί µε πολυωνυµικές 

συναρτήσεις βαθµού n≥2. Οι βέλτιστες τιµές του συντελεστή nck οδηγούν στην περίπτωση αυτή σε 

πλήρη σύγκλιση µε τα αποτελέσµατα αναφοράς. 

β. 0.6<λ<0.9 (0.6<λ<0.7 για τα «σκληρά» εδάφη»): Υφίσταται συσχέτιση των βέλτιστων 

συντελεστών nck µε το µέτρο ελαστικότητας του εδάφους, η οποία µπορεί να προσεγγιστεί πολύ 

ικανοποιητικά µε µια πολυωνυµική συνάρτηση δευτέρου βαθµού. Από την εφαρµογή της συνάρτησης 

αυτής προκύπτουν οι εξής τιµές, οι οποίες δίδουν αποκλίσεις που δεν υπερβαίνουν το ±6% από τις 

τιµές αναφοράς των καµπτικών ροπών:  

Ε1→ nck≈125 – 130, Ε3→ nck≈265 – 270, Ε4→ nck≈790 – 800, Ε5→ nck≈3850 – 3660. 

γ.  0.9<λ<1.15 (0.7<λ<0.95 για τα «σκληρά» εδάφη»): Η περιοχή αυτή αποτελεί την «αχίλλειο 

πτέρνα» του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, καθώς δεν είναι δυνατή η σύγκλιση προς τις 

τιµές αναφοράς παρά µόνον µε την χρήση πολύ υψηλών τιµών για τον συντελεστή συσχέτισης (της 

τάξης του 104). Ωστόσο, και για τις τιµές αυτές το συγκεκριµένο προσοµοίωµα δεν εµφανίζει επίπεδο 

σύγκλισης εφάµιλλο των δυο προηγούµενων περιπτώσεων. 

δ. λ>1.15 (λ>0.95 για τα «σκληρά» εδάφη»): Στην περιοχή αυτή οι δοκοί «συµπεριφέρονται» 

πρακτικώς ως δοκοί «απείρου» µήκους, καθώς αποδίδουν τα βέλτιστα αποτελέσµατα για τιµές των 

συντελεστών συσχέτισης που προσεγγίζουν τις τιµές που προέκυψαν κατά την µελέτη των δοκών 
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«απείρου» µήκους. Ωστόσο, η ταύτιση αυτή είναι πιο σαφής για λ>1.65 (λ>1.55 για τα «σκληρά» 

εδάφη), χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι για λ<1.65 (ή λ<1.55) παύει να υφίσταται. 

- Όσον αφορά στα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, θα πρέπει να τονιστεί ότι αν εξαιρεθεί το προσοµοίωµα 

των τριών παραµέτρων, το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει τις αµέσως πιο «ακριβείς» τιµές 

κατακορύφων µετακινήσεων αν και µε σχετικά µεγάλη διαφορά. Τα προσοµοιώµατα του Pasternak 

και του Winkler αποτυγχάνουν πλήρως στην προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων, γεγονός 

που θα πρέπει να αποδοθεί στην αδυναµία των συγκεκριµένων προσοµοιωµάτων να λάβουν υπόψη 

τους την επιρροή του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών. Τα παραπάνω συµπεράσµατα ισχύουν για 

όλες τις περιπτώσεις κατηγορίας εδάφους, βάθους ελαστικού υποβάθρου και τιµής του συντελεστή λ 

που εξετάστηκαν. 

Αναφορικά µε την σύγκλιση των καµπτικών ροπών προέκυψαν τα παρακάτω συµπεράσµατα µε 

βάση τις περιοχές τιµών του λ που παρουσιάστηκαν παραπάνω: 

α.  λ<0.9 (λ<0.7 για τα «σκληρά» εδάφη»): Το προσοµοίωµα του Winkler ακολουθεί σε απόδοση το 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων στην περίπτωση των «µαλακών» εδαφών, ενώ στην 

περίπτωση των «σκληρών» εδαφών εµφανίζεται ακριβέστερο το προσοµοίωµα του Vlasov (αν 

εξαιρεθεί το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων). Το προσοµοίωµα του Pasternak υστερεί όλων 

των υπολοίπων. 

β. 0.9<λ<1.15 (0.7<λ<0.95 για τα «σκληρά» εδάφη»): Στην περιοχή αυτή εµφανίζονται ισοδύναµα 

τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Kerr, µε το πρώτο να είναι ελαφρώς πιο ακριβές. Έπονται σε 

ακρίβεια τα προσοµοιώµατα των Winkler και Pasternak µε το πρώτο να υπερτερεί του δευτέρου. 

γ. λ>1.15 (λ>0.95 για τα «σκληρά» εδάφη»): Στην περιοχή 1.15<λ<1.65 (0.95<λ<1.55 για τα 

«σκληρά» εδάφη) το προσοµοίωµα του Winkler προσεγγίζει την ακρίβεια του προσοµοιώµατος των 

τριών παραµέτρων, ενώ έπονται τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Pasternak (το πρώτο σαφώς 

καλύτερο του δεύτερου). Αντίθετα, για λ>1.65 (λ>1.55) το προσοµοίωµα του Winkler υστερεί όλων 

των υπολοίπων στην περίπτωση των «σκληρών» εδαφών, ενώ στην περίπτωση των «µαλακών» 

εδαφών εµφανίζεται ισοδύναµο του προσοµοιώµατος του Vlasov. Τέλος, το προσοµοίωµα του 

Pasternak δίδει σε γενικές γραµµές τα χειρότερα αποτελέσµατα και στην περίπτωση αυτή. 

∆οκός υπό µοναχική ροπή 

Στα πλαίσια των αναλύσεων αυτών ελέγχθηκαν η µέγιστη στροφή των διατοµών και η µέγιστη τέµνουσα 

της δοκού. Το πρώτο συµπέρασµα που προέκυψε είναι ότι το βάθος του ελαστικού υποβάθρου δεν έχει 

ουσιαστική επιρροή στα εξαγόµενα αποτελέσµατα. Τα επιπλέον συµπεράσµατα είναι τα εξής: 

- Όσον αφορά στη µέγιστη γωνία στροφής της διατοµής, η τιµή nck=7 δίδει αποτελέσµατα που δεν 

αποκλίνουν περισσότερο από 3% από τα αποτελέσµατα αναφοράς, όπως και στην περίπτωση της 

µελέτης των δοκών «απείρου» µήκους. Ικανοποιητική απόδοση έχουν και τα προσοµοιώµατα του 

Pasternak και του Vlasov (το πρώτο υπερέχει ελαφρώς του δευτέρου), ενώ το προσοµοίωµα του 

Winkler υστερεί όλων των υπολοίπων. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: Συµπεράσµατα 
 

438 

- Όσον αφορά στην προσέγγιση της µέγιστης τέµνουσας δύναµης, η τιµή του συντελεστή συσχέτισης 

nck=7 δίδει επίσης ικανοποιητικά αποτελέσµατα µε µεγαλύτερες όµως αποκλίσεις απ’ ότι στην 

περίπτωση των µέγιστων γωνιών στροφής (αποδίδονται αποκλίσεις έως το 7% ανάλογα µε την 

κατηγορία εδάφους). Ισοδύναµο µε το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων εµφανίζεται το 

προσοµοίωµα του Pasternak, ενώ το προσοµοίωµα του Vlasov υπερέχει όλων, συµπεριλαµβανοµένου 

και του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, στην περίπτωση των «µαλακών» εδαφών. Πάντως 

σε γενικές γραµµές οι αποκλίσεις όλων των προσοµοιωµάτων δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες καθώς δεν 

υπερβαίνουν το 15% περίπου. 

∆οκός υπό σύνθετη φόρτιση 

Τα συµπεράσµατα από το παράδειγµα αυτό δεν µπορούν να θεωρηθούν ως γενικής ισχύος καθώς 

προκύπτουν από µια συγκεκριµένη φορτιστική κατάσταση. Ωστόσο, η χρησιµότητα του παραδείγµατος 

έγκειται στην σύγκριση των τιµών των βέλτιστων συντελεστών συσχέτισης, οι οποίοι προκύπτουν από 

µια τυχαία κατάσταση φόρτισης, µε τους αντίστοιχους συντελεστές που προκύπτουν από τις 

συγκεκριµένες και απλές φορτιστικές καταστάσεις µοναχικής κατακόρυφης δύναµης ή ροπής. Θα πρέπει 

επίσης να επισηµανθεί, ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα συγκρίθηκαν µεγέθη έντασης και µετακίνησης 

σε οκτώ διαφορετικά σηµεία και όχι µόνον σε ένα, όπως στα δυο παραδείγµατα που προηγήθηκαν. Η 

παρατήρηση αυτή γίνεται για να καταστεί σαφές, ότι στην παρούσα περίπτωση είναι πρακτικώς αδύνατο 

να επιτευχθούν απόλυτες συγκλίσεις όλων των ελεγχόµενων µεγεθών έντασης και µετακίνησης για 

συγκεκριµένες τιµές των συντελεστών συσχέτισης. Έτσι, διερευνήθηκαν πεδία τιµών του nck που 

οδηγούν στην µέγιστη δυνατή σύγκλιση των εξεταζόµενων µεγεθών σε όλους του κόµβους. Τα 

συµπεράσµατα που προέκυψαν είναι: 

- Όσον αφορά στις κατακόρυφες µετακινήσεις, το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων επιτυγχάνει 

πολύ καλή προσέγγιση των αποτελεσµάτων αναφοράς, αν για τον συντελεστή συσχέτισης ληφθεί η 

τιµή 9 για τα «µαλακά» εδάφη και 10 για τα «σκληρά». Οι τιµές αυτές δεν διαφέρουν ουσιαστικά από 

τις τιµές που προέκυψαν από την µελέτη δοκών υπό απλές φορτιστικές καταστάσεις (υπενθυµίζεται 

ότι οι αντίστοιχες τιµές είναι 7 και 8). Από τα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, που υστερούν σαφώς του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, τις πιο ικανοποιητικές τιµές τις δίδει το προσοµοίωµα του 

Vlasov, ενώ υστερούν σηµαντικά τα προσοµοιώµατα του Winkler και του Pasternak. Εποµένως και 

στην παρούσα περίπτωση επιβεβαιώνεται η παρατήρηση της σηµαντικής συνεισφοράς της θεώρησης 

της επιρροής του εδάφους εκατέρωθεν των δοκών στην βέλτιστη απόδοση των κατακορύφων 

µετακινήσεων. Επίσης, επιβεβαιώνεται και η περαιτέρω βελτίωση των αποτελεσµάτων, την οποία 

επιφέρει η θεώρηση των επιπλέον τοπικών παραµορφώσεων ακριβώς κάτω από την φορτιζόµενη 

περιοχή, που µόνον το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων µπορεί να λάβει υπόψη. 

- Όσον αφορά στα εντατικά µεγέθη (καµπτικές ροπές, και τέµνουσες δυνάµεις) που εξετάστηκαν, µετά 

από µια συστηµατική διερεύνηση των συντελεστών συσχέτισης προέκυψε το συµπέρασµα ότι 

χρησιµοποιώντας τιµές από τα παρακάτω πεδία: 
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nck=140 – 145 για τα «µαλακά» εδάφη Ε1 και Ε3 και 

nck=155 – 160 για τα «σκληρά» εδάφη Ε4 και Ε5 

επιτυγχάνεται η µέγιστη δυνατή σύγκλιση του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων τόσο για τις 

καµπτικές ροπές όσο και για τις τέµνουσες. Βεβαίως, υπάρχει η δυνατότητα ακόµα µεγαλύτερων 

συγκλίσεων, ωστόσο για την επίτευξη τους θα πρέπει να γίνει χρήση διαφορετικών κατά περίπτωση 

τιµών για τους συντελεστές συσχέτισης. Μια τέτοια διερεύνηση δεν θεωρείται δόκιµη, καθώς στόχος 

της παρούσας διατριβής είναι η πρόταση συγκεκριµένων τιµών ή έστω περιορισµένων πεδίων τιµών 

συντελεστών συσχέτισης που οδηγούν σε κατά µέσον όρο βέλτιστα αποτελέσµατα. 

Όσον αφορά στα υπόλοιπα προσοµοιώµατα, αυτά οδηγούν στο σύνολο τους σε υπερβολικά µεγάλες 

αποκλίσεις, τόσο για τις καµπτικές ροπές όσο και για τις τέµνουσες. Έτσι, δεν κρίνεται σκόπιµο να 

γίνει περαιτέρω ιεράρχησή τους µε βάση το επίπεδο της απόδοσης τους. 

o Επίπεδα πλαίσια  

Με την τρίτη οµάδα παραδειγµάτων η οποία περιλαµβάνει παραδείγµατα που αφορούν στην επίλυση 

επιπέδων πλαισίων, επιχειρείται η συγκριτική αξιολόγηση των εδαφικών προσοµοιωµάτων υπό πιο 

πολύπλοκες, αλλά ταυτόχρονα και πιο ρεαλιστικές συνθήκες. Έτσι, το πρώτο παράδειγµα της οµάδας 

αφορά στην επίλυση ενός µονώροφου πλαισίου µε κατακόρυφη συµµετρική φόρτιση, ενώ το δεύτερο 

στην επίλυση ενός τριώροφου πλαισίου µε κατακόρυφη και οριζόντια φόρτιση. Επιπλέον, µε τα 

παραδείγµατα αυτά τεκµηριώνεται και η επιτυχής εφαρµογή του προτεινόµενου γενικευµένου στοιχείου. 

 Μονώροφο πλαίσιο µε κατακόρυφη συµµετρική φόρτιση 

Στα πλαίσια του παραδείγµατος αυτού ελέγχθηκαν οι κατακόρυφες µετακινήσεις των υποστυλωµάτων 

του πλαισίου και η γωνία στροφής του άκρου της δοκού θεµελίωσης όσον αφορά στα µεγέθη 

µετακίνησης, καθώς επίσης και οι καµπτικές ροπές και οι τέµνουσες δυνάµεις των στύλων και της δοκού 

θεµελίωσης όσον αφορά τα µεγέθη έντασης. Εξετάστηκαν τα προσοµοιώµατα των Kerr, Vlasov, 

Pasternak και Winkler. Από την συγκριτική αξιολόγηση των προσοµοιωµάτων αυτών προέκυψαν τα 

παρακάτω συµπεράσµατα: 

- Όσον αφορά στις συγκρίσεις των µεγεθών µετακίνησης προέκυψε το συµπέρασµα ότι η χρήση της 

τιµής nck=24 προσδίδει στο προσοµοίωµα τριών παραµέτρων την δυνατότητα υπολογισµού των 

µεγεθών µετακίνησης που ελέγχθηκαν, µε αποκλίσεις οι οποίες δεν υπερβαίνουν σε καµία από τις 

εξεταζόµενες περιπτώσεις (κατηγορίας εδάφους, και βάθους του ελαστικού υποβάθρου) το 16%. Με 

τη χρήση της τιµής αυτής το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων καθίσταται αποδοτικότερο όλων 

όσων προσοµοιωµάτων εξετάστηκαν. Από αυτά, το προσοµοίωµα του Vlasov αποδίδει τις αµέσως 

καλύτερες τιµές για τις κατακόρυφες µετακινήσεις, για τις οποίες τα προσοµοιώµατα του Pasternak 

και του Winkler υστερούν σηµαντικά. Αντίθετα, το προσοµοίωµα του Vlasov υστερεί όλων των 

υπολοίπων όσον αφορά την προσέγγιση της στροφής στο άκρο της δοκού θεµελίωσης, για την οποία 

εµφανίζεται ιδιαίτερα αποδοτικό το προσοµοίωµα του Pasternak. Τα παραπάνω συµπεράσµατα 

ισχύουν ποιοτικά ανεξαρτήτως κατηγορίας εδάφους και βάθους του ελαστικού υποβάθρου. 
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- Όσον αφορά στα µεγέθη έντασης που εξετάστηκαν, παρουσιάστηκε µια διαφοροποίηση στα 

αποτελέσµατα που εξάγονται από την εφαρµογή του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων. Η 

διαφοροποίηση αυτή σχετίζεται µε την κατηγορία του εδάφους θεµελίωσης. Έτσι, για την περίπτωση 

της µελέτης εδάφους θεµελίωσης που συνίσταται από στρώµα αργίλου («µαλακό» έδαφος) 

αποδείχθηκε ότι λαµβάνοντας τιµές για τον συντελεστή συσχέτισης από το διάστηµα 24 – 30 

επιτυγχάνεται η βέλτιστη απόδοση του εν λόγω προσοµοιώµατος, η οποία µάλιστα είναι σαφώς 

καλύτερη των αποδόσεων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων.  

Αντίθετα, στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής άµµου 

(«σκληρό» έδαφος) οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης από το διάστηµα 20 – 26 προσδίδουν µεν στο 

προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων την βέλτιστη απόδοση, ωστόσο το επίπεδο της απόδοσης αυτής 

δεν είναι ικανό να το καταστήσει αποδοτικότερο όλων των υπολοίπων που εξετάστηκαν. Έτσι, στην 

περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µεγάλο βάθος, εµφανίζεται ισοδύναµο µε το προσοµοίωµα 

του Pasternak, ενώ στην περίπτωση που το υπόβαθρο έχει µικρό βάθος ισοδύναµο µε το προσοµοίωµα 

του Vlasov. Εξαίρεση αποτελούν οι περιπτώσεις υποβάθρου µέσου βάθους (30 – 45 µέτρων) όπου 

αποδεικνύεται αποδοτικότερο όλων. 

Κλείνοντας θα πρέπει να γίνει αναφορά και στις επιδόσεις των υπολοίπων προσοµοιωµάτων κατά 

εξεταζόµενη περίπτωση. Έτσι, όταν το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα αργίλου, το 

προσοµοίωµα του Pasternak αποδίδει σαφώς καλύτερα αποτελέσµατα από τα προσοµοιώµατα των 

Vlasov και Winkler, ανεξαρτήτως του βάθους του ελαστικού υποβάθρου. Το προσοµοίωµα του 

Vlasov υπερέχει του προσοµοιώµατος του Winkler στην περίπτωση µεγάλου βάθους υποβάθρου, ενώ 

τα δυο αυτά προσοµοιώµατα εµφανίζονται ισοδύναµα στην περίπτωση µέσου και µικρού βάθους. 

Στην περίπτωση που το έδαφος θεµελίωσης συνίσταται από στρώµα πυκνής άµµου, το προσοµοίωµα 

του Pasternak εµφανίζεται εφάµιλλο του προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων στην περίπτωση 

που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µεγάλο βάθος, ενώ υστερεί ελαφρά στην περίπτωση υποβάθρου 

µέσου βάθους. Στις περιπτώσεις αυτές τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler αποδίδουν τα 

λιγότερο αποδεκτά αποτελέσµατα. Αντίθετα, στην περίπτωση που το ελαστικό υπόβαθρο έχει µικρό 

βάθος το προσοµοίωµα του Vlasov εµφανίζεται εφάµιλλο του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων, ενώ έπονται σε αποδοτικότητα τα προσοµοιώµατα των Pasternak και Winkler.  

Τριώροφο πλαίσιο µε κατακόρυφη και οριζόντια φόρτιση 

Πρόκειται για το πιο σύνθετο και παράλληλα ρεαλιστικό παράδειγµα απ’ όσα επιλύθηκαν, καθώς 

αναφέρεται σε πολυώροφο πλαίσιο, το οποίο υπόκειται όχι µόνον σε κατακόρυφη αλλά και σε οριζόντια 

φόρτιση. Στα πλαίσια του παραδείγµατος αυτού διερευνήθηκε, πέραν των όσων διερευνήθηκαν στις 

προηγούµενες περιπτώσεις, και η πιθανή επιρροή που έχει η επιλογή του χρησιµοποιούµενου εδαφικού 

προσοµοιώµατος στα µεγέθη έντασης που αναπτύσσονται σε περιοχές του φορέα που βρίσκονται 

τοπολογικά µακριά από την περιοχή της θεµελίωσης. Επιπλέον, κρίθηκε σκόπιµη και µια επιπλέον 

διερεύνηση της συσχέτισης των εξαγοµένων αποτελεσµάτων από την τιµή του συντελεστή σχετικής 
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δυσκαµψίας εδάφους / δοκού θεµελίωσης (συντελεστής λ), όπως έγινε και στο παράδειγµα της δοκού 

πεπερασµένου µήκους υπό µοναχική κατακόρυφη φόρτιση. Για τον λόγο αυτό επιλύθηκαν τρεις 

διαφορετικές εκδοχές του συγκεκριµένου τριώροφου πλαισίου, οι οποίες διαφέρουν µεταξύ τους στο 

µήκος του ανοίγµατος των οριζοντίων δοµικών τους στοιχείων. Επίσης, εξετάστηκαν τρεις διαφορετικές 

κατηγορίες εδαφών (δυο «µαλακά» και ένα «σκληρό»), και τρία διαφορετικά βάθη ελαστικού 

υποβάθρου. Έτσι καλύφθηκε ένα εύρος τιµών του συντελεστή λ που ορίζεται από τις τιµές 0.35 έως 2.02. 

Από το σύνολο των επιλύσεων προέκυψαν τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

- Όσον αφορά στα µεγέθη µετακίνησης που εξετάστηκαν, προέκυψε το συµπέρασµα ότι εάν δοθούν 

στον συντελεστή συσχέτισης τιµές από τα διαστήµατα 15 – 20 για την περίπτωση των αργιλικών – 

«µαλακών» εδαφών και 20 – 25 για την περίπτωση «σκληρών» εδαφών, τότε οι αποκλίσεις των 

µεγεθών µετακίνησης από τις αντίστοιχες τιµές αναφοράς δεν υπερβαίνουν κατά κανόνα το 20 – 25%. 

Εξαίρεση αποτελούν οι αποκλίσεις των στροφικών µεγεθών µετακίνησης που εξετάστηκαν, τα οποία 

σε µεµονωµένες περιπτώσεις ξεπερνούν τις οριακές τιµές απόκλισης 20 – 25%. Τα συµπεράσµατα 

αυτά αποδείχθηκε ότι παραµένουν αναλλοίωτα και για τις τρεις εκδοχές του πλαισίου που 

αναλύθηκαν, µε µοναδική εξαίρεση την περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π1 (Σχήµα 5.63α, 

σελίδα 347) όταν θεωρηθεί πως εδράζεται επί στρώµατος πυκνής άµµου µικρού βάθους (Περίπτωση 

Ε4/HS=20m). Εποµένως, µπορεί να ειπωθεί συµπερασµατικά ότι τα παραπάνω ισχύουν ανεξαρτήτως 

τιµής του συντελεστή λ.  

Για τις τιµές των συντελεστών συσχέτισης που παρουσιάστηκαν παραπάνω, το προσοµοίωµα των 

τριών παραµέτρων υπερτερεί σαφώς των υπολοίπων προσοµοιωµάτων, για τα οποία προέκυψαν σε 

γενικές γραµµές τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

Το προσοµοίωµα του Vlasov εξακολουθεί να αποδίδει καλύτερα τις κατακόρυφες µετακινήσεις και 

στις επιλύσεις των τριώροφων πλαισίων. Το συµπέρασµα αυτό έρχεται σε συµφωνία µε αντίστοιχα 

συµπεράσµατα που προέκυψαν απ’ όλα τα προηγούµενα παραδείγµατα. Αντίθετα, υστερεί του 

προσοµοιώµατος του Pasternak στην προσέγγιση των στροφικών µεγεθών µετακίνησης, ενώ 

παρουσιάζει και µια µικρή µείωση της αποδοτικότητας του όσον αφορά την προσέγγιση της 

οριζόντιας µετακίνησης στην κορυφή του πλαισίου. Το προσοµοίωµα του Pasternak, όπως τονίστηκε 

και προηγουµένως, αποδίδει πολύ ικανοποιητικά τα στροφικά µεγέθη µετακίνησης, και µάλιστα η 

ακρίβειά του είναι εφάµιλλη ή ακόµα και ελαφρά καλύτερη από την αντίστοιχη ακρίβεια του 

προσοµοιώµατος των τριών παραµέτρων, κυρίως στις περιπτώσεις ελαστικού υποβάθρου µικρού 

βάθους. Αντίθετα αποτυγχάνει στην προσέγγιση των κατακορύφων µετακινήσεων, ενώ αποδίδει τιµές 

ανάλογες ή ελαφρά καλύτερες από το προσοµοίωµα του Vlasov, όσον αφορά στην οριζόντια 

µετακίνηση της κορυφής του πλαισίου. Τέλος, το προσοµοίωµα του Winkler, αν εξαιρεθούν 

ορισµένες ελάχιστες περιπτώσεις, δίδει τα χειρότερα αποτελέσµατα απ’ όλα τα προσοµοιώµατα που 

εξετάστηκαν. 

- Όσον αφορά στα εξεταζόµενα µεγέθη έντασης στην περιοχή της θεµελίωσης του πλαισίου, 

αποδείχθηκε ότι οι βέλτιστοι συντελεστές συσχέτισης µπορούν να οµαδοποιηθούν µε βάση το βάθος 
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του ελαστικού υποβάθρου, εάν εξαιρεθεί η περίπτωση της επίλυσης του πλαισίου Π3 (Σχήµα 5.63γ, 

σελίδα 347), το οποίο, αξίζει να σηµειωθεί, εισάγει τιµές του συντελεστή λ µεγαλύτερες από τις τιµές 

των υπολοίπων δυο πλαισίων και ταυτόχρονα µεγαλύτερες της µονάδας. Από την διερεύνηση που 

πραγµατοποιήθηκε µε στόχο την εξεύρεση ενός «νόµου µεταβολής» των βέλτιστων συντελεστών 

συσχέτισης, αποδείχθηκε ότι υπάρχει δυνατότητα συσχέτισης τους µε τους συντελεστές σχετικής 

δυσκαµψίας εδάφους / δοκού λ. Οι σχέσεις συσχέτισης που προέκυψαν εξαρτώνται από το βάθος του 

ελαστικού υποβάθρου, είναι εκθετικού τύπου, και όπως αποδείχθηκε από τον σχετικό έλεγχο που 

πραγµατοποιήθηκε προσεγγίζουν πολύ ικανοποιητικά τις τιµές των βέλτιστων συντελεστών 

συσχέτισης που προσδιορίστηκαν στα πλαίσια του παρόντος παραδείγµατος. Από την εφαρµογή των 

συγκεκριµένων σχέσεων προκύπτουν συντελεστές συσχέτισης που προσδίδουν στο προσοµοίωµα των 

τριών παραµέτρων την δυνατότητα υπολογισµού τιµών για τα µεγέθη έντασης στην περιοχή 

θεµελίωσης του πλαισίου, που δεν αποκλίνουν περισσότερο 20% - 25% από τις τιµές αναφοράς. 

Εξαίρεση στο συµπέρασµα αυτό αποτελεί η υπολογιζόµενη, µέσω των συγκεκριµένων συντελεστών 

συσχέτισης, τιµή για την καµπτική ροπή στο άκρο της δοκού θεµελίωσης, οι αποκλίσεις της οποίας 

ξεπερνούν σε ορισµένες περιπτώσεις κατά πολύ το 20% - 25% από τις τιµές αναφοράς. Ωστόσο, στην 

πλειοψηφία των περιπτώσεων που εξετάστηκαν το προσοµοίωµα των τριών παραµέτρων υπερέχει και 

για το εν λόγω µέγεθος έντασης όλων των υπολοίπων προσοµοιωµάτων. 

Σχετικά µε την αποτελεσµατικότητα των υπολοίπων προσοµοιωµάτων, όσον αφορά στην προσέγγιση 

των µεγεθών έντασης στην περιοχή της θεµελίωσης, µπορούν να καταγραφούν τα εξής: 

α. Το προσοµοίωµα του Pasternak, παρά τις µεγάλες του αποκλίσεις σε πολλές από τις περιπτώσεις 

που εξετάστηκαν, εµφανίζεται ακριβέστερο των προσοµοιωµάτων των Vlasov και Winkler. Σε 

µεµονωµένες µάλιστα περιπτώσεις εµφανίζεται ισοδύναµο και του προσοµοιώµατος των τριών 

παραµέτρων. 

β. Τα προσοµοιώµατα των Vlasov και Winkler εµφανίζονται υποδεέστερα του προσοµοιώµατος του 

Pasternak. Η µεταξύ τους όµως ταξινόµηση µε βάση την προσέγγιση των τιµών αναφοράς, 

αποδείχθηκε πως εξαρτάται τόσο από τον συντελεστή λ, όσο και από το βάθος HS του ελαστικού 

υποβάθρου. Πιο συγκεκριµένα: 

Όταν λ<0.5, το προσοµοίωµα του Winkler υπερέχει του προσοµοιώµατος του Vlasov για κάθε βάθος 

του ελαστικού υποβάθρου. 

Όταν 0.5<λ<0.9, η ταξινόµηση των δυο προσοµοιωµάτων εξαρτάται από πάχος του ελαστικού 

υποβάθρου. Έτσι, για µεγάλα και µεσαία πάχη ελαστικού υποβάθρου υπερέχει το προσοµοίωµα του 

Winkler για τιµές του λ κοντά στο κάτω όριο τιµών του παρόντος διαστήµατος, ενώ για τιµές του λ 

κοντά στο άνω όριο υπερέχει το προσοµοίωµα του Vlasov. Για µικρά πάχη υποβάθρου υπερέχει το 

προσοµοίωµα του Vlasov ανεξαρτήτως τιµής του λ εντός του συγκεκριµένου διαστήµατος. 

Όταν λ>0.9, το προσοµοίωµα του Vlasov υπερέχει γενικά του προσοµοιώµατος του Winkler για µικρά 

και µεσαία πάχη του ελαστικού υποβάθρου. Για µεγάλα πάχη, οι µεταξύ των δυο προσοµοιωµάτων 

διαφορές αµβλύνονται για τιµές του λ κοντά στο όριο λ=0.9, ενώ όσο αυξάνεται η τιµή του 
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συγκεκριµένου συντελεστή, καθίσταται όλο και περισσότερο σαφής η υπεροχή του προσοµοιώµατος 

του Vlasov. 

Κλείνοντας, θα πρέπει να γίνει και µια αναφορά στην αποτελεσµατικότητα όλων των 

προσοµοιωµάτων αναφορικά µε την σύγκλιση που επιτυγχάνουν για τις τιµές των µεγεθών έντασης σε 

περιοχές του πλαισίου που βρίσκονται τοπολογικώς µακριά από την περιοχή της θεµελίωσης. Όπως 

αποδείχθηκε, όλα τα προσοµοιώµατα δίδουν πολύ ικανοποιητικές τιµές για τα συγκεκριµένα µεγέθη 

καθώς δεν αποκλίνουν περισσότερο από 2% - 3% από τις τιµές αναφοράς κατά την επίλυση των 

πλαισίων Π1 και Π2. Κατά την επίλυση του πλαισίου Π3, το οποίο έχει ιδιαίτερα µεγάλο άνοιγµα 

δοκών, οι αποκλίσεις αυξάνονται ελαφρά αλλά δεν ξεπερνούν κατά κανόνα το 5%. Έτσι, µπορεί να 

διατυπωθεί το συµπέρασµα ότι ο τύπος του εδαφικού προσοµοιώµατος δεν επηρεάζει σχεδόν καθόλου 

τις αποκλίσεις των τιµών των µεγεθών έντασης στην κορυφή του πλαισίου. Βέβαια, και το παραπάνω 

συµπέρασµα θα πρέπει να αξιολογηθεί όχι µόνον µε βάση τις παραδοχές επί των οποίων στηρίζονται 

τα προσοµοιώµατα που συγκρίθηκαν, αλλά και µε βάση την µεθοδολογία που χρησιµοποιήθηκε στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής για τον προσδιορισµό των παραµέτρων τους.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

Μητρώα ∆υσκαµψίας, Μεταφοράς και φόρτισης δοκών επί ελαστικού υποβάθρου τριών 

παραµέτρων. 

Στο παράρτηµα αυτό θα δοθούν οι κλειστές αναλυτικές εκφράσεις µητρώων δυσκαµψίας, µεταφοράς και 

φόρτισης δοκών Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου τριών παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας β’ 

τάξης.  

Όσον αφορά τα µητρώα δυσκαµψίας, θα δοθούν οι συντελεστές τους για τις περιπτώσεις λύσης Α1, Α2, 

Β1, Β2 και Β3 οι οποίες σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.6 (Παράγραφος 3.3.2.2), είναι µαθηµατικώς εφικτές. Όπως 

τονίστηκε στην Παράγραφο 3.4.1.1α, τα µητρώα δυσκαµψίας των στοιχείων δοκού µπορούν γενικά να 

εκφραστούν µε βάση τη µητρωική σχέση: [ ] [ ][ ] 1RQK −= . Ωστόσο, λόγω της πολυπλοκότητας των µητρώων 

[R], [Q] δεν είναι δυνατή η αναλυτική εκτέλεση του µετασχηµατισµού που οδηγεί στον σχηµατισµό του 

µητρώου δυσκαµψίας [Κ]. Έτσι στο παρόν Παράρτηµα θα δοθούν όλα τα στοιχεία των µητρώων [R], [Q].  

Στο παρόν Παράρτηµα θα δοθούν επίσης και όλα τα στοιχεία των µητρώων µεταφοράς για τις 

περιπτώσεις λύσης Α1, Β1, και Β2. Παραλείπονται τα στοιχεία που αφορούν τις περιπτώσεις λύσης Α2 και Β3 

καθώς οι περιπτώσεις αυτές εµφανίζονται για τιµές αξονικής θλιπτικής φόρτισης P>Φ (βλέπε Παράγραφο 

3.3.2.2). Επειδή είναι πρακτικά αδύνατη η εµφάνιση τόσο υψηλής αξονικής φόρτισης (της τάξης του 106, 

που αντιστοιχεί στις συνήθεις τιµές που µπορεί να λάβει ο συντελεστής δυστµησίας για δοκούς 

σκυροδέµατος) κρίνεται ως µη αναγκαίος ο σχηµατισµός των µητρώων για αυτές τις περιπτώσεις λύσης. 

Τα µητρώα φορτίου αφορούν δοκούς µε στροφικά ελατήρια στα άκρα τους. Οι περιπτώσεις φόρτισης για 

τις οποίες δίνονται τα µητρώα φόρτισης είναι κατά σειρά: 

• Μοναχικό κατακόρυφο φορτίο σε τυχούσα θέση του ανοίγµατος, 

• Μοναχική ροπή σε τυχούσα θέση του ανοίγµατος, 

• Τραπεζοειδής φόρτιση σε τµήµα του ανοίγµατος. 

Τέλος στο παρόν παράρτηµα δίνονται και οι συναρτήσεις µορφής που είναι βασισµένες στις αλγεβρικές / 

προσεγγιστικές συναρτήσεις παρεµβολής (Παράγραφος 4.4.1.1β, Σελίδα 140). 
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• Οι συντελεστές R, R1, Q δίνονται από τις σχέσεις 3.30α, 3.30β και 3.30γ (Παράγραφος 3.3.1, σελ. 112).  

• Οι συντελεστές fiL συµβολίζουν τις τιµές fi(L) των συναρτήσεων fi(x) (Πίνακες 3.2α και 3.2β, σελ.114). 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ (Συνέχεια) 
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• Οι συντελεστές R, Q, Q1 δίνονται από τις σχέσεις 3.30β, 3.32 και 3.30γ (Παράγραφος 3.3.1, σελ. 112).  

• Οι συντελεστές fiL συµβολίζουν τις τιµές fi(L) των συναρτήσεων fi(x) (Πίνακες 3.2α και 3.2β, σελ.114). 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ (Συνέχεια) 
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• Οι συντελεστές R, R1, R2 δίνονται στον Πίνακα 3.2β, (σελ. 114).  

• Οι συντελεστές fiL συµβολίζουν τις τιµές fi(L) των συναρτήσεων fi(x) (Πίνακες 3.2α και 3.2β, σελ.114). 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ (Συνέχεια) 
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• Οι συντελεστές R, Q, Q1 δίνονται στον Πίνακα 3.2β, (σελ. 114).  

• Οι συντελεστές fiL συµβολίζουν τις τιµές fi(L) των συναρτήσεων fi(x) (Πίνακες 3.2α και 3.2β, σελ.114). 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ (Συνέχεια) 

Περίπτωση B3 
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• Οι συντελεστές R, Q, R1 δίνονται στον Πίνακα 3.2β, (σελ. 114).  

• Οι συντελεστές fiL συµβολίζουν τις τιµές fi(L) των συναρτήσεων fi(x) (Πίνακες 3.2α και 3.2β, σελ.114). 
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ΜΗΤΡΩΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
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Περίπτωση Α1 (Συνέχεια) 
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ΜΗΤΡΩΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ (Συνέχεια) 

Περίπτωση Β1 
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Περίπτωση B1 (Συνέχεια) 
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ΜΗΤΡΩΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ (Συνέχεια) 

Περίπτωση Β2 
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Περίπτωση B2 (Συνέχεια) 

x)sin(Q(x)µx)cos(Q(x)νsin(Qx)µ(x)

cos(Qx)ν(x)sinh(Rx)n(x)cosh(Rx)m(x)

R)dQ(dAR)dQ(dAQ)dQ(dAD

)AR(AA)A(AQA)AQ(AAD

(x)µ
D

RAAQA(AGQ
µ(x)

D
R)AAQAGQ(A

n(x)
D

)QAAQAGR(A
(x)V

(x)ν
D

R)dQ(dGQ
ν(x)

D
R)dQGQ(d

m(x)
D

)QdQGR(d
(x)V(x)M

(x)µ
D

R)dQ(dQEIA
µ(x)

D
R)dQQ(dEIA

n(x)
D

)QdQR(dEIA
(x)M

(x)µ
D

Q)AR(AGQ
µ(x)

D
)QARGQ(A

n(x)
D

)QAQGR(A
(x)V(x)V

1111

216311531242

32412163151

1
1

42511

1

43161

1

16253
G3

1
2

211

2

311

2

123
G23

1
2

2116

2

3115

2

1234
2

1
1

541

1

164

1

165
G13

===

===

+−++−=

−+−+−=








 +
+







 +
−







 −
=








 +
−







 +
+







 −
−=−=








 +
−







 +
+







 −
=








 +
−







 +
+







 −
−==

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 

472 

ΤΥΠΟΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ: Μοναχικό φορτίο σε τυχούσα θέση  Μητρώο φόρτισης 
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• Όλοι οι όροι στις παραπάνω σχέσεις αντιστοιχούν στις τιµές των στοιχείων του µητρώου µεταφοράς στο άκρο x=L 

του στοιχείου (π.χ. W4L=W4L(L)). Οι σχέσεις αυτές ισχύουν για κάθε περίπτωση λύσης της διαφορικής εξίσωσης 

του προβλήµατος αρκεί να χρησιµοποιηθούν τα στοιχεία του αντιστοιχούντος στη λύση αυτή µητρώου µεταφοράς. 

• Ο όρος α (σε όσους δείκτες υπεισέρχεται) δηλώνει ότι οι τιµές των αντιστοίχων στοιχείων των µητρώων µεταφοράς 

θα πρέπει να υπολογιστούν στα σηµεία x=(1-α)L, (π.χ. W4αL=W4L[(1-α)L]). 

• Από τις εκφράσεις των µεγεθών V1, VG1, M1 προκύπτουν οι εκφράσεις των V2, VG2, M2 ως εξής: 

– Αµοιβαία εναλλαγή των σταθερών των στροφικών ελατηρίων (δηλαδή του ΚΦΑ µε το ΚΦΒ και αντίστροφα), 

– Αλλαγή προσήµου για τη ροπή Μ και διατήρηση του για την περίπτωση των τεµνουσών V1, VG1. 

– Εναλλαγή των στοιχείων των οποίων οι τιµές υπολογίζονται στα σηµεία x=(1-α)L µε τα αντίστοιχα στοιχεία των 

οποίων οι τιµές υπολογίζονται στα σηµεία x΄=αL (π.χ. αντικατάσταση του W4L[(1-α)L] µε το W4L(αL)). 

• Τα πρόσηµα αναφέρονται στο σύστηµα αναφοράς του σχήµατος. 
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ΤΥΠΟΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ: Μοναχική ροπή σε τυχούσα θέση  Μητρώο φόρτισης 

L
0<α<1

∆εδοµένα ∆οκού GFö¶
EI, GF΄ πεπ.{

P
G k

c

KΦA 1
αL

α'=1-α

P

ΦBK
2ME

xφ

z

 

{ }G222G111
T
M VVMVVMq

E
=  









+++= (M)

PV
ΦΒ

(M)
BV

ΦΑ

(M)
AV

ΦΒΦΑ

(M)
ABVE(M)

1 f
K
f

K
f

ΚK
f

D
M

V  







+= (M)

PM
ΦΒ

(M)
BME(M)

1 f
K
f

D
M

M  









+++= (M)

PVG
ΦΒ

(M)
BVG

ΦΑ

(M)
AVG

ΦΒΦΑ

(M)
ABVGE(M)

G1 f
K
f

K
f

ΚK
f

D
M

V  
PA

ΦΒΦΑΦΒΦΑ

AB ff
K

1
K

1
ΚK

f
D +








++=  

)WWW(WW)WWW(WW)WW(WGf

)WMW(MW)WMW(MW)WW(WMf

)WMW(MW)WW(WM)WMW(MWf

)WWW(WW)WWW(WW)WW(WGf

)WMW(MW)WMW(MW)WW(WMf

)WWWW(G)WWWG(W)WG(WWf

)WMWM(W)WWWW(M)WMWM(Wf

)WMW(WW)WMW(WW)WWWW(Gf

)WWWW(M)WMWM(W)WMWM(Wf

)WWWW(G)WG(WW)WWWG(Wf

)WMWM(W)WWWW(M)WMWM(Wf

)WWWM(W)WMW(WW)WWWW(Gf

)WWWW(M)WMWM(W)WMWM(Wf

k6L5Lk5Lk4L5Lk4L5Lk5L4Lk5Lk6L4L
2
k4L5LP

k6L4Lk4L6L5L4L6Lk4L4Lk5Lk6L4L
2
k4L5LA

k6L4Lk4L6L2Lk6L4L
2
k4L2L4L6Lk4L4Lk2LAB

k4L5Lk5L4Lk5aLk6L5Lk5Lk4L5aLk6L4L
2
k4L5aL

)M(
PM

k6L4Lk4L6L5aL4L6Lk4L4Lk5aLk6L4L
2
k4L5aL

(M)
BM

k4L5Lk5L4L5aLk5L5Lk4L5L5aL4L5L
2
5Lk5aL

(M)
PVG

k4L5Lk5L4L5aLk5L4Lk4L5L5aL5L4L4L5Lk5aL
(M)
BVG

4L5L5L2Lk5aLk4L5Lk2L5L5aLk2L4Lk4L2L5aL
(M)
AVG

k4L2Lk2L4L5aL4L2L2L4Lk5aLk2L4Lk4L2L5aL
(M)
ABVG

k5Lk4Lk6L5L5aLk6L5L
2
k5L5aL5Lk5Lk4L5Lk5aL

(M)
PV

k5L6Lk6L5L5aLk6L5Lk5Lk4L5aLk4L5L5L6Lk5aL
(M)
BV

k5L2Lk4L5Lk5aLk6L5Lk5Lk2L5aLk6L2Lk4Lk2L5aL
(M)
AV

k4Lk2Lk6L2L5aL2L6Lk4L2Lk5aLk6L2Lk2L6L5aL
(M)
ABV

−−−+−=

−+−+−−=

−−−+−−=

−−−+−−=

−−−−−=

+−−+−−−=

+−−+−−+−−=

−−−++−−=

+−−+−−+−−=

+−−−++−−=

+−−+−−+−−=

+−+−−+−−=

+−−+−−+−−=

 

• Όλοι οι όροι στις παραπάνω σχέσεις αντιστοιχούν στις τιµές των στοιχείων του µητρώου µεταφοράς στο άκρο x=L 

του στοιχείου (π.χ. W5L=W5L(L)). Οι σχέσεις αυτές ισχύουν για κάθε περίπτωση λύσης της διαφορικής εξίσωσης 

του προβλήµατος αρκεί να χρησιµοποιηθούν τα στοιχεία του αντιστοιχούντος στη λύση αυτή µητρώου µεταφοράς. 

• Ο όρος α (σε όσους δείκτες υπεισέρχεται) δηλώνει ότι οι τιµές των αντιστοίχων στοιχείων των µητρώων µεταφοράς 

θα πρέπει να υπολογιστούν στα σηµεία x=(1-α)L, (π.χ. W5αL=W5L[(1-α)L]). 

• Από τις εκφράσεις των µεγεθών V1, VG1, M1 προκύπτουν οι εκφράσεις των V2, VG2, M2 ως εξής: 

– Αµοιβαία εναλλαγή των σταθερών των στροφικών ελατηρίων (δηλαδή του ΚΦΑ µε το ΚΦΒ και αντίστροφα), 

– Αλλαγή προσήµου για τις τέµνουσες V1, VG1 και διατήρηση του για τη ροπή Μ. 

– Εναλλαγή των στοιχείων των οποίων οι τιµές υπολογίζονται στα σηµεία x=(1-α)L µε τα αντίστοιχα στοιχεία των 

οποίων οι τιµές υπολογίζονται στα σηµεία x΄=αL (π.χ. αντικατάσταση του W5L[(1-α)L] µε το W5L(αL)). 

• Τα πρόσηµα αναφέρονται στο σύστηµα αναφοράς του σχήµατος. 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 

474 

ΤΥΠΟΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ: Τραπεζοειδής φόρτιση  Μητρώο φόρτισης 
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Τα ολοκληρώµατα IG, IM, IW, IWk εξαρτώνται από την µορφή λύσης της διαφορικής εξίσωσης του 

προβλήµατος. Ενδεικτικά για την περίπτωση Α1 που αποτελεί και την πιο χρήσιµη για τις πρακτικές 

εφαρµογές, τα ολοκληρώµατα αυτά δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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• Για τον τρόπο µε τον οποίο προκύπτουν οι εκφράσεις των V2, VG2, M2 αλλά και για τα πρόσηµα τους ισχύουν οι 

παρατηρήσεις που δίνονται για την περίπτωση φόρτισης από µοναχικό φορτίο. (∆ιευκρινίζεται µόνον ότι στις 

τριγωνοµετρικές και στις υπερβολικές τριγωνοµετρικές που υπεισέρχονται στις εκφράσεις των ολοκληρωµάτων Ι1 – 

Ι6 θα πρέπει να γίνει αλλαγή των ορισµάτων (α-1) και (β-1), µε τα ορίσµατα (-α) και (-β)). 
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Συναρτήσεις Μορφής µε βάση τις Αλγεβρικές / Προσεγγιστικές Συναρτήσεις Παρεµβολής 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

Μητρώα ∆υσκαµψίας και φόρτισης για δοκούς επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων. 

Στο παράρτηµα αυτό θα δοθούν οι κλειστές αναλυτικές εκφράσεις µητρώων δυσκαµψίας και φόρτισης 

δοκών Timoshenko επί ελαστικού υποβάθρου δυο παραµέτρων στα πλαίσια της θεωρίας β’ τάξης.  

Όσον αφορά τα µητρώα δυσκαµψίας θα δοθούν οι συντελεστές τους για τις περιπτώσεις λύσης 1, 3 και 5 

της διαφορικής εξίσωσης του προβλήµατος (βλέπε Σχήµα 4.2, Παράγραφος 4.2.1). Τα µητρώο δυσκαµψίας 

για την περίπτωση 1 δίνεται για πρώτη φορά, ενώ το µητρώα για τις περιπτώσεις 3 και 5 είναι γνωστά από 

τη βιβλιογραφία, και εδώ παρατίθενται απλώς για λόγους πληρότητας.  

Τα µητρώα φορτίου αφορούν δοκούς µε στροφικά ελατήρια στα άκρα τους. Οι περιπτώσεις φόρτισης για 

τις οποίες δίνονται τα αντίστοιχα µητρώα είναι κατά σειρά: 

• Μοναχική ροπή σε τυχούσα θέση του ανοίγµατος, 

• Μοναχικό κατακόρυφο φορτίο σε τυχούσα θέση του ανοίγµατος, 

• Συνεχής οµοιόµορφη φόρτιση σε όλο το εύρος του ανοίγµατος, 

• Ανοµοιόµορφη θερµοκρασιακή µεταβολή ∆t µεταξύ της άνω και της κάτω ίνας της δοκού, και 

• Τραπεζοειδής φόρτιση σε τµήµα του ανοίγµατος 

Υπενθυµίζεται ότι τα µητρώα φορτίου που θα δοθούν αφορούν τις περιπτώσεις λύσης που έχουν 

πρακτικό ενδιαφέρον, δηλαδή οι Περιπτώσεις 1 και 3. Τέλος για διευκρινιστικούς λόγους θα πρέπει να 

τονιστεί ότι τόσο στα µητρώα δυσκαµψίας όσο και στα µητρώα φόρτισης που παρατίθενται, οι τέµνουσες 

δυνάµεις δεν είναι οι τέµνουσες των δοκών, αλλά οι γενικευµένες τέµνουσες (Βλέπε σχέση 4.14, 

Παράγραφος 4.2.2). 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ 
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ΜΗΤΡΩΑ ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑΣ (Συνέχεια) 
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ΤΥΠΟΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ: Μοναχική ροπή σε τυχούσα θέση Μητρώο φόρτισης 
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ΤΥΠΟΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ: Μοναχικό κατακόρυφο φορτίο σε τυχούσα θέση  Μητρώο φόρτισης 
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(Οι εκφράσεις των υπόλοιπων παραµέτρων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις δίνονται στον πίνακα των 

µητρώων δυσκαµψίας). 

Στους παραπάνω πίνακες δόθηκαν µόνον οι συντελεστές Μ1, V1 των µητρώων φόρτισης. Οι συντελεστές M2, V2 

προκύπτουν από τους Μ1, V1 µε τη βοήθεια των παρακάτω µετασχηµατισµών: 

• Αµοιβαία εναλλαγή των σταθερών των στροφικών ελατηρίων (δηλαδή του ΚΦΑ µε το ΚΦΒ και αντίστροφα) 

• Αντικατάσταση των ορισµάτων των τριγωνοµετρικών και υπερβολικών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων (α΄QL) και 

(α΄RL) όπου αυτές υπεισέρχονται, από τα ορίσµατα (αQL) και (αRL) αντίστοιχα. [Υπενθυµίζεται ότι ο αδιάστατος 

αριθµός (α) προσδιορίζει τη θέση της µοναχικής φόρτισης (δύναµης ή ροπής) από το άκρο (1) του στοιχείου, και ότι 

α΄+α=1). 

• Αλλαγή του πρόσηµου στις εκφράσεις των ροπών και διατήρηση του στις αντίστοιχες εκφράσεις των τεµνουσών 

για την περίπτωση φόρτισης από µοναχική δύναµη, και αλλαγή προσήµου για τις τέµνουσες και διατήρηση του για 

τις εκφράσεις των ροπών για την περίπτωση φόρτισης από µοναχική ροπή. 
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(Οι εκφράσεις των υπόλοιπων παραµέτρων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις δίνονται στον πίνακα των 

µητρώων δυσκαµψίας). 

• Η ροπή Μ2 προκύπτει από την έκφραση της ροπής Μ1 µε αµοιβαία εναλλαγή των σταθερών των στροφικών 

ελατηρίων (δηλαδή του ΚΦΑ µε το ΚΦΒ και αντίστροφα) και ταυτόχρονη αλλαγή του πρόσηµου. Αντιστοίχως 

προκύπτει και η τέµνουσα V2 από την έκφραση της V1 χωρίς όµως αλλαγή προσήµου.  
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(Οι εκφράσεις των υπόλοιπων παραµέτρων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις δίνονται στον πίνακα των 

µητρώων δυσκαµψίας). 

• Η ροπή Μ2 προκύπτει από την έκφραση της ροπής Μ1 µε αµοιβαία εναλλαγή των σταθερών των στροφικών 

ελατηρίων (δηλαδή του ΚΦΑ µε το ΚΦΒ και αντίστροφα) και ταυτόχρονη αλλαγή του πρόσηµου. Αντιστοίχως 

προκύπτει και η τέµνουσα V2 από την έκφραση της V1 χωρίς όµως αλλαγή προσήµου.  
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• Οι εκφράσεις των υπόλοιπων παραµέτρων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις δίνονται στον πίνακα των 

µητρώων δυσκαµψίας. 
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Για τις τιµές των παραµέτρων που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις, για τον τρόπο µε τον οποίο προκύπτουν οι 

τιµές των συντελεστών M2, V2 αλλά και για τα πρόσηµα τους, ισχύουν οι παρατηρήσεις που δίνονται για το µητρώο 

φόρτισης που αντιστοιχεί σε µοναχική κατακόρυφη δύναµη. 
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ENGLISH SUMMARY 

The study of structure – foundation system is very important field of investigation for the civil engineers. 

In order to face the problems that arise from the study of those systems, one must model the members of 

foundation structures, the soil, as well as the type of interaction between the soil and the foundation 

elements. 

The problem when modeling soil as an elastic subgrade has been investigated in the present study. 

Moreover, the modeling of the structural elements of the foundation has also been dealt with. As far as the 

problem of soil modeling is concerned, the ability to use approximate mechanical soil models has been 

investigated. By means of these models, one can achieve in the most simple and easy way the most precise 

description of the soil’s properties. As far as the problem of modeling of foundation structural elements is 

concerned, a generalized beam element was developed which incorporates for the first time a series of 

attributes, which can only be separately found in various elements that are available in the bibliography. 

Finally, as far as the problem of the interaction between soil and structure – foundation system is concerned, 

the present investigation ends with the development of calculation “tools” that can be used for the study of 

unilateral support problems. In all other cases, the assumption of bilateral support is valid. 

From the investigation of the soil models a conclusion is reached, namely that there are models that 

achieve soil behavior in a way that is more precise than Winkler’s hypothesis, but at the same time not 

particularly complex. The models referred to are the two and three parameter models. The main 

characteristic of these models is the ability to consider the shear stresses in the elastic subgrade. Therefore, 

consideration of the soil’s influence on either side of the structure – foundation systems is possible. So, the 

problem of the bending of beams resting on a Kerr type three-parameter elastic foundation was solved and 

investigated in the present research. Kerr’s model offers the option to introduce in the calculations the 

consideration of soil on either side of the structure – foundation systems, but also the potential of more 

precise simulation of stress distribution in the common soil-structure surface. Based on the equations of the 

Kerr model, stiffness and transfer matrices, as well as load vectors for Euler and Timoshenko beam elements, 

were developed. In order to calculate the parameters of the Kerr model, an analytical procedure for 

estimating these parameters was developed. This was based on the application of modified Vlasov’s model 

for the estimation of the two out of three parameters, whereas for the third parameter a procedure based on 

the development of relation formula that connects this third parameter to the other two is suggested. 

Regarding the generalized beam element that was developed, it incorporates rigid offsets in one of the 

two in or both ends, and semi-rigid connections. The proposed element rests on one, two or three parameter 

elastic subgrades. Moreover, the equations of the new element have been developed on its deformed axis, 

with the consequence that the aforementioned element can be used in elastic stability problems. Finally, the 

equations of the new element are based on the analytical solution of the underlying differential equation, 

which governs the bending of beams on elastic foundation. Thus, by using this new element, a great variety 

of problems concerning the modeling of a structure can be dealt with, in an easy and reliable way. 
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The final section of the present investigation gives a number of numerical examples by means of which, 

one can carry out the comparative evaluation of one, two or three foundation models, and at the same time, 

check the reliability of the suggested generalized element. The basic conclusions that have been reached by 

evaluating the numerical examples are the following: 

o The consideration of the soil’s influence on either side of the structure – foundation system is essential 

in order to achieve a reliable estimation of the vertical displacements of the structures. This 

consideration materializes only through the use of Kerr’s three-parameter foundation model, or of 

Vlasov’s two-parameter foundation model. 

o The Kerr model achieves even greater accuracy in the estimation of vertical displacements, as well as all 

other displacements. Its accuracy is due to the form of the mechanical model on which it is based, as 

well as on the effectiveness of the methodology that was developed for estimating of its parameters. 

o Apart from strains, the Kerr model yields stresses more effectively than the models of the one and two 

parameters in the overwhelming majority of the examples. The Pasternak two parameter model (without 

the influence of the soil on either side of the structures) and the Vlasov two parameter model (with the 

influence of the soil on either side of the structures) are satisfactory according to the case under 

consideration. The Winkler model proves to be unreliable in all cases. The above conclusions should be 

evaluated in combination with the methodology for estimating elastic foundation parameters.  

o The suggested generalized beam element proves reliable in the study of various modeling problems for 

a structure. Furthermore, the simplicity with which the new element achieves the above mentioned 

modeling problems is made clear, as the element is based on the exact solutions of the equations 

governing the bending of beams resting on elastic foundation. 


